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Kapitel 3
Hypoteseprgvning

Vi skal i dette kapitel beskaeftige os med den anden hovedforrstatistisk inferens
ved siden af estimationsteorien, nemlig hypoteseprgweniegjer testteorien.

3.1 Generel problemstilling og metode

3.1.1 Indledning og definitioner

Viintroducerer de noget vanskeligt tilgeengelige begrebdrhjzelp af et gennemgaende
eksempel og giver sa de preecise definitioner i afsnittetsisig.

Lad os antage, at vi har 2 giftblandinger A og B, der kun afijzfekoncentrationerne,
som er,

A: 400 mg giftstof/liter
B: 380 mg giftstof/liter

Nu er meerkaterne forsvundet fra en beholder, der star der,der seedvanligvis er
anbragt beholdere med koncentrationen B. Da vi star oveatfskulle anvende gift af
en bestemt koncentration, vil vi - for at vaere "sikre" pa ikkésae fejl - undersgge,
om det overhovedet kan antages, at beholderen er af koatientA. Hvis ikke, ma vi
kunne ga ud fra, at den er af koncentration B.

Vi tager nu36 praver af giftstoffet fra beholderen og maler koncentraio med en
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302 KAPITEL 3. HYPOTESEPR@VNING

gennemprgvet teknik; vi ved saledes, at udfaldet af malivgy&an beskrives ved
stokastiske variablé, - - - , X5, der er indbyrdes uafhaengige gy, 487)-fordelte,
hvor 11 er den sande koncentration eg— 48 her antages at veere kendt fra tidligere
stikpraver.

Vores problemstilling omformuleres nu til

Hypotese: Hy: pu = 400
Alternativ: H;: pu = 380.

Det ma da veaere rimeligt at basere vor afggrelse pa vaerdien gennemsnittet af
malingerne.

Fordelingen af¥ vili de 2 situationer veerdi (400, 487 /36) henholdsvi&N (380, 487 /36),
jvf. seetning 2.6, p. 226.

340 360 380 400 420 ) 440

Lad os antage, at vi har makt = = = 396.

En rimelig beslutningsregel vil veere at accept&iefor » > vist ¢ og forkasteH, for
x < c. De tilsvarende omraderr > ¢} og {z < ¢} kaldes henholdsviacceptom-
radet og det kritiske omrade.

Intuitivt indlysende forekommer det at veelge= 390. Lad os prgve at afleese nogle
konsekvenser af dette. Hvilke fejl kan man bega i en sadaredwre? Der er 2 funda-
mentale:

Fejl af typel:  at forkaste en sand hypotese.
Fejl af type Il:  at acceptere en falsk hypotese.

For at understrege forskellen mellem de 2 typer naevner vratetssag, hvor hypotese
og alternativ er eller bgr veere
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Ho: uskyldig H,: skyldig

er

Fejl af type l:  dgmme uskyldig
Fejl af type Il:  frikende skyldig

Skal man vurdere rimeligheden af et vatgna det ske ved vurdering af sandsynlighe-
den for fejl af de 2 typer.

Vi saetter

a = P{fejlaf typel}
P{fejl af type II}

@
|

og har da i eksemplet med giftstofferne

a = P{forkastey = 400|px = 400}
= P{X < 390|p = 400}
X —400 390 — 400

- P < =400
{ 48//36  48//36 g !
= P{N(0,1) < —10/8}
= 0.1056.
Helt tilsvarende
B = P{accepterg. = 400|p = 380}
= P{X > 390|u = 380}
X —380 390 — 380
= P{ | = 380}

- :
48/\/36  48/./36
= P{N(0,1) > 10/8}

= 0.1056

At de to sandsynligheder er lige store, fremgar ogsa umidaehf tegningen

Hvis man af en eller anden grund mener, at den fundne veerdidofor stor, kan man
ved at eendre pagarea mindre. Hvis man e.g. gnsker = 5%, kan man finde det
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340 360 380 400 420 ) 440
forkaster || accepterer

tilsvarende: som fglger

5% = o = P{forkastey = 400|p = 400}
= P{X < c|p =400}
X —400 =400 | _
48/~/36 < 48/\/%|“ =400}
PAN(0, 1) < =22}

Ved hjeelp af tabel f&s da—52" = —1.645 ellerc = 400 — 13.36 = 386.84. | dette
tilfeelde er

B = P{accepterg. = 400|p = 380}
X —. s —
B 380 _ ¢ — 380

>
4836 — 8

386.84 — 380
= PN, 1) >

= 1 —P{N(0,1) < 0.8553} = 0.197

| = 380}

Grafisk kan disse udregninger tydeliggares.
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340 360 380 c 400 420 ) 440
forkaster || accepterer

Generelt kan der naturligvis ikke siges noget om valg,af, 3 etc. Dette afhaenger af
den aktuelle situation. Det er dog normalt - nar man ikke heltst gkonomisk eller
lignende kriterier for valg afv - da at veelger = 1%, 5% eller 10%.

| kapitel 6 vil vi vise, hvorledes tilstedeveerelsen af gkoieke kriterier for ens beslut-
ningstagen kan fare til en bestemmelse af

Den nzeste dag star vi i en ny situation. En medhjzelper hat haeid i en af behold-
erne pa A-lageret, og vi er interesseret i at erfare, om detkaages at vaere den, vi
star med. Den rimelige hypotese og det rimelige alternafivinveere

Ho: p=400  Hi: p<400

En fornuftig beslutningsregel er fremdeles

Acceptomrade: {z > ¢}
Kritisk omrade: {z < c}.

Vi sgger nu igen for givet sandsynlighederne for fejl af type | og af type Il. Vi har
a = P{fejlaf typel}

P{X < clu = 400}
= P{N(0,1) < (¢ — 400)/8}

09

B = P{fejlaf type I}
= P{X > eclp < 400}.
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Denne kan ikke umiddelbart udregnes, ides fordeling afheenger af, hvilken veerdi
w antager. Derfor definerestyrken p(u):

p(u) = P{forkaste hypotesén}

og i den aktuelle situation fas

pla) = PUY < elup = @ (L)),

hvor & angiver fordelingsfunktionen for eN(0, 1)-fordeling, og vi ser, ap(c) =
0gp(400) = «. | gvrigt er grafen

1
21

1

0.8r

0.6

0.4r

0.2r

390 400 410 420
Man ser let, at lim p(p) =00g lim p(p)=1.
pu—4co H——00

Hvis vi fikserera = 5%, kan vi finde det dertil hgrende

5% =@ (=220) = =290 = 1645
= c=386.8.

Det er dbenbart, at den ideelle styrkefunktion er
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0.81

0.6

0.4

0.2r

360 370 380 390 400 410

idet vi da ville have sandsynlighedérfor at forkaste en falsk hypotese og sandsyn-
ligheden for at forkaste en sand hypotese.

Hvorledes kan vi finde et test, hvis styrkefunktion neermgrdgnne? Intuitivt indl-
ysende er det vel, at et test ma f4 starre "skelneevne", sattetritaseres pa flere

observationer, hvorfor man jo kunne forsgge at gesearre. Vimaler nix;, - -- , X,
0g X € N(u,48%/n). Styrken bliver derfor

pali) =P <l = () = (k)

hvore = ¢, nu afhaenger af.

Huvis vi f.eks. gnskerr = 5%, fas

LMD = 1645 = =400~ 78.96//n.

Styrken bliver altsa

400—-"78.96+/n— — <
pa(p) = @ (WW) - & (402_8#\/57 72:6)
Da®(x) = 10gd(—o0) = 0, fas

£>400 = lim pu(u)=0 A p<400 =
=00

kel

lim. Po(p) =1,

n

d.v.s. at vi ved at tage tilstreekkelig mange observationerfé en styrke, der ligger
"vilkarligt tet" ved den optimale.

Hvis vi f.eks. gnsker, at styrken i et punkt, f.eks= 390, skal vaere mindst9%, far
vi, idet vi stadig regner med = 5%,

P (400) = 5% A pn(390) = 99%,
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d.v.s.

O (90) =5% A 0 (SEL) =99%

48//n 48//n
eller
c—400 _ c—390 __
Tyl —1.645 A g 2.326.

Disse ligninger omskrives til
e —400 = 778.96ﬁ A e—390= 111.648J—H.

Ved elimination af: fas

1 1
10 = (111.648 + 78.96) — = 190.608 —
n

Vi NG
eller

Vn = 19.0608,
d.v.s.

n = 363.3 ~ 364.

Indseettes dette resultat i ovenstdende relation mellegn: fas

c=400— 1896 ~ .
19.0608

w

95.86.

Hvis man havde haft et andet alternativ, f.eks.
Ho: wpw=400 < Hy: p#400,

var det kritiske omrade blevet af formen {X <} U {X > o} .
| dette tilfeelde var styrkefunktionen blevet

P{X < ep|p}+ P{X > eolu}

o () 1 ()

p(u)
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Veelges, som naturligt et; og ¢, symmetriske om0, fas falgende graf

1

400 8%

Her geelder det naturligvis ogs3, at vi kan fastleegge veeafign forskellige punkter
og bestemme det til disse veerdier hgrende

BEMARKNING 3.1 (BESTEMMELSE AF STIKPR@VEST@RRELSE (n)). Etalminde-
ligt forekommende problem er at bestemme, hvor stor en rdilgy der skal benyttes
for at opna en vis diskriminationsevne. Seet f.eks., at dekemkonstrueret et test
med niveaw, og det samtidig kraeves, at sandsynligheden for afvisrstygken) skal
mindst1 — 3 for et specificeret alternativ.

Et eksempel kunne veere et test i Poisson-fordelingen.{la&d X», ..., X, }, X; €
P(X), veere stikprgven. Lad hypotesen og alternativ veere:

H()Z A()
H1Z A = 5/\0:A1

>
\

Problemet kan da praeciseres saledes:

Falgende relationer, som bestemmes ved hjeelp af styrkidfunak, skal vaere opfyldt:
P{acceptHo|lA =X} > 1 — «

09
P{afvisHo|A =X} > 1 - 3.

Som vi senere skal se, er det kritiske omr&dg_, X, > . Bestemn.

Denne metode er illustreret i Eksemplerne 3.11-3.14 fomatfiordelte observationer.
v
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Vi vil nu til sidst give de stringente matematiske definitopa alle de begreber, vi har
indfarti de foregdende eksempler (plus et par nye).

DEerINITION 3.1.Enstatistisk hypoteseer et udsagn om fordelingen af en eller flere
stokastiske variable. Hvis den statistiske hypotese fedddig fastlaegger fordelingen,
kaldes den esimpel statistisk hypotesehvis ikke, kaldes desammensat A

Hvis X; € N(p, 1),4=1,--- ,n, er "u = 400" en simpel hypotese, 0g:"< 400" en
sammensat hypotese.

DEFINITION 3.2.Ettester en beslutningsregel baseret pa realiserede udfaldaéeks
imentet. Beslutningsreglen kan antage veerdierne "acegptgpotesen” og "forkast
hypotesen". A

DEFINITION 3.3.Hvis der er givet en maengdesaledes, at vi

forkaster hvis (zy,---,z,) e C
accepterer hvis (x,---,2,) € CC
da kaldeq det kritiske omréde for testet ol C acceptomradet A

Som vi har set i eksemplet, fastlaegges det kritiske omrattevefd en relation som
x < c etc. Da kaldest vor teststgrrelse. Vi formulerer det stringent i

DEFINITION 3.4.Huvis det kritiske omrade for et test er fastlagt ved en retati

t(zr, -, mn) € Ch
hvor t(Xy,---, X,,) er en stikprgvefunktion, kaldeg X, -- -, X,,) teststarrelsen
A
Lad nufordelingenaf, , - - - , X,, afheenge af den ukendte paraméteParameterom-

radet er2 (=maengden af mulige parameterveerdier) {ger en delmaengde &f. |
det fglgende betragtes hypotesen

Ho: 0€Q (3.1)
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mod alternativet
H1 : 0 € Q \ Q().

Vi har da

DEFINITION 3.5.Hvis vi som kritisk omrade for et test af hypotesen (3.1) anle
maengden C, da styrken i 4 for testet lig

p(8) = P{(X1,---, X,) € C| sand parameter 6}.

Afbildningenp kaldesstyrkefunktionen. A

| det generelle tilfeelde er hypotes&i sammensat, saledes at vi ikke kan tale om sand-
synlighedeny for at bega en type | fejl, d.v.s. tale om sandsynlighedemfdorkaste
en sand hypotese. | stedet definerer vi begrebet niveau festet

DEFINITION 3.6.Ved signifikansniveauet(eller blot niveaued o for et test forstas
den maximale sandsynlighed for at forkaste hypotesen,eredsand. A

Denne definition bliver langt mere overskuelig ved indfgeechf styrkefunktionep.
Da har vi nemlig, at signifikansniveaueter givet ved

a = sup p(f), (3.2)

AEQ,

d.v.s. at niveauet blot er supremum af styrkefunktionen/figer sand.

Vi skal ikke komme meget ind pa optimalitetsegenskaber gstst men blot nzevne to
definitioner. De bygger begge pa, at der er en bijektiv san@sy mellem et test og
det dertil harende kritiske omrade.

Vibetragter uafhaengige stokastiske variakile - - - , X,, med frekvensfunktiof(z; §).
Vihar da

DEFINITION 3.7.Lad C veere en delmaengdeRif. Da er C ebedste kritisk omrade
af starrelsena for et test af den simple hypotese
Hy: 0 = 0, mod det simple alternatii; : 6 = #,, safremt

7) P{(X17"'7Xn,)EC|H0}:a7
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og safremt det for enhver delmeengd@f R” medP{(X:,---, X,)) € A|Hg} = «,
geelder
i) P{(X1,- X,) € CIHY) > P{(Xy - X)) € Al

Vi siger endvidere, at det ved C definerede test estatrkeste testaf hypoteserf/
med alternativet?,. A

BEMARKNING 3.2.Definitionen gar blot ud pa, at man blandt alle tests af niveau
veelger det, der har den starste styrkk,id.v.s. stgrst sandsynlighed for at forkaste
hypotesen, nd#, er sand, d.v.s. nd¥, er falsk. v

Hvis alternativett/; ikke leengere er simpelt, men sammensat, har vi

DEFINITION 3.8.Det kritiske omrade C er emiformt bedste kritisk omrade af star-
relsena for et test af den simple hypotes&, mod det sammensatte alternativ,
hvis C er et bedste kritisk omrade for testfaf mod enhver simpel hypoteséii, . Vi
siger, at det ved C definerede test euetformt steerkeste test(engelsk: UMP-test=
uniformly most ppwerful test) med signifikansniveaufor test afH, mod H; . A

Som neevnt skal vi ikke komme meget ind pa teorien for unif@tagrkeste tests, men
vi bemeerker, at der ikke altid eksisterer et sadant for fes aimpel hypotese mod et
sammensat alternativ. | naeste afsnit skal vi se et enkeghalsl pa konstruktion af et
uniformt steerkeste test.

Til sidst i afsnittet bemaerker vi, at der er en sammenhaentpmeéstteorien og inter-
valestimationsteorien. Denne sammenheeng kan f.eks.kkéswom i

SETNING 3.1.Lad [t,7] veere e{1 — a)-konfidensinterval for parameterénd.v.s.
P{F) € [LX1,, Xn) H(Xy, - X)) }: 1—a
Da er maengden

C= {(m,--- )00 & [t an), B, ,mn)]}

kritisk omrade for et test aff,: @ = 6, mod H,: & # 0, med signifikansniveau.
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BEMARKNING 3.3.Hvis man har de realiserede udfalgl, - - - , z,,, kan man alts&
testeH, ved at udregné — o konfidensintervallet fof og dernaest undersgge, 6m
er indeholdt i det. Hvis ja, accepteres hypotesen, hvisfadjastes den. Anderledes
udtrykt: Konfidensintervallet bestar netop af de paramesedier, der med de fore-
liggende data vil blive accepteret ved et test pa niveau v

Bevis.Vi har

P{forkaste hypoteséfh — 4, }

= Pl @ [t(X1, -+ Xa) E(X1, -, Xa)] 0 =60
T—(1—a)

= o

&l

d.v.s. at testet ifglge definition 3.6 har niveauet ]
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3.1.2 Testprincipper

| dette afsnit vil vi beskrive nogle retningslinier for kangktion af teststarrelser og
kritiske omrader.

Vi bemaerker farst, at seetning 3.1 om sammenhaengen mellefidéasintervaller og
kritiske omrader i forbindelse med eksempel 2.23 side 26ktk giver anledning til
en maengde tests.

Vi giver dernaest en seetning, der handler om konstruktioteafkeste tests i tilfeeldet
med en simpel hypotese og et simpelt alternativ.

SETNING 3.2 (NEYMAN -PEARSON’S FUNDAMENTALE LEMMA ). Lad der veere gi-
vet stokastiske variable med simultan frekvensfunkfion, - - - , x,,; ). Vi betragter
den simple hypotesE,: & — §, mod det simple alternati¥, : # — #,. Lad der veere
givet en maengd€ C R”, for hvilken nedenstédende 3 betingelser er opfyldte.

>~
—_
e
o
~

. f(T1 3 y Ty 90)

; = < k¥(mi,--,1,)€C
R ;521; ;jg z; S 7n)

.. A0 1 Tnio

ji = ——2 > k¥(z, -, 2,) €l0C
T Fr, oamifyy 2 RV
i) o = P{(Xy, -, X,)€ C|Hy}

Da er C et bedste kritisk omrade af starreis®r test af 7, mod H; .

Bevis.Forbigas. Se f.eks. [20][p. 201] [ |

BEMERKNING 3.4.Seetningen siger ganske enkelt, at det bedste test har formen
Hvis I.(6y)/1.(81) < k, s& forkastH,, ellers acceptéreH,. Testet kaldes det bed-
ste, fordi det har starst styrke, hvis— 4. \4

Vi giver nu et eksempel p& anvendelse af Neyman-Pearsaniside

EkSeEMPEL 3.1.Vihar uafheengige stokastiske variable, - - - | Xoq medX; € P(}A).
Vi gnsker at finde et uniformt staerkeste test med signifikaean~r — 5% af hypote-
sen

1
Hy: A= —
0 10
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mod alternativet

1
Hi: A>—.
! T

Vi betragter farst ed’ > - og anvender Neyman-Pearson’s lemma til at konstruere et
steerkestetest df: A = - mod H{: XA = ). Vihar, idet med:» = 20,

AT
L) = -
7=1 !
_ 1 Y, —nA
Folgelig er
1 Yr
L) e (1)
<k — 0 <
L(A/) — A efn)\’ (A/)E.’n, —
o e20)\'72(10A/)7Em, < A
& (=) log, (10X) <log, k — 20\ + 2
1 k— 20\ +2
& Ya > — O8e + —c

log, (10X)
Ifalge Neyman-Pearson’s lemma er maengden
C= {(,1717 T 7TW)|2T7 > C}

et bedste kritisk omréde for et test/f;: A = - modH{: A = X.

Det vil sige, atC angiver de stikprgveresultater for hvilke summen er stemceet vist
tal c. Dette tal kaldes ofte dekritiske veerdi .

Vi skal nu bestemme den kritiske veergisa niveauet blive5%. Vi har altsa,

5%

P{forkasteH,|Hq}

20 1
P{Z)@; > e|A = W}
i=1

PIP(2) > e},
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Af tabel fas, at- = 5, idet P{ P(2) < 4} = 0.95. Vi har altsa faet det kritiske omrade

20
C: {(T17 7.7720)|Z.777j >5}
i=1

Vi ser nu, at havde vi gennemfgrt de samme betragtninger mat e -\, var vi
kommet frem til den samme maengde C. Altsa er C et bedstekknitisade for et test
af H, mod et vilkarligt alternativz = X\; > 11—0 og falgelig kaldes C etiniformt
bedste kritiske omradefor test af 7, mod H;. ¢

Som neevnt i det foregdende afsnit vil der ikke altid eksestetr uniformt steerkeste
test for en given hypotese og et givet alternativ. Vi ma deofastille andre regler for
konstruktion af et test.

En sedvanlig fremgangsmade er at finde en  stikpravefunktion
T = t(Xy,---, X,), hvis fordeling afheenger af den ukendte parameter og ertkend
under H,, da kan vi anvendé& som teststgrrelse og forkaste hypotesen, hvis vi ob-
servererl” — ¢ (for langt) ude i fordelingens haler.

EKSEMPEL 3.2.Lad X, - -, X,, veereN(u, 1)-fordelte, og lad os teste

Ho: p=0 mod Hy: u#0.

Under H,, vil X veereN(0, 1)-fordelt, d.v.s.

N(0,1/n) 1

al2 a/2

Vi forkaster for store og for sma veerdier &f ¢

Reglen er imidlertid ikke formuleret generelt nok. Hvis eMde hypoteseH,: p > 0
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mod alternativetd, : p < 0, ville X’s fordeling ikke vaere kendt undéf,. Alligevel
er det klart, at det kritiske omrade for et rimeligt test mae/ae

{r < c}.

Det er imidlertid vanskeligt at give en fremgangsmade, dekkkr alle i praksis forek-
ommende tilfeelde.

Det gor imidlertidkvotienttestet Fra afsnittet om maximum likelihood metoden
erindrer vi, atl.(#), hvor . er likelihoodfunktionen, er et udtryk for "rimeligheden”
af parameteref, idet

L(0) =f(z1, -, 20:0),

d.v.s. lig frekvensfunktionen taget i de observerede veerdivet parameteren ér Vi
fandt da et estimat faf ved at veelge den veerdider gjordel.(4) starst mulig. Den
samme grundtanke ligger bag kvotienttestet. Man afgar, amvil accepterd ¢ Qg
ved at vurdere forholdet mellef(d), naré € Qq (H, sand), og na# € Q \ Qq (Hy
falsk).

Vi formulerer dette i

DeFINITION 3.9.Lad os antage, at vi gnsker at tesfg: ¢ € Qg mod H,: 6 €

0\ Qo, hvorQ, C Q, pa basis af observationerig, - - - , X,, med simultan frekvens-
funktionf(ay, - - - , 2,;6). Vi definerer kvotiente ved
sup L.(0) sup f(aq, -+, 2n;0)
(21, an) = A€, _ #EDy
ave, T sup L(0)  supf(ay, - w2, 0)
eEQ AeEQL

Kvotienttestprincippet (likelihood ratio test principle) gar da ud pa, at vi som ikt
omrade for teste#/, mod i, anvender

C = {(.’17]7 o ,an)|q(m1, tt 71777,) < (]0}7
hvor g, < 1 fastleegges ved signifikansniveauet

a = sup P{q(Xn“' , Xn) < q0|9}.
9EQ,

Stikprgvefunktionem = q( X, - - -, X,,) kaldeskvotientteststarrelsen A
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Vivil nu anskueligggre denne meget vigtige metode ved a §isksempler af stigende
kompleksitet.

EKSEMPEL 3.3.Vibetragter en stokastisk variab€l € N(4,1),8 € & = {6, 61, 6,},
og vi gnsker at teste

H()Z HEQ():{Q()}
mod
H]Z HEQ\Q():{€17€2}

Ud fra en observation &, vil vi afgare, hvilkets, vi vil antage. Parameterrummet
bestar altsa kun af 3 punkter. Pa figuren nedenfor har vieskitshvorledes det kritiske
omrade for et kvotienttest af ovenstaende hypoteser damhfea et givety, = ¢’. Den
midterste fordeling er teetheden, h¥is- §,, medens de to gvrige svarerdil og 6.

ae)=<q’ Il ae)>q’ Il a()<q’

Vi ser, at det kritiske omrade er af formém < a} U {x > b}, hvilket jo er ganske
rimeligt. ¢

| det naeste eksempel betragter vi en lidt mere kompliceadtiemstilling.

EKSEMPEL 3.4.Lad X, - - -, X,, veere uafheengig¥(y, 1)-fordelte stokastiske vari-
able. Vi gnsker attestd: g = 0 mod H,: p + 0. H, bestar altsd alene af punktet
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1 = 0 (kaldes en simpel hypotese), medéhsbestar af alle andre vaerdier (kaldes et
sammensat alternativ).

Likelihood-funktionen er

n 71_ re — 2 .
Tl(p):H\/g_ﬂ_e 2( i H) =2 'exp(—%E(mi—p)Q).

Vived at maximum likelihood estimatet er givet ved

—n 1
p=ua, dvs. supL(p)=V2r exp(—52(mi — T)2>
1

og folgelig er

(x1,-,2n) = L) \/ﬂinexp(—%Em?)
qlzy, yIn) = L(/l) o \/ﬂin exp(—%z(mi 7’17)2)

o o ]

1
— exp(—52mi + 521‘7 — —nm2)
T,
= exp(—§nm ).
Nu er
q(zr, -, 20) < g0 & log q(xr, -, 2,) <log, qo

n s
& ——rt <k
5 1

& {r<—cpvi{iz>c}

hvor k1 og ¢ er konstanter, der principielt kan udtrykkes v@d Dette er imidlertid
ikke s& interessant, idetkan fastlaegges direkte ved niveauet

PIX<—cVX>clp=0}=a,
d.v.s. vi ender med samme test som i eksempel 3.2. ¢
Endelig betragter vi et eksempel, hvor sawg) som /7, er sammensatte. Eksemplet

er langt og ret teknisk, s&dregningerne kan eventuelt forbigas ved en farste gennem-
leesning.
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EkSEMPEL 3.5.Lad X1, - - -, X,, veere indbyrdes uafhaengiy¢y, =?)-fordelte, hvor
«? nu er ukendt. Lad hypotese og alternativ vaere

Ho: p=po,0>>0 mod Hy: p#po, o’ >0.

Grafisk kan situationen afbildes séledes,

Q Qo Q Qo

hvor den fede streg angiver parameterrummet uritieog den resterende del af pa-
rameterrummet (d.v.§¢ # po, o2 > 0) svarer tilH;.

Vi har likelihood-funktionen

. 1
L(y, 0?) = V2ra? eXp(——E(mi — N)Q),

202

og likelihood kvotienten bliver

sup L(po, 0?)

o2

sup Ly, 0?)

w03

q(.’l?]7"'7.’lfn):

Vi erindrer fra tidligere, at

. . 1
T.(uo, c?) antager maximumd? = ;E(mi — o) = s

og

L(p, 0?) antager maximum iy, o*) = (z, =X(x; — 2)*) = (=, s7)
n
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De respektive maximumsveerdier er

sup Lo, o”) = V2x " exp(-3)
sup L(,0%) = V2r s exp(—5).
w02

FolgeligerQ = q(Xy,---, X,,) lig

st (E(Xi - X)?)"/2

S\ B(XG — po)?
Nu er
(X —po)® NN — X)* +n(X — po)?
(X, - X)2 Y(X; — X)2
1 (X — po)?
- 14 n( fio)
n—1%(X; — X)?/(n—1)
= 1+ T,
n—1

hvor betegnelse” dbenbart skyldes, &t ert(n — 1)-fordelt underfi,, d.v.s. safremt
1t = pg. Det kritiske omrade er bestemt ved

q(.’l?]7"' 71777,) </’L07

d.v.s. vi forkaster, hvis

—n/2
1 2
n—1 -

Denne ulighed lgses med hensynftifor ¢, > 0. Vi far derved et kritiske omrade af
formen

{T < —a} U{T > a}.
Man fastlaegger nu den kritiske veerdved hjeelp af signifikansniveauet idet

« = sup P{forkasteH,} = P{T' < —a VT > alp = uo}.

0
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Idet 7" ert(n — 1)-fordelt, ndru = pq,

t(n—1) B

al2 a/2

seettesr = t(n — 1)7_,/2, d.v.s. ligl — o/2 fraktilen i t-fordelingen medn — 1
frinedsgrader.

Vi har altsé faet fglgende test:

Beregn teststgrrelsen

_ V(X — po)
V(X = X)?/(n 1)

og forkast, hvis

Tgt(nf1)a/2:ft(nf1)1,a/2 e”er th(nf1)1,a/2.

Som det fremgar af definitionen (og de to foregdende ekseniileder man kvo-
tientteststarrelsen ved at indseette maximum likelihotichesorer i stedet for parame-
treneilikelihood-funktionen. Det kan derfor ikke forbaysit der eksisterer tilsvarende
paene saetninger om kvotientstarrelsens asymptotiskelegmrssom der gar for max-
imum likelihood estimatorer.

Vi betragter parameterrummet

QO CRF
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og
Qo =140 € Qb1 = Ogryo, -, 0 = Oko},

d.v.s.Q2,¢ er den delmeengde &f, hvor de sidsté — r koordinater er konstante.

Vi gnsker altsd generelt at teste, om de sidste: parametre kan have bestemte, forud
fastsatte veerdief,, 1o, - - , Oro-

Lad nu Xy, ---, X,, veere stokastisk uafhaengige og identisk fordelte med frekve
funktionenf(z; #), 6 € Q. Vi har da

SATNING 3.3.Lad f(x; #) veere reguleer med hensyn tilallg i = 1,--- , k. Kvo-
tientteststarrelsenfortest8t : # € Q.o modH, : # € Q\Q, seetteslig( Xy, ---, X,).

Da geelder, at

—2log, q(X1,---, X,,) asymtotisk € x?(k — r),

hvis i, er sand, d.v.s. hvié € Q...

Bevis.Forbigds. Beviset bygger pa, at man kan vise, at det donmiderked i Tay-
lor udviklingen er (-2) gange logaritmen til likelihood kiventen er kvadratisk. Ved
anvendelse af saetning 2.9, side 237, fas da, at stgrrelgaptagisk er fordelt som
kvadratet pa en normalt fordelt starrelse, d.v.s. som’fordelt starrelse. For ngjere
detaljer henvises til [55, p. 419]. [ ]

BEMARKNING 3.5.Saetningens store betydning er dbenbart, at man (ved hjeelp af
x? fordelingen) kan finde et kritisk omrade, der asymptotiskden rigtige starrelse,
uden at kend€)’s eksakte fordeling, som tit kan veere sveer at bestemme. ity

er greensefordelingen uafhaengig af begyndelsesfordeljigéket naturligvis ogsa er

en fordel. v

BEMARKNING 3.6.Det ma endvidere indskydes, at der geelder en lignende spétnin
visse ikke-reguleere tilfeelde (e.g. for den rektangulaagiing over intervallefo, 4]).
Det er imidlertid bemaerkelsesveerdigt, at antallet af tidgrader blivee(k — r), og

at fordelingen er eksakt og ikke asymptotisk. For neermetaljde henvises til [34,

p. 237]. v

Vi skal nu give et eksempel pa anvendelse af seetningen.
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EKsSeMPEL 3.6.Ved kast med en mgnt har man observeret falgende antal kast, f
man opnaede krone:

2,2,3,0,0,1,0,0,1,0.

Kan det antages, at mgnten er "fair", d.v.s. giver samme saligsgd for plat og
krone.

Séafremt der er tale om "uafheengige" kast med en mgnt, der hdswalighedery
for at vise krone, kan ovenstdende resultater opfattes salisationer af stokastiske
variableX, - - -, Xy, hvor X; € NB(1, p) (jfr. afsnit 1.2.3).

Vi vil undersgge antagelsen ved at teste

1 1
Ho: p=- mod Hy: p7$§

Vi anvender kvotienttestet. Likelihood-funktionen er mee: 10

L(p) = Hﬁmfmm
pn(1— )27

Ved at lgsel.’ (p) = 0 m.h.t. p findes umiddelbart

n

b= n+ Sz’

d.v.s.

O e B e
Sup AP n—+ Xr; n—+ Xr; )

Da

1
supL(p) = T(5) =277 2777,
Haq

og da

Zmi:2—|—2—|—3—|—0—|—0—|—1—|—0—|—0—|—1—|—0:9
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fas, at den observerede veerdi af kvotientteststarrelsen er

( ) L(%) 2710277
a\Er, -, To) = = ,
suple) (39" (55)”
d.vs.
—2log, g = —2(—19log,2— 10log, 10 — 9log, 9+ 19log, 19)

= 0.05274.

Vi ser, at betingelserne for at anvende seetning 3.3 er testeedk — 1 ogr — 0,
d.v.s.—2log, @ er asymptotiskc y*(1). Det kritiske omrade er derfor bestemt ved

a(zi,---,x10) < qo
<~ 72]0ge q(.??17- o 7’7710) > 72]0ge do,

hvor —2log, ¢, fas som en fraktil iy?(1)-fordelingen, i.e.

P{X*(1) > —2log, g0} ~ o

Fora = 5% fas —2log, o = x*(1)n.05 = 3.84, og da den observerede veerdi af
—21log,. ¢ abenbart er mindre end denne vaerdi, accepteres hypotesérpalet 5%
niveau. Af tabel ses, at hypotesen vil blive accepteretlgdnaleauer, der er mindre end
80% (day?(1)n.20 = 0.064). Det ma derfor veere rimeligt at antage, at den pageeldende
mgnt falder p& begge sider med lige stor sandsynlighed. ¢
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3.2 Specielle tests

Vi vil nu give en gennemgang af de almindeligt forekommerets for parametre i
nogle af de fordelinger, vi oftest beskaeftiger os med. Vieddr med

3.2.1 Tests i en binomialfordeling

Viindleder med at betragte tests i binomialfordelingerd 3 , - - - , X}, veere uafhaen-
gigeB(n,, p)-fordelte stokastiske variable. Vi betragter nufgre (0, 1) hypoteserne

P = Po, pZPm pSPO

og alternativerne

p#po, p<po, P>po.

Nu vides, at summen er sufficient for parametrene i en binléonékeling, sdledes at vi
som teststgrrelse kan anvende

Saetter vi

n = ng,

k
=1

13

7 € B(n,p).

Vi har da fglgende skema over nogle hypoteser og altermativgaende. | skemaet
er endvidere anfart de kritiske omrader for tests pa niveaDa binomialfordelingen
er diskret, kan man ikke altid opna, at niveauet eksaki.gEndelig er styrken for de
pageeldende tests anfart i et vilkarligt pupkt
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Z€B(n,p)
Hypo- | Alter- Kritisk omrade Styrke
tese nativ
_ Z<R(”7P0)a/2 P{R(”7P)<R(”7P0)a/2}
P=PO | PEPO LS B po)iags |+ PAB(, p)> B po) 1oy}
<
g;iz p>po | 2>B(n,po)i—a P{B(n,p)>B(n,po)1—a}
>
i;iz p<po | z<B(n,po)a P{B(n,p)<B(n,pa)a}

Foruden ovenstaende skema henleder vi opmzaerksomhedekgidjdensintervallerne
p. 265 ogsa giver mulighed for at konstruere et test af e jgotegent, : p = ps mod
alternativetd, : p # po (ved hjeelp af*-fordelingen).

EKSeEMPEL 3.7.Ved enundersggelse af virkningen af stress leerte en payk8lstud-
erende 2 forskellige mader at binde en knude pa. Halvdelestuafenterne lzerte
metode A fgrst og halvdelen metode B. Senere (henimod midnatodedes de stud-
erende efter en 4-timers eksamen om at binde knuden panyredtrerede, hvorvidt
de brugte den farste, de havde leert, eller den anden. Manpélforhand vente, at
der var flest, der ville bruge den fgrst laerte metode pa gréiddmpsykisk stressede
situation, man havde bragt studenterne i. Man fik fglgensialtat:

Valg af metode
Laert somnr. 1| Leert somnr. 2
16 2

Vi har her, at de 16 kan opfattes som et realiseret udfald af et B(18, p), hvorp

er sandsynligheden for at veelge den farst tilleerte metode.atFundersgge, om vor
forestilling er korrekt, vil vi se, om den modsatte hypotegerhovedet kan antages at
veere rigtig, i.e. vi vil teste

1

Hy: p < mod Hy: p > 5

1
2

Veelger vi et signifikansniveau = 5%, f&sP{B(18, 7) < 12} = 0.9519, hvorfor det
kritiske omrade bliver

C={z]z > 12}

Da den observerede veerdi af teststarrelsen ligger i déskeibmrade, kan vi ikke pa
et5% niveau antage hypotesen< +. Vi ma derfor ga ud fra, at stresspavirkningen
har en "regressions"-effekt, i.e. at forsggspersonerneti@nelens til at vende tilbage
til den farst tillzerte metode, nar de handler under stress. ¢
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3.2.2 Sammenligning af to binomialfordelinger

Lad der nu veere givet 2 binomialt fordelte stikpraver

Xy, Xn,  X; €B(ni,p1)

8/17“'78/162 KER(mMPQ)

Vi betragter igen de sufficiente stgrrelser

k1
77‘”12

7=1
hvor vi har satn — ¥n; ogm = Ym;,.
Vi er interesseret i at undersgge hypoteserne
p1r=p2, P1<p2, Pp1>p2

og alternativerne

p1F P2, p1>p2, pr < Da.

Vi finder nu indledningsvis fordelingen &f for givet X + Y, narp, = p, = p. Vikan
skrive

PIY =yAX Y =t
PIY = y|X +V =1} Y =ynX+ i

PIX +V =1}

PV =yAX =1y}
PIX +V =1}

P{Y = y}P{X =1t —y}
PIX +V =1}

DaX +VY € B(n + m,p), farvi, at denne starrelse er

(") (1 = p)™ Yt — yp' V(1 — p)n Y
(m;{—n)pf“ o p)m,-l—nft
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d.v.s aty” for givet X +V = ¢ er hypergeometrisk forddf(#, m, m+n), hvisp; = ps.

Med ovenstaende resultater er det nu muligt for os at angststirrelser og kritiske
graenser for ovenstadende hypoteser. Vi samler resultattslyznde skema.

X eB(n,p1) AY €B(m,ps), X+VY =1
Hypotese| Alternativ Kritisk omrade
y <H({t,m,m+n),V
y>H({t,mm+n)_,

P1 = P2 P #PQ

<
PUSP2 s by |y < H(t,m,m+n),
P1 = P2
>
p1:p2 pr<p2 |y>HEMmMm+n)_,
P1 = P2

Der geelder samme bemaerkninger angaende niveauet som tindkemaet p 327.
Styrken for ovenstdende tests kan selvfglgelig findes, mtefingen afy” for givet
X + Y er ret kompliceret, hvig, # p,. Derfor forbigas styrken.

EKSEMPEL 3.8.Ved kvalitetskontrol af nogle emner fremstillet pa hver pioduk-
tionsgren fik man falgende resultater

Defekte | | orden| |alt
| 2 stk. 18 stk. | 20 stk.
1 2 stk. 13 stk. | 15 stk.

Vi kan opfatte antallet af defekte fra de 2 produktionsgremm realiserede udfald af
binomialt fordelte stokastiske variable ogy’, hvor

Vi er interesserede i at undersgge, om de 2 produktionsgereamme defektprocent.
Dette kan ggres ved at teste

Ho:  p1=p2 mod Hi:p1 # po.

Fordelingen ab” for givet X + Y = 4 erH(4, 15, 35). Frekvensfunktionen for denne
fordeling er

iy = L)

S
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I nedenstaende tabel anfarer vi frekvensfunktidiggnsamt fordelingsfunktioner(y)
for en H(4, 15, 35)-fordeling. Til sammenligning har vi endvidere anfart fveks-
funktioneng og fordelingsfunktioneii’ for enB(4, %)—fordeling, idet denne for store
veerdier afn ogm skulle vaere en god approksimation til den hypergeometfiskke|-
ing (seetning 1.8, p. 103).

fly) [ Fly) || sly) | Gly)
0.093 [ 0.093 [[0.107 | 0.107
0.327 | 0.419 || 0.320 | 0.427
0.381 | 0.800 || 0.360 | 0.787
0.174 | 0.974 || 0.180 | 0.967
0.026 | 1.000 || 0.034 | 1.000

W N = O

Frekvens- og fordelingsfunktion for
H(4, 15, 35)- og B(4, £)-fordelingerne

@nsker vi at foretage et test pa f.eks. 10% niveauet, seatwdet neermeste, vi kan
komme, er det kritiske omrade

y<er=1U{y>ea =3} ~ {y=0}U{ly=4}.

Dette svarer til niveauet.093 + 0.026 = 0.119 = 11.9%. Beregnes niveauet ved
hjeelp af binomialapproksimationen fasi07 + 0.034 = 0.141 = 14.1%, hvilket
afviger noget fra det eksakte niveau. ¢

EKSEMPEL 3.9.pa anvendelse af approksimativ bestemmelse af kritisk denrd
nedenstaende tabel er der anfert resultatet af 2 forsketligrkedsanalyseinstitutters
undersggelser over folks stillingtagen til placeringeerahy motorve;j.

God liniefaring| Darlig liniefaring | 1 alt
I 222 1778 2000
Il 225 1275 1500

Nu anvender de 2 institutter forskellige interviewforng, man er derfor interesseret
i at erfare, om det er den samme "ting", de "maler" hos folk.

Vi opfatter de 222 henholdsvis 225 som realiserede udfaluefhaengige binomialt
stokastiske variable

X € B(2000, p1)
Y € B(1500, p»).
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Med denne model kan vore spgrgsmal fra far omformuleresrtildet kan antages, at
p1 0g ps er ens. Viundersgger dette ved at teste

H]Z P11 = P2 mOd H]Z]h;épQ.
Ifalge skemaet p. 329 er det kritiske omrade
y<cVy> e,

hvor ¢, og e, passende kan findes ved at kraeve

Vi har nu, at

P{H(447, 1500, 3500) < =}~

P{R(447,%) <zl

w4 L4473 x—191.1
PIN@O )< ITT 0T —@(Ti)

44724 105

Veelger vi signifikansniveauet — 5%, bestemmes; og . derfor approksimativt af

cr —191.1 co —191.1
| —— ) =21 | ——— ) =975
( 10.5 ) o ( 10.5 ) %

Ved hjeaelp af normalfordelingstabel fas

cr — 1911 co —191.1
— =1 — =1.96
10.5 96 A 10.5

Ved lgsning af disse ligninger far vi approksimationerne

c1 = 1705 A ea = 211.7.
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Det kritiske omrade seettes derfor til

C={yly< 171 vy> 211},
og da225 € ¢, vil vi forkaste hypotesen pa &% niveau. Vi ma derfor antage, at
tallene fra de 2 analyseinstitutter er udtryk for forslgdlting. ¢
3.2.3 Tests i en Poissonfordeling

Vi gar dernaest over til at betragte Poisson fordelingen.Xad - - , X,, veere uafhaengige
P(A)-fordelte stokastiske variable. Vi kan igen ngjes med atagée den sufficiente
stikprgvefunktion” = XX, € P(nA). Vi har nu ganske analogt til p. 327 fglgende
skema over test af forskellige hypoteser am

ZeP(nA)

Hypo- | Alter- Kritisk omrade Styrke i\
tese nativ

z<P(nA0)a/2 P{P(n/\)<P(nA0)a/2}
A=A | A£A

0 ATA ] S P _age | + PAPmA)SP(nA0)s_ e}

Eiz A2 | 5P, Aot w PLP(A)>P(nA0)1 o}
200 Ay | 2<Png), PLP(A)<P(nA0)o )
—AQ

3.2.4 Sammenligning af to Poissonfordelinger

Hvis der er givet 2 Poisson fordelte stikprgver
X1, Xn, X; €P(N)
Vi, Vi, Yi €P(A),

reducerer vi igen sufficient, d.v.s. vi betragter

X =Y X;eP(n\)

i=1
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09

V=YV €P(mhy)

i=1

Vi gar nu frem som ved binomialfordelingen, d.v.s vi findendetingede fordeling af
Y givet X + Y. Vi har som fgr

P{Y =yAX =t —y}

P{Y =y|X +V =1} =

P{X +V =1}
P{Y = y}P{X =t -y}
P{X+V =1}
e~mAz (m/\Q)ye*”/\ (X)) Y
_ / y! : (7‘, — y)!

e*TI,A] — TTI,AQ (WA] _|; mA?)t
: .

o 1 TTI,AQ Y n/\1 -y
- y nA + mis nA +mis

d.v.s. den betingede fordeling &fgivet X + Y = ¢ er en binomialfordeling
B(t,mAs/(nA +mA,)). Nu er et udsagn soty = X, ensbetydende med, at param-
eteren i den udledte binomialfordeling er

_ mAs . m
pin/\1—|—m/\2 C ndm

Vi ser altsd, at en sammenligning af de 2 Poisson fordelikgerforega som et test i
en binomial fordeling. Vi har nu falgende oversigt over $g&i niveaur.

X eP(n\)AY €P(mhy), X +V =1
Hypotese| Alternativ| Kritisk omrade

y < B(t, po)as2V
A=A A A
1 2 1 ;A 2 y > R(f,p0)1,a/2

A < A

A] — A2 A1 > A? Yy < R(t7p0)0/

A > A

TETT N < y> B, po)i—a
A=A

Udtrykket for den betingede styrke (dvs. styrken for gitet- ¥V = #) kan let findes
v.h.a. binomialfordelingen. En metode er at indfgre kvute

v =A /A
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:'y-n—|—m

Styrken for eksempelvis test&®t — A\, mod A, # A, bliver da

p(y) = P{B( p(v)) < B, po)as2}
+P{B(t, p(7)) > B(t, po)1 a2}

Beregning af den ubetingede styrke er noget mere komptiogrmedtages ikke her.

EksemMPEL 3.10.1 en virksomhed, hvor man har 2 drejebsenke, har man en formod-
ning om, at baenk | er hardere belastet end baenk II. Inden fogerkonstaterede man
12 sammenbrud pa baenk | og 7 pa baenk Il

Vi antager, at antallet af sammenbrud falger en Poissoreprowed intensitet; hen-
holdsvisA, sammenbrud pr. uge. Vi kan altsa opfatte observationernegI2 som
realiserede udfald ak € P(}\;) henholdsvisy” € P(\,). For at undersgge vor for-
modning; > As, Vil vi se, om den modsatte hypotese overhovedet kan anttges
veere sand. Vi vil altsa teste

H()Z A<A2 mOd H]Z A] >A2

Det kritiske omrade er derfdry < <}, hvore bestemmes ved
P{B(12+17,1) < ¢}~ o, dam = n = 1 medfarerp, = 5. Viveelgera = 5%. Af
tabel ser vi

1
P{B(19,5) <6} = 0.0835

P{BO9. ) <5)

0.0318.

Det kritiske omrade er derfofy < 61, og vi ser, at hypotesen accepteres. Vi kan
altsa ikke pa es% niveau afvise mulighedek;, < \,, d.v.s. vi kanikke tillade os at
konkludere, ab; > X,. Det er klart, at hvis vi undersgger hypotesen

Ky A] > AQ mod Ko A] < AQ

pa et5% niveau, far vi igen accept. Vi ma derfor konkludere, at déeiler muligt
at konstantere forskelle i sammenbrudsintensiteten p& desjebzaenke, som er sig-
nifikante pa e6% niveau. ¢
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3.2.5 Tests i normalfordelingen

Vi skal i dette afsnit give tests vedrgrende middelveerdiagans for normal fordelte
variable. Vi har i de tidligere afsnit set, hvorledes man kanstruere sadanne tests, sa
de anfgres uden saerlige kommentarer.

| tabellerne pé side 336, 337, 338 og 339 betragtes uafhasgpgastiske variable
X1, -, X, medX; € N(u, ¢?). Her er anvendt betegnelserne

] — ]
5 SN, - 7= (X - x)?
) =1

| tabellerne pa side 340, 341, 342, 343, 344 og 345 betragfitsamgige stokastiske
variableXy,---, X,, 0gYy,---,Y,, medX; € N(u1,07) 0gV; € N(us2,05). Her er
anvendt betegnelserne

X = lyx, Y = 1y
=1 i+1
2 n 2 m,
Vo= 3 (Xi— )’ S5 = (Vi —pe)?
7=1 i=1
S n112(xi7>()2 Sz = ﬁyzfvﬁ
¢ _ (1S4 (m o 1)S]
* - n—tm—? .
= ( _1(X7 —X)2+ 2(% —y)z)
fo = m+n-—2
5§ = Hi1 — Ho p = /M;NQ]
ai 0’_% o/ —
n m n m
1 2
L B (0 P o=
= - — = 21—
r n m ;S?—F;Sg

| tabellerne er der angivet udtryk for bestemmelse af stipstarrelse. Metoden er il-
lustreretieksemplerne 3.11, 3.12, 3.13 og 3.14, der falgéddelbart efter tabellerne.
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EKsSeMPEL 3.11.Vi betragter en virksomhed, som producerer emner med et give
karakteristikum (kvalitetsindeks), der er af afggrendydeing for emnets anvende-
lighed.

Lad X; € N(u,0?), i = 1,...,n, betegne en stikprave af emner fra produktionen,
som antages at veere indbyrdes uafheaengige.

Vi gnsker at teste hypotesen
Ho:  p=po

mod alternativet
Hioop> o,

SéafremtH, er sand, gnskes en acceptsandsynlighed pa mingst 1-
P{acceptip=pnt > 11—«

Hvis ;. er veesentligt starre end,, f.eks. o + o, @nskes en acceptsandsynlighed pa
hgjst3. Kravet bliver derfor

P{accepty > po + o} <
Fora = 3 = 5% fas af tabellen side 336

. (1/,95%1; U59) _ (1.6449 — (1—1 .6449))? _ 39808

Altsa skal stikprgven mindst indeholde 4 emner. ¢

EKSEMPEL 3.12.Vibetragter samme problemstillingsomi Eksempel 3.11, presker
nu at undersgge produktionens variabilitet (fremfor nixga) ved at teste hypotesen

mod alternativet

H,: 0'2>0'(2)
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Som far gnskes en hgj acceptsandsynlighed, hvis kvaligeteifredsstillende:
P{accepc’ =2} > 1«

Hvis #? bliver vaesentligt starre enef, f.eks. o2 = 302, @nskes naturligvis en lille
acceptsandsynlighest

P{ acceptic? = 352} < 3
Af tabellen side 339 fremgar det, at stikprgvestgrrelsshal bestemmes af

XQ(T” - 1)170/

-3,
X*(n—1)p

”)/:

som ikke kan lgses analytisk med hensymtil

Vi veelger som eksempel — 5% og 8 — 10%, som ofte benyttes i praksis. Ved at
indseette forskellige veerdier affas falgende resultater

n 5 10 12 15 16
~ | 892|407 | 3.52| 3.04| 292

Altsa skal der udtages en stikprave pal6 emner for, at vi kan veere mindst 95%
sikre pa, at emnerne opfylder kvalitetskravet {1, er sand). | dette tilfelde er der
dog en sandsynlighed pa (hgjst) 10% for at acceptere errgtigpsom ikke er af en
tilfredsstillende kvalitet (hvig? > 302 ~ H; er sand). ¢

EKSEMPEL 3.13.Vibetragter en virksomhed, som producerer emner pa to easar
produktionslinjer. LadX; € N(ui,0f), i = 1,...,n,09Y; € N(ps,03), j =
1,...,m, betegne et kvalitetsindeks for emner fra de to produktiojesl P& basis af
tidligere stikprgver er det godtgjort, af = 22 ogo? = 1.5%
Vi gnsker at teste hypotesen

Ho:  pr = po

mod alternativet

Hito o > pe
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Det gnskes undersggt hvor stor en stikprgve (forudsat vijeeel — m), der skal
udtages fra hver af de to produktionslinjer for at opfyldigémde krav:

P{accepllys = po} > 1 — o

i.e. en hgj acceptsandsynlighed, safremt kvaliteten akerfna de to produktionslinjer
er ensartet, og

P{accepliu; — pu» > 2} < 3,

i.e. en lille acceptsandsynlighed, hvis kvaliteternegdviveesentligt fra hinanden.

Det antages at stikprgverne fra de to produktionslinjel esae lige storesf = m).
Forp, — ps = 2,0 = 5% og 3 = 5% fas af tabellen side 340

A Fp2 2 _
\/0'124—0'% V22 1+ 1.52

0g
Ugsy — Uy, (1.6449 — (—1.6449))?
n— Az = e = 16.91
Altsa fas stikprgvestarrelserne= m = 17. ¢

EKSEMPEL 3.14.Safremt man i Eksempel 3.13 gnskede at tage hensyn til, &rder
forskel pa varianserner{ # #3) ved bestemmelsen af stikprgvestarrelserne (idet der
nu geelder> = g—;) fas i stedet af tabellen side 340:

A— L H 2
\/0'12—|—0'10'2 V224215

5

hvorved man far

o (mosy —usy)” _(1.6449 — (—1.6449))" 18,94 ~ 19

A @/VT)?

09

1.1
m:n2:18.94 L
a1 2

=142~ 15
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Altsa fas den samme totale stikprgvestarrelsem = 34 i begge tilfzelde.

Forhandsviden om, at’ # «2 giver dog anledning til en anden allokering af det totale
antal emner i stikprgverne, séledes at der udtages flest érampeoduktionslinjen med
starst variation. ¢

Vi giver nu et meget vigtigt eksempel, der skal illustrergeardelsen af den teori, vi
har formuleret.

EKSEMPEL 3.15 (PARRET/UPARRET T-TEST). For at sammenligne 2 sovemidler A
(dextrohyoscyamin hydrobromid) og B (laevo-hyoscyamidrimpromid) har man malt
den forggede sgvnleengde, 10 personer har opnaet ved breglasalemidler. De
opnéede resultater var - malt i timer -

Person| A B
1 0.7 19
2 -1.6| 0.8
3 -0.2| 1.1
4 -1.2| 0.1
5 -0.1 | -0.1
6 34| 44
7 37| 55
8 08| 1.6
9 00| 4.6
10 20| 34

For at kunne vurdere disse data ma vi opstille en matematisttem Vi antager,
at observationerne er realiserede udfald af stokastisheeraflige, normalt fordelte
stokastiske variabl& , - - - |, X, (sovemiddel A) og7, - - - , Y14 (sovemiddel B). Disse
ting ma begrundes ved forsggets art og udfarelse (persafd@rikke at vide, hvilket
middel de har faet, hvorledes det har virket pa andre etc.).

Endvidere antager vi, at
X;€N(pi +61,07) i=1,---,10
Vi €N(pi +do,05) i=1,--,10.

Her angiver parameterem;, om person nri generelt er pavirkelig af sovemidler og
i hvor hgj grad etc. Parameteren er altsa en personparanisemetrend; og d,
angiver sa effekten ved anvendelse af de specielle sovenfidhenholdsvis B. Disse
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er altsd personuafhaengige. De stgrrelser, vi ma veeresetzezle i at sammenligne,
er alts®, ogd,. Da vi a priori ikke har nogen fornemmelse af, at den ene skigtre
bedre end den anden, ma det rimelige test veere

H()Z 51 :52 mOd H]Z 51 #52
For at kunne udfgre dette test betragter vi
D; = X; = Y; EN(§ — 89,07 + 73).

Man skal her heefte sig ved, at de dannede differefgeikke er influerede af de
enkelte personers underliggende gennemsnitlige sgvdieepng.

Seetter vid; — 62 = J og i + of = o2, er altsdD; € N(J,?), og vi kan derfor
sammenligne de to sovemidler ved at teste

H()Z 5:0 mOd H]Z 5#0

Af tabellen side 336 fremgar, at vi som teststgrrelse kaemas

;o DA/T0
ST R R

som ere +(9) under H,. Hvis vi anvender et signifikansniveau pé, bliver den
kritiske omrade

= {z]z < —2.262V z > 2.262}.

De observerede veerdier &%, - - -, Dqq er
—1.2,-2.4,-1.3,-1.3,0.0,—1.0,—1.8, —0.8, —4.6, —1.4,

og heraf fas

, —1.58
Yd? = 38.58
N(d; —d)? = 13.62,
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d.v.s.

—1.58/10
z= —==—-4.06 € C.

/13.62/9

Den observerede veerdi af teststarrelsen ligger altsa iifiske omrade, og vi forkaster
derfor hypotesen pa &t% niveau. Vi ma derfor antage, at de 2 sovemidler ikke har
samme effekt.

For at illustrere vigtigheden af at vaelge den korrekte mateske model kunne vi nu
alternativt forestille os, at de anfgrte malinger stammarfdrsag med 20 forskellige
patienter.

Denne endring i forudsaetningerne har den helt afggrengdrbey, at vi nuikke
kan eliminere de underliggende gennemsnitlige sgvnlaengdeat tage differenser
som ovenfor. Derved bliver bedgmmelsen af forskellen p@devemidler naturligvis
mere usikker.

Den rimelige model kunne nu veere

X; €N(0y,6}), i=1,---,10,
Y; EN(#y,03), i=1,---,10,

hvor é; og #, angiver middelsoveleengden for en tilfaeldigt udvalgt perged at an-
vende henholdsvis A eller B som sovemiddel. Vi vil nu undgeseoméd, — #,. Farst
bar vi imidlertid teste, om? = #2. Det rimelige alternativ e#? + o2. Ifglge tabellen
side 345 er det kritiske omrade ved et testf@niveauet givet ved

57 57
— < F(9,9)25% V = > F(9,9)975%
59 59

Af tabel fasF(9,9)o7 50 = 4.03 = 1/F(9,9)2.5%. Beregningerne af teststarrelsen
fremgar af fglgende skema.

Sz 75 |233
Y22 | 34439037
S(z — 2)? | 28.80 | 36.08
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Den observerede veerdi af teststarrelsen

57 28.80/9

52 36.08/9

0.78,

der ligger i acceptomradet. Vi kan derfor nu antageriat= ¢, og vi kan danne et
centralt, sammenvejet (pooled) skan over det faelfes

5 28.80 + 36.08

= 3.60 = 1.92
18

Vi tester nu under antagelse@f = o2:
H()Z 91 292 mOd H]Z 91 ;AQQ

Af tabellen side 341 far vi, at teststgrrelsen er

X-Y
T—=———.
S/t 4+ L
Det kritiske omrade er - idet vi stadig anvender= 5% -

Den observerede veerdi‘afer

1= s

.
1
19,/1

som ligger i acceptomradet, d.v.s. vi ma& konkludere, at det det foreliggende mate-
riale ikke kan afvises, at de 2 sovemidler er ens under délsithyttede antagelser om
forsgget. ¢

Dette resultat er meget laererigt, idet vi jo under de fgrf@e forudsaetninger om
forsggets udfarelse fik, at der var en forskel pa de 2 sovemidDet er altsa af

afggrende betydning for undersggelsens udfald, at formitsgerne ngje specificeres,
at man holder variation inden for patienter og mellem pagiende fra hinanden etc.
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| det viste eksempel bliver usikkerheden meget mindre, imais kan undersgge; —
X, —Y; i stedet for som vist i sidste del af eksemplet. Testet, hvam kan foretage
differensdannelse, kaldes oftepetrret #-test eller et-test forparvise differenser.
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3.2.6 Testi I'-fordelingen

Vi skal i dette afsnit anfgre nogle testsfordelingen, nar formparameterérer kendt.
Vi bemeerker, at dette inkluderer testning i eksponentiddbngen.

| tabellerne side 355 og 356 har vi dels betragtet uafhaergfigiaastiske variable
X1, , X, medX; € G(k, 5) og dels uafheengige variabl , - - - | X,, og

Yy, Y, hvor X; € Gk, 81) 0gY; € G(ks, 5-). Der er anfart teststarrelser m.v.
for test af @ og for test af sammenhaengen mell@dmog ;. Signifikansniveauet er
overalt lig .
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0 =y
A%s:vbwm %Nﬂmnm g
e puyopio4 (asjp@1s1S8]1) cw:v_cEwEEv_:w Jaleweled
0g >¢g:TH
ﬁ (yug) X w (yuz), W sgzsmxm >z | Y <gpd=¢g:°Hg
0g <g:'H
ﬁ I(yuz) X w (yuz), W J@:Nvmxm <z |%>Sgpog=g:oqg
z/o-1 m z/o—1 Xm 0 -1
(yug) X o < (yuz), (yuz), <A o # ¢ TH
/o m X /o x& O = ¢ : 0
(yug) X o > (yug) X o d (yuz), 1”7 o =¢: 0]
IAIS | apeIWwO ASHIY | 9s010dAH
ur=1 (dy)Ho'x
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356

(fywig n:\:miw ENA % =z Bpue “y ‘1y)  wg iy
e Bujopio4 (asjo@1s153] ) UOIBUNBAZIANNS alloweled
W>MH
ﬁﬁs\sm Q:NEMIQ > (fyug, “:ENEW d °(Gyqwig Tyug)d >z | < Tgetg =g 0H
o < g lg
ﬁ?;s\smé\:miw < Esmé\:miw d O (eywy Tyug) g <z |t S Tt =g 0y
AN\?;S\SNQ:NEW < Esmé\:miw d | “0T(Eywg yug)d <7 A oAy
+
ANEQSN Q:NEMIQ > (Gywg, “:\:NEW d e/ (Eywg Tyug) g > 7 o =1 °H
AIS | apeIWwO ASHIY | 2s010dAH
w' oy =2 (Fge)po v outr=1 (Igy)H 3ty
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EKSEMPEL 3.16.Vi betragter igen situationen i eksempel 2.12, p. 238, hwwneér
givet 20 malinger af tidsafstanden mellem successive kamidemster ved kasseap-
paraterne i et supermarked. Man har en formodning om, aafttisxden mellem
kundeankomster her er mindre, end den er ved kasserne i em afdeling. For at
undersgge dette har man ved disse andre kasser ligeledesdsdistanden mellem
kundeankomster. Af praktiske grunde har det dog kun veerégtat male tidsafs-
tanden mellem hver tredie kundes ankomst. Man fik falgends dgen malt i—-
min.

168,351,337, 274,63, 155,120, 406, 242, 152

Kan vi nu pa basis af dette materiale slutte, at den ovenfterenformodning virker
rimelig?

For at besvare dette spgrgsmal ma vi som saedvanlig fgrstiferenen matematisk
model. | eksempel 2.12, p. 238, arbejdede vi ud fra antagektekundeankomster
fulgte en Poisson proces.

Dette medfarte, at de anfarte 20 observationer kunne epfatim realiserede udfald af
uafhaengig@x (3, )-fordelte stokastiske variabl¥, , - - - | X,,. Hvis forudseetningerne
om Poisson processen ogsa holder stik for de andre kassae, amfarte 10 obser-
vationer realiserede udfald af uafhaengige, 5»)-fordelte stokastiske variable, fordi
summen af 3 uafhaengige ensfordditeg5,) stokastiske variable falger &r(3, 32)-
fordeling, jfr. seetning 1.19, side 122. Vi har altsa de uafhige variable

Xy, -+, Xon, X; € EX(61) = G(1761)
Vi, Vi, Vi € G(3,6)

Middelafstanden mellem kundeankomster ved "kasse E[ &%) = 3, og ved "kasse
2" L E(Y;) = B,. Vor antagelse kan nu formuleres spin< 3,. Vi mé& nu undersgge,
om det overhovedet kan antagesgat> /., d.v.s. vi skal teste denne hypotese mod
alternativets, < 3., i.e.

Ho: B> [ mod Hi: B < Ba.
Af tabellen side 356 fas, at vi som teststgrrelse kan anvende

_NXi/(20-1)

7=l )
%Y;/(10-3)

Det kritiske omrade er ved test p& niveau

O = {z]z < F(40,60)50,} = {22 < 0.61}.
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Den observerede veerdi af teststarrelsen er

1467/20

— T _p93¢C.
© 7 2368/30 ?

Vi vil derfor acceptere hypotesef,, d.v.s. vi kan ikke afvise antagelseh > 3-.
Afvigelsen mellem de malte gennemsnitsafstande er dekkar signifikant pa es%
niveau, og med det foreliggende datamateriale er der figlgejen basis for at haevde,
atgy < fo.

Hvis man fra supermarkedets ledelse ikke var tilfreds metheékonklusion, matte
man foretage yderligere indsamling af data. Som et krav tédst baseret pa yderligere
data kan man f.eks. stille, at sandsynligheden for at aeoept > 3, skal veere mindre
end2.5%, hvis 3, < 1562. Vi ma her endvidere fastleegge, hvor mange observationer
vi skal tage fra hver kasse. Da vi kun maler afstandene méilentredie kunde ved
"kasse nr. 2", vil det veere rimeligt at tage 3 gange sa mange\abEmer fra "kasse
1" som fra "kasse 2".

Vi har alts& nu uafhaengige stokastiske variable

X],"',X.'%mw X7€G(1761)
Vi X, Vi € G(3, )

og vi skal teste
Ho: 51 > B mod Hiw B < By
pa niveauetr = 5%. Kaldes styrkefunktionen for testg}, , skalm vaelges sa stor, at
1
G < 562 = Pm(ﬁuﬁz) > 97.5%.

Ifglge tabellen side 356 er
Ba
pm (51, B2) = P{F(6m, 6m) < 6—1]3(6777,7 6m), },

d.v.s. vi skal bestemme, s&

P{F(6m, 6m) < 2F(6m, 6m)5y} > 97.5%,
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dvs., at den kritiske vaerdi (6m, 61m)sq, skal vaere mindst 97.5% fraktiFi(6m, 6m)-
fordelingen. Vi kraever altsa

F(6m, 6m)gr 50 < 2F (6, 6m)5e;.

Af tabel fas

m | F(6m,6m)or 59 | 2F(6m, 6m)xsy
10 1.67 1.31
20 1.43 1.48

Heraf ses, at de stillede krav er opfyldt for > 20. Med henblik p4 en fornyet
undersggelse af kundeankomster ved kasseapparaternarvdenfor anbefale, at der
tages 60 malinger ved "kasse 1" og 20 malinger ved "kasse 2". tatistiske analyse
af disse observationer vil da forega som far. ¢
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3.2.7 Testi polynomialfordelingen

Vi vil i dette og de falgende to afsnit give en raekke eksempéetests i polynomial-
fordelingen.

Lad X = (X4, -, Xg) € Pol(n,py,---,pg). Vibetragter da farst hypotesen
ot p1="pio, Pk = Pro

mod alternativet
Hy: o Fi(pi 7 pio)-

Det er vanskeligt at finde et eksakt test for denne situatiam, vi har fglgende asymp-
totiske resultat.

SETNING 3.4.Kvotienttestet pa niveau for test af 7, mod H, er asymptotisk aek-
vivalent med testet givet ved det kritiske omrade

C—{(m1,---,mk)|zw>x2(k1)10}_

npio

Bevis.Af saetning 3.3 p. 323 fas, idet vi erindrer, at polynomiatieingen kun har frie
k — 1 parametre (p. 105), at

—2logq(Xy,---, Xi) asymptotiske y*(k — 1),

hvis A, er sand. Her betegng( X, - - - , X) kvotientteststgrrelsen for test &f mod
H,. Det kan nu vises, at stgrrelsen

—2logq(Xq, -+, Xg) = —2logQ

og starrelsen
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har samme greenseveerdi for~ oo, d.v.s

k
Z — npio)” asymptotiske  \2(k — 1)

n
i—1 Pio

underH,. Nu er det kritiske omrade for kvotienttestet

C] - {(T177Tk)|CI(T177Tk)<(]0}
= {(T],7Tk)|72]0gq(7‘]777‘k)>(']}7
hvor ¢; = —2loggq, fastleegges ved niveauet Heraf fas det i seetningen anfarte
resultat. u

BEMAERKNING 3.7.Ifglge seetning 1.9, p. 105, &( X;) = np;, sdledes, at leddet

(T7 - an)Q

angiver kvadratet pa afvigelsen mellem det forventedel amten i'te klasse og det
observerede antal i klassen. Stgrrelsen

npio

k
Z - ”Pm
i=1

er da blot et relativt mal for afvigelsen mellem det obsegderog det forventede antal
i de forskellige klasser, og det er derfor sare rimeligt akéste hypotesen, hvis denne
afvigelse er for stor. \4

BEMERKNING 3.8.Approksimationerne i saetningen er specielt gode, hvisalle
er lige store eller naesten lige store. Endvidere er de gods,afle np;,n > 5 (hvis
k—1>6,maleller 2 ahp;,’erne dog godt veere sma). \4

EKsSemMPEL 3.17.En fabrik af glgdelamper oplyser, at braendetiden for eeetitigt
udvalgt lampe falder i intervallerne 0-700 timer, 700-8id@et og over 800 timer
med sandsynligheder pa henholdsviz, 0.7 og 0.1 (jfr. eksempel 3.9, p. 330). Ved
malinger pa 100 lamper fandt man falgende braendetider.

Braendetid| 0—700| 700-800( 8000
Antal 14 75 11
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Kan det nu fremdeles antages, at de fra fabrikken opgivresyatigheder stemmer?

Vi kan opfatte antallenéz,, =, 23) af lamper i de 3 klasser som et realiseret udfald
af X = (X4, X2, X3) € Pol(100, p1, p2, p3). Vi undersgger, om der er overensstem-
melse mellem de anfgrte data og fabrikkens opgivelser vt

Ho: p1 =02, po=07, p3=0.1

mod alle alternativer. Det kritiske omrade er approksimatd test pa niveau

100p;
C_{T17’T27’T'3|Z 100pp0 X2(31)1()/}
70

Den observerede veerdi af teststarrelsen er

(z1—20)? (22 —70)%  (23—10)> 36 25 1
= — — = 2.26.
0 T 0 T 10 20 700

Dax?(2)70% = 2.41, ser vi, at hypotesen vil blive accepteret pa alle niveaugn %.
Der er derfor ingen grund til at tvivle pa de fra fabrikken oyg sandsynligheder. ¢

Ofte er man interesseret i at teste en hypotese

HO: p7:p7(0)7 7:177k
mod

Hi:  3i(p: # pi(9)),

hvorg = (8, --,6,) er ukendte parametre, som bestemmerDet forekommer da
intuitivtindlysende at indseette estimatofer (4, - - - ,0,) i teststarrelsen sdledes, at
vi far

og sa igen forkaste for store vaerdieraf
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Det viser sig rent faktisk, at dette igen er et fornuftigt tesot er greensefordelingen af
7 nu en anden, idet man ved hjeelp af seetning 3.3 kan indse, at

7 asymptotisk € y?(k —1—r),

d.v.s frihedsgradsantallet er faldet medvarende til, at vi har estimereparametre.

Vi formulerer resultatet af disse overvejelser mere pregcis

SATNING 3.5.Kvotienttestet pa niveaal for test af

Ho:  pi =pi(0) mod Hi: Hi(pi + pi(ﬂ)),

hvord = (#,,---,86,) er en ukendt parameter, er asymptotisk sekvivalent med teste
givet ved det kritiske omrade

k —n )2
C_{Th |Z p7 >X2(]<T17°)]0/}7

np; F))
hvoréd = (6, -- - ,4,) er et maximum likelihood sk@n ovér
Bevis.Forbigas. Se f.eks. [35][p. 423]. [ |

BEMARKNING 3.9.Saetningen er ikke helt praecis i udformningen. Der skal séled
bl.a. geelde, at ingen af parametrénéan beregnes ud fra de— 1 gvrige. Endvidere
skal funktionerne; (¢) have kontinuerte afledede med hensyn til 8JleEndelig skal

vi bemaerke, at det er tilstraekkeligt, at estimatoretne - - , f, er asymptotisk effi-
ciente. Dette indebeerer f.eks., at vi kan anvende estigrater kun asymptotisk er
lig maximum likelihood estimatorerne. v

Vi skal nu betragte nogle anvendelser af saetningen.

3.2.8 Test i kontingenstabel

Vi vil farst omtale de sakaldtkontingenstabeller. | dette tilfeelde er udfaldet af det
tilfeeldige eksperiment karakteriseret ved 2 egenskalgedén ene egenskab er netop 1
af visse udtgmmende og hinanden udelukkende haendélser- , A, og den anden
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tilsvarende meds,, - - - , B;. Eksperimentet er gentagetgange, ogX;; betegner
hyppigheden af haendelsein N B;. Vi ordner vore data i et skema som

B1 Bs
A1 XH X1s (33)
Ar XM er

Det er et skema som (3.3), der bengevndsatingenstabel(engelsk: contingency=mu-
lighed).

Vi seetter sandsynligheden for at fa et udfald i klasgem B, lig p;;, i.e.
pij = P(Ai N Bj).

Af beviset for seetning 3.4 fas nu, at

r s L N2
Sy (Xij — npij)” asymptotisk € x*(rs — 1). (3.4)

i=1 j=1 bij

Man vil nu hyppigt veere interesseret i at undersgge, om deaflieengighed mellem
de to inddelingskriterier, i.e. om

P(4; N B;) = P(A;)P(B;) Vi, j.

Her er den marginale sandsynlighed for heendelsen

P(A) =3 P(ANB)=> pi.
= =

Denne starrelse betegnes kort, hvor punktummet angiver, at der er summeret over
det pageeldende index. Tilsvarende defineres Vi kan nu formulere vort problem
som et testproblem med hypotese

Hot  pyy=pi-py  Vi,7,

hvor

5 r
Pio= Y Pij Pi= D Pid
=1 =1



3.2. S’ECIELLE TESTS 365

mod alle alternativer.

Vi estimerer parametreng. ogp.; ved de respektive relative hyppigheder

A X;. u
pie = —, Xr:;XM

X !
n

/’77 X;= ZXM-
7=1

pj =

Viindseetter nw;; = p;. - p.; i (3.4) og far derved starrelsen

— n(Xi./n)(X;/n))”
=y (X ) (X fm) (3.9)

i=1 7=1

DaXyp.; = Xp;. = 1, har vi estimeret — 1 +r — 1 parametre. Ifglge (bemaerkningerne
til) seetning 3.5 er derfor

7 asymptotisk € x’(rs —1— (r+s—2)) =x((r — 1)(s — 1))

underH,. Af den samme saetning falger nu direkte

SETNING 3.6.1 kontigenstabellen (3.3) er kvotienttestet pa niveafor hypotesen
om uafhaengighed mellem inddelingskriterierne asymgketikvivalent med testet givet
ved det kritiske omrade

Y SRR vij — nlai /n)(x /)"
= {(.,11, rs |ZZ T7 /77)( 7/77)

i=1 7=1

>X2((r71)(s—1))17(y}.

Vi skal nu give et eksempel pa anvendelsen af saetningen.

EKSEMPEL 3.18.Pa et laboratorium karakteriserer man visse metallegeringd
deres hardhed (lille, normal, stor) og ved deres elasti¢itte, normal, stor). For
at f oplyst, om der er sammenhaeng mellem disse 2 egenshkabenan foretaget en
analyse af 100 prgver. Man fik fglgende data.
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Antal Hardhed Total
Lille Normal Stor
Lille 10 8 3 21
Elasticitet: Normal| 12 21 7 40
Stor 7 22 10 39
Total 29 51 20 | 100

Vi undersgger, om der er nogen sammenhaeng ved at teste, cen aathaengighed
mellem inddelingskriterierne.

Vi bestemmer farst estimater over de forventede antal i kiasise. De bliver

Estimeret

forventet | Lille Normal Stor | Total
antal

Lille 6.09 10.71 420 21.00

Normal 11.60 20.40 8.00 40.00

Stor 11.31 19.89 7.8Q 39.00

Total 29.00 51.00 20.00 100.00

Her beregnes f.eks. veerdien i klassen (E stor, H lille) som

w3929

= = 11.31.
n 100 ;

Ved hjeelp af dette skema findes den observerede veerdi dbtestsen (3.5) let. Den
er

(10 — 6.09)?
6.09

(10 — 7.80)?

= 6.182.
7.80

z =
Det kritiske omrade er ved et test pa niveaapproksimativt lig med

{(1‘11,'“ ,33)|z >X2((3* 1)(3*1»1,0}
{(.1711,"' 7T‘3‘3)|Z > X2(4)1*“}'

Da6.182 < x*(4)9.00, Vil vi derfor acceptere hypotesen pa alle niveauer mindck e
10%. Med det foreliggende materiale er der derfor ikke pavistrsanhaeng mellem
de 2 inddelingskriterier. ¢
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3.2.9 Homogenitetstestet

Vivil til slut give et test for homogenitet aft (observerede grupperede) fordelinger
Vi har givet et skema af formen

Fordeling nr. Gruppe nr. Total
1 S m
1 X s Xim n
k Xpr o Xem | M
Total X1 o X n

Her angiverX;; antallet af observationer fra deite fordeling i denj’te gruppe. To-
talenn, er lig antallet af observationer fra déte fordeling, d.v.s.

7

Endvidere har vi igen anvendt betegnelsén = 5. X;,.

Vi gnsker nu at undersgge hypotesén at dek observerede fordelinger er tilfaeldige
stikprgver fra den samme population, i.e. at sandsynlighédr at falde i dery'te
gruppe(j = 1,-- -, m) er ens for alle fordelinger (homogenitet). Denne sandgiel
kan derfor szettes lig; underH.

Da(X;i, -, Xim) € Pol(n;,01,---,6,), hvis ovenstadende hypotese er korrekt, er

m 2
Z (Xij — niflj)” m ) asymptotisk € x?(m — 1),

i=1

[

Af y2-fordelingens reproduktivitetssaetning (p. 106) falgeratu

m )2

k
ZZ 77 7“ i) asymptotisk ¢ XQ(k(m - 1)) (36)
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Indseettes disse estimatorer i (3.6), fas starrelsen

u X77 — 777X7 n 2
Z—ZZ( 'm;X,,»/ﬁ/ ) (3.7)

Da vi har estimeret» — 1 uafhaengige parametre (idetd; = 1), far vi som far, at
7 asymptotisk €y (k(m — 1) —m+1) =x((k — 1)(m — 1)).

Efter disse betragtninger er det nu klart, at vi har

SETNING 3.7.Kvotienttestet pa niveau for homogenitetshypoteséh, mod alle al-
ternativer er asymptotisk aekvivalent med testet ved déskd omrade

BEMARKNING 3.10.Vi ser, at teststarrelsen beregnes pa samme made somiteststg
relsen for uafhaengighedstestet i kontigenstabellen. Mesdvidere, at de asympto-
tiske fordelinger ligeledes stemmer overens, saledestahdad angar deumeriske
betragtninger, er underordnet, om man opfatter situatigdeden ene eller den anden
made. Det er dog vigtigt, at man ger sig klartpadellerneer forskellige. | kontigen-
stabellen er totalen givet, og ved homogenitetstestet er det reekkemarginalsurmem
ny,- -, ng, derer givne. v

Viillustrerer seetningen med

EKSEMPEL 3.19.Pa en levnedsmiddelfabrik gnsker man at undersgge 3 fbgskel
konserveringsmidlers indflydelse pa den feerdige varesendse

Man har derfor bedgmt en reekke prgver behandlet med et af desgkveringsmidler
efter udseendet. Man anvendte fglgende klasser: Megetdastemde, Fint udseende,
Acceptabelt udseende og Darligt udseende. Man fik herver) dain fremgar af ne-
denstdende skema.
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Behandling Udseende Total
Meget fint Fint Acceptabelt Déarligt

1 45 27 20 12 104

2 25 10 9 10 54

3 56 47 30 18 151

Vi vil nu teste en hypotese om, at de 3 fordelinger har sammdssanligheder for at
falde i de respektive klasser, mod alle alternativer.

Vi finder farst alle marginalsummer.

1 2 3 4| Total
1 45 27 20 12| 104
2 25 10 9 10| 54
3 56 47 30 18| 151
Total | 126 84 59 40 309

Herefter kan vi let beregne estimater for de forventede adtaenkelte grupper fra de
3 fordelinger.

nif; 1 2 3 4 | Total
1 | 4241 2827 19.86 13.45104.00
2 22.02 1468 10.31 6.99 54.00
3 61.57 41.05 28.83 19.55151.00
Total | 126.00 84.00 59.00 40.00309.00

Ved hjeelp af dette skema findes den observerede veerdi abtestsen til

45 — 42.41)? 18 — 19.55)2
y = Q_F..._FQ:B.QGQ.
42.41 19.55

Det kritiske omrade ved test pa niveawer approksimativt

C = {(”7117"'71‘34)|Z>XQ((371)(4—1))170}
= (1, 234) ]2 > X (6)1-0a}-

Da5.269 < x*(6)s0% = 5.35, vil vi acceptere hypotesen pa alle niveauer mindre end
50%. Vi vil derfor ikke pa det foreliggende grundlag afvise hygsen, at de 3 behan-
dlingsmetoder har samme effekt. Man siger ogsa, at hypolésekke er statistisk
signifikant. ¢
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3.3 Fordelingsfrie tests

| mange situationer vil det ikke veere muligt at specificerebestemt underliggende
fordeling, ndr man har et testproblem. Da kan man ofte mettef@anvende et sakaldt
fordelingsfrit eller ikke-parametrisk test. Vi indledeeth

3.3.1 Fortegnstestet og Wilcoxon-testet

Vi vil dog farst starte med

DEFINITION 3.10.Vi siger, at et test af en statistisk hypotese@delingsfri, nar
det bygger pa en stikpravefunktion, der har en fordeling; smder nulhypotesen er
uafhaengig af fordelingen af de oprindelige observationer. A

Leeg maerke til, at det oftest forudsaettes, at observatierigide er uafhaengige og at
de har samme (men dog ikke specificerede) fordeling.

Ved en del undersggelser er man mere interesseret i, hvomsttianen eller andre

fraktiler er, end hvor stor middelvaerdien er. Lad os ekséwpbetragte studietids-

fordelingen ved DTU for bygningsingenigrer, der tog afeintle eksamen i 1965. Man
kunne nu veere interesseret i et udsagn af felgende®@dt: af de studerende har af-
sluttet deres studium inden for et tidsrume?ér (= den normerede studietid + 1 ar
dengang). Observationerne var som fglger:

Tid:  478r 518r 6 z
Antal: 55 31 19 4

Hvis vi seetter” lig med antallet af observationet 51 ar, er” binomialtfordelt, dvs.
7 € B(113,0.90) under H,. Under det alternativel/, : det er feerre end0% af de
studerende, der fuldfarer i Izlbet@% ar, vil 7 veerec B(113,p), p < 0.90. Man vil

derfor forkaste for sméa vaerdier &f Den kritiske vaerdi kan fastlaegges ved kravet

P{B(113,0.90) < ¢} < 5%.
Benyttes en normalfordelingsapproksimation

P{B(113,0.90) < ¢} ~
1
PN(113-0.90,113-0.90-0.10) < 4 5} < 5%
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findes
¢ < 95.95 ~ 96,

d.v.s. vi ma klart forkaste hypotesen, da den observereddi &7 er 86.

Et test af denne type kaldes et fortegnstest. Dette er faelliegnelsen for tests af
denne og lignende art. De bygger pa felgende princip. Xad - - , X,, veere identisk
fordelte medP{X € A} = p. Da vil antallet”7 af observationer, der falderA,
veerec B(n,p). Udsagn vedrgrendekan derfor testes som tidligere gennemgaet for
binomialsandsynligheder (afsnit 3.2.1).

Lad os betragte et andet eksempel:

EksemMPEL 3.20.En fabrikant af fiskesngrer er interesseret i at kunne reidamed,
at treekstyrken for sngrerne & kp. Fra et stgrre parti udtoges 5 stk., som blev under-
sggt. Man fik falgende resultater for treekstyrken (i kp):

81.7,81.0,79.9,81.9,79.2.

Vi antager nu, at disse malinger kan opfattes som realisengfald af uafhaengige,
identisk fordelte stokastiske variablg , - - - , X5, der er symmetrisk fordelte omkring
deres middelveerdi. Dette medfarer, at medianen ogsa erdignedian=50% fraktil).
Vi gnsker at undersgge, om man kan antAgeat;: — 80 kp. UnderH , vil antallet”
af observationer undef kp vaerec B(5, 1). Vi forkaster for stor (svarer til median
< 80) og for 7 lille (svarer til mediar> 80), d.v.s. det kritiske omrade er

{z < et U{ze > el

hvor P{B(5, 1) < e1} = P{B(5,1) > e2} = £ ved test pa niveaw. Af binomi-
alfordelingstabel fas fory = 5% ¢; ~ 1 0gcs ~ 4. Vi har observeret veerdien 2,
der falder i acceptomradet, hvorfor hypotesen om, at tigekest vars0 kp, ikke kan
afvises.

Nu kan man mene, at vi i ovenstaende udnytter lovlig lidt af iormation, vi besid-
der. En bedre udnyttelse f&s med det sakaldte
Wilcoxon-test Vi betragter udfaldeng’; — p, d.v.s.X; — 80, og far

1.7,1.0,—0.1,1.9, —0.8.

Tallene|x; — u| nummereres efter voksende starrelse. Herved defineretstalig R;
som det nummer, det har i opstillingen. | eksemplet har vi

los — | < lws — pl <[ro —pl <|v1 — p| < lwa —pl,
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d.v.s.
Ri=4 Ry=3R3=1,R4=5,Rs =2.

Som teststgrrelse kan vi nu anvende

W= 237: Z R;,

Xi>p X ;>80

idet fordelingen afV er kendt undef/,,, safremt fordelingsfunktioner for X;’erne
er kontinuert .

Vi skal ikke komme ind pa beviset for dette resultat, men bltfgre til f.eks. i[40,
p. 46]. Nulhypotesefordelingen findes tabelleret (e.gli gt 325]).

Forn = 5 fas felgende tabel over de kumulerede sandsynligheder:

w 0 1 2 3 4 5 6 7
P{WW < w} |0.031 0.062 0.094 0.156 0.219 0.312 0.406 0.500
w 8 9 10 11 12 13 14 15
P{WW < w} |0.594 0.688 0.781 0.849 0.906 0.938 0.969 1.000

Det er klart, at vi forkaster for store og sma veerdierlafidet sma veerdier betyder, at
vi har f& observationer, der er starre gncbg de, der er stgrre, ligger samtidig relativt
neer vedu. Analogt p& niveaw = 5% er

Co{w< 1}V {w> 14}

(Dette svarer til et niveau p& = 3.1% + (100 — 96.9)% = 6.2%, hvilket er det
naermeste, vikan komme §%). Den observerede veerdi@f er i det konkrete tilfaelde

w=ry+ro+ryz=4+3+5=12.
Vi kan altsa med det foreliggende materiale ikke afviseitamtens pastand. ¢
Der melder sig nu det naturlige spargsmal: Hvilken af de ttoaher er at foretraekke?

For at lgse dette spgrgsmal har man defineret den salitdtan-efficiensaf det ene
test i forhold til det andet. Formelt: Lad testefige og ¢ have samme niveau, og
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lad ¢, have styrkerp i 6,,, medn, observationer. Vi fastsaetter my, sa testy, ogsa
har styrkeg i 4,,,. Holdesa og 3 fast, og lades; — oo, mad,,, naerme sigl,
nulhypoteseveerdien.

Styrkefunktion

Q

10 "100 O

Hvis nu greenseveerdien

I n
m — =€
n1—00 Ng b2,

eksisterer og er uafheengigafog 3, kaldes demlen asymptotiske, relative efficiens
eller Pitman-efficiensenaf ¢- i forhold til ¢.

Test med stor efficiens behgver altsa faerre observatiomeat fskelne et alternativ

end det andet test, skgnt de har samme niveau. Pitman+esdicieer som sagt en
greenseefficiens, men eksempler viser tit, at brakemm, er teet ved greenseveerdien
selv for smén.

Vi naevner, at Pitman-efficiensen af fortegnstestet i fathibMilcoxon-test er ca. 0.7.
| forhold il t- eller u-test er de /7=0.63. Wilcoxon-tests efficiens i forhold til u- eller
t-test er ca. 0.95, nar den underliggende fordeling er nbrihas fordelingen ikke er
normal, kan Wilcoxon-testet i nogle tilfaelde vaereeller t-testet overlegent.

Vi forlader nu disse sakaldienstikpraveproblemer og géar over tiltostikpravepro-
blemerne Ligesom i det foregdende afsnit vil vi af pladshensyn kunreaigive en
summarisk indfgring i metoderne. Af hensyn til tilegnelsévi gare dette ved hjaelp
af eksempler.

For at sammenligne 2 digeter har man fodret5 rotter i 3 uger med hver af digeterne.
To rotter, der blev fodret med den ene dieet, dgde af ekspet@navedkommende
grunde. Der foreligger altsa observationer af veegttiltesks(; , X, X3 med samme
kontinuerte fordelingsfunktiof ogYy, - - - , Y5 med den kontinuerte fordeling. Man
har grunde til at tro, at’ -diseten er bedst, altsa dterne gennemgaende er stgrre end
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X'erne. Man vil derfor teste

Hy:  F(z) = G(x) mod Hi: Gz)=Fx—-4), 6>0.

Sandsynlighed

Vi forudsaetter altsa (ret restriktivt), at de to fordelinge identiskealenebortset fra
en forskydning.

De observerede veerdier blev

X: 53,10
Y. 8,16,29,25,22.

Idet vi seetteR(7;) lig rangen af observationefy, d.v.s.R(7;) er 7Z;'s nummer i den
ordnede stikprave, kan det vises, at et tesi@imod H; kan baseres pa teststgrrelsen

W, = S OR(X)).
=

idet denne undef; har en fordeling, der er uafhaengig-#fernes ogy’ernes fordel-
ing. (se f.eks. [40, p. 3]. TeststgrrelsEn. kaldesWilcoxon’s tostikpraveteststar-
relse Det kritiske omrade for test &, mod /7, er af formen.

C - {(T17 7ym,)|“).'r,‘ S C1}

hvor ¢, fastleegges (pa seedvanlig vis) ved tabel ovés fordeling (nulhypotese-
fordelingen afiV,. er rigt tabelleret).

Sma veerdier af¥,, betyder, atY'erne har haft meget lave range, d.v.sXaerne ma
formodes at vaere de mindste, d.v.sHatma geelde. Derfor forkaster vi fot’,, lille.
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Hvis man har et tosidigt alternativ, skal man selvfglgelig@& veelge et tosidigt kritisk
omrade.

| vort konkrete tilfselde far vi

X[V [R(XG) =7
3 1
5} 2
8
10 4
16
22
25
29
Total 7

Altsa er den observerede veerdilaf, lig 7. Af tabel fas, at det kritiske omrade ved
test pa niveat % er (idetm = 3 ogn = 5 (m < n) benyttes i tabelopslaget)

C=Aw, <T},

saledes at vi vil forkaste hypotesen pa dette niveau.

| tilfeelde, hvor tabelmaterialet ikke er tilstreekkelig attende, kan man anvende

SETNING 3.8.Lad X;,---, X,, 09V7,---,V,, veere uafhaengige stokastiske variable
med kontinuerte fordelingsfunktiongy, henholdsviss. Da har Wilcoxon-teststgrrelsen

W= Z R(X;),

hvor R(X;) er rangen afX; i den ordnede stikprgve, middelveerdi og varians

EW) = 1571(771—!—77,4—1)

1
v(iw) = Emn(m +n+1),

safremtd,: F = G er sand. Endvidere er
W approksimativt € N(E(W), V(W)

forn,m — oo.
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Bevis.Forbigas, jfr. [40, p. 31]. [ |

EKSEMPEL 3.21.Vivil nu gennemgé eksempel 3.15, p. 349, ved hjzelp af fongeh
frie metoder.

Vi ser farst pa den korrekte model, hvor man ser pa diffemees®, , - - -, D1q. Vivil
undersgge, om diss@’er kan teenkes at have en fordeling med mediaivis dette
er tilfaeldet, vil vi ikke kunne postulere nogen forskel meell de 2 sovemidler.

Vilgser farst problemet ved hjeelp affertegnstest Under hypotesen er antall&taf
D’er mindre end eller lig) enB(10, 1)-fordelt stokastisk variabel. Den observerede
veerdi afZ er 1. Sandsynligheden for denne haendelse forenet med heentiélsbn
servationer mindre end' er (underH,)

1 10
(00)2”)+ (1 )210— 11-2710 ~0.01.

Vi vil derfor forkaste hypotesen pa alle niveauer stgrre @iid, d.v.s. at hypotesen
om, at medianen er lig, er statistisk signifikant pa et niveau pa ca. 1%.

| en situation som ovenstaende, hvor man har den ekstreoatisit, at alle observa-
tioner pa naer 1 er strengt starre end 0, kan man udmeerketceneefortegnstest - pa
trods af dets lavere efficiens - og konkludere, at de 2 sovenikke har samme effekt.

Hvis man ville anvende det mere efficientélcoxon enstikpravetest ma vi forud-
seette, at fordelingen d@’erne er kontinuert - hvilket ma siges at veere en yderst ignel
antagelse. Vi ordner observationernes numeriske veergi@rdaglgende skema:

[ Di [R(IDiD
T2 4
2|24 (
3013 5%
4113 b3
5100 1
1.0 3
7138 8
808 2
9146 10
1014] 7

Heraf f&s, at den observerede veerdi af Wilcoxon enstikpiest&arrelsen er

wi =Y R(ldi]) =1.

;<0
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Ved hjeelp af tabel (se f.eks. [41]) kan man finde
P{W] S 11)]} — P{W] S 1} ~ 0001,

saledes at vi vil forkaste hypotesen ved test pa alle nivestggre end).002. Den
sidste teststarrelse er ikke uventet endnu mere signiféahteststarrelsen fundet ved
fortegnstestet.

Vi bemzerker igvrigt, af¥; = X,. Vitaler da om en sakaldte. Hvis fordelingen
virkelig er kontinuert, er sandsynligheden for at fa eniged. Hvis man alligevel far
ties, er det almindeligt da at give en observation den randjyaer svarer til gennem-
shittet af de rangvaerdier (midtrange), der skal tilordrieseovationerne. | det aktuelle
tilfeelde er gennemsnittet ligs + 5)/2 = 5.5. Dette princip anvendes ogsa i andre
situationer, hvor man skal bruge rangveaerdier, og hvor mawolserveret ties.

Endelig betragter vi den (hypotetiske) situation, at obsgonerne stammer fra malinger
pa 20 forskellige patienter. Da kan vi - stadig under forud#ag af, at fordelingen er
kontinuerte - anvende Wilcoxon tostikprgvetest. Vi anfateskema analogt til det
p. 375 givne.

A B [R(A)
—1.6 [
—-1.2 2
—0.2 3
—0.1 | —0.1] 43

0.0 6

0.1
0.7 8
0.8 08| 95
1.1
1.6
1.9

2.0 14

34| 34 151

3.7 17

4.4
4.6
Total 807

Af tabel fas (ideth = m = 10), at det kritiske omrade ved test pa nivedu er

{ws < T8} U {wsy > 132},
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saledes at vi kan acceptere hypotesen om, at sovemidlekes #hs. Sammenfattende
kan vi altsa sige, at de fordelingsfrie metoder overalt teleksempel farer til samme
konklusion som metoderne, der bygger pa normalfordelimgsglsen.

Hvis vi anvender szetning 3.8, fas

. . 1 1
W5 approksimativt eN(§10-21,E100-21):N(105,175),

saledes at
P{W, < 805} ~ P{N(105,175) < 80.5}
80.5 — 105
= P{N(0,1) < ————
- /175
~ 3.2%
Da denne stgrrelse er stagrre end 2.5%, vil vi igen accepéeet % niveau. ¢

Efter denne gennemgang af fortegns- og Wilcoxon-testetmadter vi
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3.3.2 Invers normalveegttest (van der Waerden-test)

Vi vil nu gennemga endnu et heuristisk test, hvor vi erstatterne med fraktiler i en
normalfordeling. Metoden er udviklet af van der Waerden.

Vi benytter os af fglgende resultat om ordnede observatidreal X, ..., X veere
stokastisk uafheengige med feelles kontinuert fordelingdfan 7. De ordnede obser-
vationer benaevnes som seedvaiigy, . . ., X(n). Det kan da vises, at middelveerdien
af den stokastiske variablg X, ) er

hvilket grafisk kan anskueliggares som fglger:

F(X(m)) |

Ideen i van der Waerden-testet er s& at erstéftg, med 2 -fraktilenw,, i N(0, 1)-
fordelingen:

Z
+
[
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hvor alts&

Wy = O (L)
N +1

Vi gar nu over til selve testproblemet. Lad der som far vaaretgndbyrdes uafhaengige
observationerX,, ..., X,, med kontinuert sumfordeling og Y1, ... ,V,, med kon-
tinuert sumfordelingz. Vi gnsker som fgr at finde et test fo(«:) = G(x), der er
falsomt over for forskellig placering. Vi saettéf — » + m og ordner som far alle
observationer i én stikpravé(,’s rang i den blandede stikprave kaldgs

Van der Waerden-teststgrrelserdefineres nu ved

n .
Ty = 4)71 ( - )
S (s
Safremtr” = G vil

7., approksimativiN (0, o2

wr

)-fordelt
under graenseoverganga&n— oo, hvor sa
N

T = %Z@AWL))Q’

i=1

jfr. [6, p. 159].

Et test pa niveaw for F(x) = G(r) mod alternativeti(z) = F(x — d), § # 0, vil
derfor tilnsermet vaere bestemt ved det kritiske omrade

{ﬁ < 1/,,)(/2}U{ﬁ > 1/,1,0(/2}
0-717

0-717

Modifikationerne for ensidede alternativer er &benbare.

EKSEMPEL 3.22.Vibetragter igen situationen fra eksemplet p. 373.

Vi vil foretage en lignende analyse, blot under anvendeisaa der Waerden’s test i
stedet for Wilcoxon-testet.

Herefter ordnes materialet, og beregningerne opstillekiehde skema:
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x| v mle (@) (@ (&)
3 1 —1.22 1.4884
5} 2 —0.77 (0.5929
8 0.1849

10 41 —0.14 0.0196
16 0.0196
22 0.1849
25 (0.5929
29 1.4884
—2.13 4.5716

Af skemaet ses, at den asymptotiske varighskegnnes ved

62 = 45716 =1.2245 = 1.11%.
8-7

Den observerede veerdi

w 2.18
Foo_ 213 g
o 111

Da
P{ 70 /0 < —1.92} ~ ®(—1.92) = 0.0274,

vil hypotesen ogsa ved anvendelse af dette test blive ftakas ¢

3.3.3 Rangtest for skalaparametre (Siegel-Tukey)

Lad der veere givet en stokastisk variageihed en kontinuert sumfordelirfg, der har
median i0, d.v.s.

H(0) = P{Z <0} = 15

Lad nuZ, og 7, veere stokastisk uafheengige med fordelingsfunkiiorvi seetter

X = Zit+u
Y = 07+ p 6> 0.
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Da vil frekvensfunktionerne fok og Y, som vi kalderF(x) og G(y) veere givet ved:

F(z) = P{X <2} = P{ZL+pu<z} = Hlx—p)
Gly) = PV <y} = P0Z+p<yt = H(FH),

jfr. p. 42. Vi ser nu, aff(u) = G(y) = H(0), hvorfor X og Y begge har media-
neny. Visiger som bekendt, aX og Y's fordelinger kun afviger fra hinanden med
skalaparameterd. Som eksempel kan vi anfgre, at hwser N(y, 1)-fordelt ogV
N(u, o%)-fordelt, da afviger deres fordelinger alene med skalapeterens.
Hvis 7; og 7 har en variang?, fas

V(X) = V(71 4+pu)=0’

V(Y) = V(07,4 p) = 070> =67 V(X).
Vi ser altsa, at i dette tilfeelde &r(X) = V(Y"), safremtd = 1.
Vi gér nu over til selve testproblemet. Vi observerer indigs uafhaengige stokastiske
variable X, ... | X,, med feelles kontinuert fordeling’ og V7, ...,Y,, med feelles

kontinuert fordelingz. Vi forudseetter, atF' og G har samme median, og at deres
fordelinger kun afviger med skalaparametewi vil nu teste

Ho: #=1,dvs. =G mod Hy: 0#1.

Vi danner nu igen én blandet stikprgve af samthige- n observationer, ordner disse i
stigende raekkefalge og tilforordner range pa fglgende made

Observation nr. 1

23 4 - N-3 N—-2 N—-1 N
Rang 1 4 5 8

7 6 3 2

dvs. X1 far rang 1,X(n) rang 2,X ) rang 3 etc.

Idet vi seetterX;’s rang ligr;, Vil

W = ZW:E
i=1

under nulhypotesen fglge Wilcoxon-teststgrrelsens forgi€tostikpravestgrrelsens
fordeling), d.v.s. det kritiske omrade bliver

{w < wapot U{w > w0}
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hvis alternativet er tosidet. Her angiver, -fraktilen i 14’s fordeling.

Modifikationerne for ensidede alternativer er abenbaren@denstaende eksempel).

EKSEMPEL 3.23.Givet observationern&,, X,, X3 med kontinuert fordelingsfunk-
tion F' og observationey;, ... , Y7 med kontinuert fordelingsfunktiof¥. Vi antager,
at F og G har samme median og kun adskiller sig ved en skalaparanwteogenfor.
Vi gnsker attesté/,: F = (G,d.v.s.f = 1modH,: # < 1. Man fik fglgende udfald:

X: —16.5, 7.1, —28.1
Y. 1.5, —4.2, 9.8, 5.0, —11.0, 2.1, 3.6.

Vi ordner observationerne som ovenfor beskrevet:

X3 Xy Xo
—28.1 —16.7 —11.0 —4.2 15 2.1 36 50 7.1 9.8
1 4 ) 8 9 10 7 6 3 2

Den observerede veerdi af Wilcoxon-teststgrrelsen er
T4+44+3=38

Da vi har alternativef < 1, d.v.s. variansen pé mindst, vil det kritiske omrade veere
C = {w < w,}.

Sandsynligheden for at finde mere ekstreme udfald findeseil&abfor Wilcoxons
tostikpravetest. Det kritiske omrade (med= 3 ogn = 7) er

C={w<8}

ved test pa 5% niveau. Vi fandt = 8 og ma altsa afvise, at skalaparameteten 1.
Dvs, vima antage, & (V) < V(X). ¢

NB! Det mad meget ngje indskaerpes, at dette test for variatidun har mening,
safremt de opstillede forudsaetninger holder. F.eks. kamceept af hypotesen meget
vel skyldes, at{’erne ogY’erne har forskellige varianser, men ogsa forskellige medi
aner. Man bgr endvidere ggre sig klart, at der er tale om efdeskalaparametre og
ikke for spredninger, idet forkastelse af en hypotese megjdtan forekommen skant
fordelingerne har samme varians, men hvor forudseetniegam samme “form" af
fordelingerne ikke er til stede.
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Kapitel 4
Modelkontrol

| dette kapitel skal vi gennemga nogle metoder til at undgFsem observerede data
kan teenkes at fglge en given model. | de 2 tidligere kapitenhaltid arbejdet med
forudsaetningen, at der var givet uafthaengige stokastigiale X, , - - - , X,,, der ful-
gte en fordelingF(z; #), som var kendt pa neer en ukendt paramétePa basis af
sadanne forudsaetninger har vi sé foretaget inferens ddet er klart, at disse analyser
mangler en undersggelse af

1. om observationerne kan teenkes at veere realiserede aflfelthaengige stokastiske
variable

2. om den underliggende fordeling kan taenkes at \igered).

Det er disse to problemer, vi vil beskaeftige os med i dettét&hp

4.1 Test for tilfeeldighed

Vivil farst omtale en metode, der er uathaengig af den ungigeinde fordeling, nemlig
et sakaldt run test.

385
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4.1.1 Run test

Vi betragter farst det simple eksperiment at kaste en mgrga2@e. Udfaldet kan
f.eks. veere

PPKKPPKKKPKPPPKPKKKP (4.2)
Vi har her 10 P og 10 K, og reekkefglgen virker tilfzeldig. Hawvilestedet faet
PKPKPKPKPKPKPKPKPKPK (4.2)

ville de fleste vel nok fatte mistanke til det udfgrte ekspemt, skant der stadig er
10 P og 10 K. Hvis vi tilsvarende havde faet

PPPPPPPPPKKKKKKKKKKK (4.3)

ville vi igen mene, at der matte veere noget i vejen.

Hvad er det nu, der adskiller udfaldene i (4.2) og (4.3) fréald®ne i (4.1). Det er
evident ikke den relative hyppighed af P’er, idet den er denrae i de 3 tilfeelde. En
made at skelne pa er at teelle antallet af runs, hvauener en reekke bestédende af
samme symbol. | (4.1) er antallet af runs lig 11, idet vi har

PPKK PPKKK P K K P P
NP I i W7 Wi N7 M7 N i i
1 2 3 4 7

Det ses umiddelbart, at antallet af runs i (4.2) er 20, og tdli@ni (4.3) er 2. Vi ser
altsd, at den "tilfeeldige" stikprave (4.1) har et middelstons, hvorimod de "system-
atiske" stikpraver (4.2) og (4.3) har enten et meget sttet elgsa et meget lille antal
runs.

Disse betragtninger foreslar, at vi som et test for tilfaghdid i en stikpreve som (4.1)
kan anvende antallet af rusog forkaste for store og sma vaerdierraf

Far vi gar videre, praeciserer vi nu definitionen af de omtzdigreber.

DEFINITION 4.1.Lad der vaere givet en fglge af 2 symboler. Vedren forstar vi

en succession af identiske symboler indeholdt mellem &ligie symboler (eventuelt

yderpunkter i falgen). Detotale antal runs R er antallet af sddanne successioner.
A
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Hvis der ern; symboler af den ene slags eg symboler af den anden slags, er det
muligt at bestemme fordelingen &f hvis symbolerne optraeder i tilfeeldig reekkefalge.
Vi har nemlig

SETNING 4.1.Hvis symbolerne optraeder i tilfeeldig reekkefalge, er fortgn af det
totale antal rung? givet ved frekvensfunktionen

(R I

2 (m;:n?) r lige
Jr) = 1 1 1 1 (44)
(L)) + (25 (0 ,
(T r ulige
Endvidere er middelveaerdien
R(R)=2—"2 4
ny + no
0g variansen
V(R) —9 77,]77,2(277,]277,2 — Ny — 77,2) .
(n1 +n2)%(n1 +no— 1)
Bevis.Beviset er rent kombinatorisk og forbigas. Se f.eks. [53,48]. ]

BEMARKNING 4.1.For store veerdier afi; og n, kan vi ifglge den centrale graen-
seveerdiseetning anvende en approksimation med den normndédifg, idet vi har, at
R asymptotiske N(E(R), V(R)). v

Vi kan nu teste, om raekkefglgen af symbolerne er tilfeeldigt, vi gar frem som anfart
pa p.386. Viformulerer det som en

SETNING 4.2.Lad der veere givet en fglge af 2 symboler madaf den ene slags og
no af den anden slags. Et test for hypotesen om, at symboletneder i tilfeeldig
raekkefglge mod alle alternativer, er da givet ved det kitismrade

{rlr < e YU {rr > e},
hvor teststgrrelseR er det totale antal runs, og hver og ¢, er givet ved

Fler) ~a/2AF(ea — 1) = 1 — /2,
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hvor F' er den til (4.4) svarende fordelingsfunktion.

Bevis.Resultatet fglger umiddelbart af overvejelserne pa deyfmede sider. ]

BEMARKNING 4.2.Ved tabelopslag af kritiske vaerdier i et runtest benyttégeisde
relationer

m = min{ni,ns}

3

= max{ni,na},

idetm ogn skal bruges som indgange i tabellen. \4

EKSEMPEL 4.1.Kan en fordeling af symbolerne som i (4.1) anses for at vabre ti
feeldig? Af tabel fas med = 5%, atc; oges er lig

1 = 6
9 = 16,

idetn; = n, = 10. (NB! Disse ma betragtes som givne, hvis niveauet skal &je
Da vi havde observeret= 11, vil vi altsa acceptere hypotesen om tilfaeldighed.¢

Vi gér nu over til at betragte problemet, om en raekke stokkstiariableX , - -- | X,
kan antages at veere stokastisk uafheengige. Lad de redésedéald afx,,--- , X,
veere

T PR T -

Hvis vi nu erstatter et, meda, hvisz; er mindre end medianen i fordelingen, og med
eth, hvis den er starre, fas en fglge som f.eks.

a,a,bya,--- b

Hvis stikprgven bestar af uafhaengige stokastiske variafiléordelingen afa’er og
b'er veere tilfeeldig. HvisX;'erne ikke er uafhaengige, vilerne ogb’erne fordele sig
pa en systematisk made. Vi kan derfor teste for uaftheengigbecht danne denne
reekke afa’er og b’er og sd undersgge det totale antal runs. Hvis medianendkke
kendt, kan man anvende den empiriske median. Testet ma afiespfom et betinget
test givet den observerede veerdi af den empiriske median.
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Viillustrerer denne teknik ved et par eksempler.

EKSEMPEL 4.2.Vi vil undersgge, om de i eksempel 2.12, p. 238, anfarte mgétin
over kundeankomster ved en kasse i et supermarked kan aratagaere realisationer
af uafheengige stokastiske variable.

Daz(1g) = 46 0g #(11y = 52, vil vi inddele materialet i observationer, der er starre
end(46 4+ 52)/2 = 49, og i observationer, der er mindre eff@l Vi kan stille data op i
et skema som anfart nedenfor.

. a: < 49 . a: < 49
Observation b S 49 Observation b > 49
11 a} | 36 a} 7
4 a 71 b} 8
52 b} 2 29 a} 9
43 a} 3 62 b
186 b H& b 10
128 b} 4 127 b
127 b 45 a
46 a 16 a 11
41 n} g 17 a
157 b} 6 211 btoo12

Af tabel fas, at det kritiske omrade ved et et test pa 5% niegau
C={rlr<6}U{rlr>16}.

Da det totale antal runs 12 ¢ (', vil vi acceptere hypotesen om tilfeeldighed. Vi
kan derfor ikke afvise den antagelse, at de foreliggendénged kan opfattes som
realiserede udfald af uafhaengige stokastiske variable.

Man far et bedre overblik over situationen, hvis man afbiktikprgverne i et diagram
som i nedenstaende figur.

2001

=

a

o
T

100r

Vaerdi af observation

a
o
T

0 5 10 15 20
Observation nr.
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Linien parallelt med abscisseaksen angiver medianen. ¢

4.1.2 Gennemsnhittet af kvadrerede successive differenser

| dette afsnit vil vi give et test for tilfeeldighed i det tilfee, hvor X, --- | X, er
normalt fordelte.

Vi betragter gennemsnittet af kvadrerede successiverdifser

n—1

1
X — X))
— ;( 1 — Xi)
Hvis X; € N(p,0%),7=1,---,n, og hvisX;’erne er uafhaengige, da vil
D; = X, 41 — X; € N(0,20%), i=1,---,n—1,

(D) = V(D) = 207,

Heraf fas umiddelbart, at

1 = 2 2
E (WZ(XW - X3) ) =g

=1

Saetter vi

D2

I
]
t
|
&

2(n—1)

er N? derfor en central estimator far?> under den antagelse, at observationerne er
uafhaengige. Det kan vises, Bf har starre varians (er et mere usikkert sk@n) end det
saedvanlige centrale skan over, nemlig
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Til gengeeld erN? mindre fglsom over for f.eks. en svag stigning i middelvandi
(under forudsaetning af konstant varians). HerSAl vokse forholdsmeessigt mere.
Betragter vi til gengaeld en situation, hvor vi har mange fhakibner, vil )? vokse
forholdsmaessigt mere erstt .

Disse overvejelser giver anledning til at betragte stgerel

Vi kan nemlig nu anvendé som teststgrrelse for et test af hypotesen om, at der er
tale om en tilfeeldig stikprave. Vi forkaster for store og swardier afR. Store
veerdier tyder pa hurtige fluktuationer og sma veerdier paegaedten er en sakaldt
trend (tendens) i datamaterialet eller langsomme cykliskeegelser. Hvis man kan
specificere alternativet til blot at veere en af de 2 naevntesrater man selvfalgelig et
ensidet test.

I nedenstaende tabel har vi anfert nogle fraktiler for ftirdgen af 2 under /7, i.e.

hvis X1, --- | X, er uafhaengige og identisk normalt fordelte.
7 | ool Toos 7095 T0.99
41031 039 1.61 1.69
510.27 041 159 1.73
61028 045 1.56 1.72
71031 047 153 1.69
81033 0.49 1.51 1.67
91035 0.51 1.49 1.65
101 0.38 0.53 1.47 1.63
111 0.40 0.55 1.45 1.61
121 0.41  0.57 1.43 1.59
151 0.46 0.60 1.40 1.54
201 052 065 1.35 1.48
251056 0.68 1.32 143

Hvis n > 25, kan vi anvende falgende

SETNING 4.3.For storen har vi approksimativt, at

R€N<1v%).

hvis X, ’erne er uafhaengige og N(y, o?).
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Bevis.Forbigas. [ |

Viillustrerer metoden med et

EKSEMPEL 4.3.1nedenstdende tabel er der anfart middeludbyttet pr. ug (# af
den maksimale kapacitet) for et engelsk koksveerk over engepa et halvt ar.

Uge nr. | Udbytte | Uge nr.| Udbytte
81.02 14 80.82
80.08 15 81.26
80.05 16 80.75
79.70 17 80.74
79.13 18 81.59
77.09 19 80.14
80.09 20 80.75
70.40 21 81.01
80.56 22 79.09
10| 80.97 23 78.73
11| 80.17 24 78.45
12| 81.35 25 79.56
13| 79.64 26 79.80

O©CoOoO~NOUTA~,WNE

Af denne tabel fas

Z r; = 2081.94

> @) = 166736.9454
S (@i x)? = 26.40016
> (i —m)” = 31.7348.

Dette giver umiddelbart, at den observerede veerdi af

31.7348 1

r=——— —=10.60.
26.40016 2

Det kritiske omrade for et tosidet test af hypotesen om lilighed mod alle alterna-
tiver er med niveaw — 10% er

C={(x1, -, 2a0)|r < ro0os VI > roos},

hvor ry 55 ~ 0.69 0g rq.95 ~ 1.32, hvor vi har ekstrapoleret i tabellen p. 391. Det
ses, atr € (7, hvorfor vi forkaster hypotesen péa et 10% niveau, d.v.s. &iantage,
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at stikprgven ikke bestar af uafhaengige gentagelser afisiteiordelte variable. Da
teststarrelsen er lille, tyder dette pa, at der er cykliskegninger i materialet.

Dette synes ogsa at fremga af nedenstaende graf, hvor vidtaghet middeludbyttet
som funktion af ugenummeret
82

~ [00) [os)
© o =

Middeludbytte

~
Q

~
~

0 5 10 15 20 25
Uge nr.

Vi bemeerker, at ogsa et run test ville give denne konklusion. ¢
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4.2 Kontrol af fordelingslov

4.2.1 Grafiske metoder

Vi skal nu se p&, hvorledes man mest hensigtsmeessigt afieitdigiriske fordelinger
grafisk.

Vi betragter fgrst et eksempel med en diskret fordelt vatiab

EKSEMPEL 4.4.En batch bestdende af 500 stalplader blev undersggt fdtaniefie].
Observationerne var

Antal fejl 0 1 2 3 4 5 6 7
Antal plader| 90 154 133 77 29 13 3 1

Spargsmalet er nu, om disse fejl optreeder tilfaeldigt?

Ifalge seetning 1.20, p. 122, er dette spgrgsmal ensbetgdead at spagrge, om antallet
af fejl pr. plade fglger en Poisson fordeling.

Hvis vi nu indledningsvis gar ud fra, at dette er tilfeeldet, ki altsd, at frekvensfunk-
tionen er

y Ty S

1
f(m):—/\'ref)‘ r=20,1,2---.
x!

Da vi ikke kenden\, vil vi estimere den. Ifglge skemaet p. 248 er maximum |etid
skgnnet for lig

. 1 n

1
= 500(90><0—|—154><1—|—---—|—1 x7)=1.71

Vi vil nu sammenligne den empiriske fordeling medmfi .71)-fordeling. For at sikre
en rimelig ngjagtighed vil vi nu beregne punktsandsynligraeiP(1.71)-fordelingen.
Af tabel fas

f0) =e """ = 0.181.
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Vi beregner nd(1), f(2), - - -

rekursivt, idet vi anvender formlen

A.’L‘
flz) = ef)‘ﬁ
Am71
- (r— )iz
A
= flz—1)

xr

Ved hjeelp af denne rekursionsformel far vi nu let falgendsnsk

@ f(x) | 500 -f(x) | Observeret| 500f(x)—obs.
0 |0.181 90.5 90 0.5
1 |0.310 155.0 154 1.0
2 | 0.265 1325 133 -0.5
3 | 0.151 75.5 77 -15
4 | 0.064 32.0 29 3.0
5 | 0.022 11.0 13 -2.0
6 | 0.006 3.0 3 0.0
7 | 0.001 0.5 1 -0.5
lalt | 1.000 500.0 500 0.0

Vi ser, at der er en meget fin overensstemmelse mellem detvelosde antal plader
med et givet antal fejl og sa det antal, man skulle forventés te fulgte en Poisson

fordeling.

Denne overensstemmelse fremgar ogsa af nedenstaendehfigui har sammen-
lignetde 2 frekvensfunktioner. (Bemaerk i gvrigt, at oveigen fra at betragte frekvens-
funktionerne til at betragte de forventede antal blot aviren skalasendring pa ordi-

nataksen).
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160 ‘

[ ———  Poisson 500
I - == Observeret

1407 I 7

120t z

1001 ::

Antal
[00]
o

60r || i

401 ||
!

A | | T |
6

4
Antal fejl

I
)l
!

Ved vurderingen af figuren (eller det dermed ensbetydendmakp. 395) bgr man
leegge meerke til, at afvigelserne mellem de 2 frekvensfonktiikke er systematiske.
Hvis man har et tilfaelde, der er sa dbenbart som ovenstaeitch@eppe nogen veere
i tvivl om, at man bgr godtage antagelsen om, at antallet jafdger en Poisson

fordeling. | andre tilfaelde vil det veere rart at kunne givenegre praecis regel knyttet
til en numerisk starrelse. Dette vender vi tilbage til i nessdbnit. ¢

Hvis man skal sammenligne kontinuerte fordelinger, er detlettere at se pa fordel-
ingsfunktionerne i stedet for, som i ovenstadende ekserfielyensfunktionerne.

Vi betragter en fordelingsfunktion

y = H(x),

og vi vil undersgge, om den kan antages at vaere af samme typ# sder antages at
veere kontinuert og strengt monoton. Vi vil altsa undersegeder for et(«, 3) med
G > 0 geelder

Vm(H(m) - F(’”ﬁ“)).
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Idet vimedF ' betegner den inverse funktion fil, har vi, at ovenstaende er

& Vr(F (@) = T;”)

& Vo ((e, P (M) €0),

hvor ¢ er linien med ligningen

Vi kan derfor undersgge, omfi kan antages at veere af samme type gonved at
afbilde punkterne

(z:, F~ 1 (H(z3))), i=1,--.,n (4.5)

i et koordinatsystem. Her e, -- - , z,, en punktmaengde, der ligger passende spredt
i definitionsomradet for” og H. Hvis punkterne (4.5) ligger pa eller tilneermelsesvis
pa en ret linie, Vil og H vaere af samme type, henholdsvis tilnaermelsesvis af samme

type.

DEFINITION 4.2.En afbildning af punkterne (4.5) i et 2-dimensionalt kooatsys-
tem kaldes efraktildiagram . A

Der findes ark, hvor transformationét ' er fortrykt p& ordinataksen. Mest almin-
delige er ark til sammenligning med en normal fordeling oglagearitmisk normal
fordeling. Det er endvidere ikke sveert at se, at almindédigaritmepapir kan bruges
til at undersgge, om en fordeling er Br(3)-fordeling.

Med henblik pa at undersgge, om et realiseret udfald af dgiriske fordelingsfunkti-
on kan antages at fglge en kendt fordeling, betragter viestigjigen definition 4.2. Vi

erindrer, aff",, () er en stokastisk variabel. Vi kalder det realiserede udiald, (»)
for H(x). Vihar da

H(z) = {

hvorz(yy, - - -, x(,) er de ordnede udfald.

T <)
iy <o < iy 1=1,2,--- n—1,

—3|= 2
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Hvis vi vil sammenligne” med fordelingsfunktioner¥’, kan vi som ovenfor angivet
gare dette ved hjeelp af et fraktildiagram.

; |

Xi-1) 80}

Som det fremgar af tegningen, vil vi bega en systematisk bkekvhvis vi afsaetter
punkterne

Det vil veere mere rimeligt at sammenlighiéz ;) med midtpunktet mellem de 2 van-
drette stykker, i.e. me(i — 1)/n. Vi skal altsé i stedet indtegne punkterne

EKSEMPEL 4.5.Vibetragter de i eksempel 1.1 p. 88 og eksempel 2.13, p. 2ddrta
malinger af diameteren af 36 nittehoveder. Vi postulereglesempel 2.13, at fordelin-
gen var normal. Denne hypotese vil vi nu undersgge. | figueeartder er indtegnet et
fraktil diagram for observationerne, hvor den rette linjarer til enN (1, 5%)-fordeling.
Centrale skan ovet og #? er udregnet til

4 = 13.376
7 = 0.1257
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Fraktildiagram for nittehoveder

3F 0.999
(i-0.5)/n
=0.99
2r ]
@ 3
= 09
s 1F =08
(_Is —=0.7
e —=0.6
s Or 205
= 204
-'g —=0.3
< =02
2-1r E
IS —=o0.1
(4] E
-2t ]
<001
-3t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 0.001
13.1 13.2 13.3 13.4 13.5 13.6 13.7

Ordnede observationer

Af figuren fremgar det at de stjerne-markerede punkter, dskiiver den empiriske
fordeling, er fordelt rimeligt omkring den rette linje. Dvsi kan godtage antagelsen
om at observationerne fglger en normalfordeling.

EKSEMPEL 4.6.Vi betragter igen de i eksempel 2.12, p. 238 anfarte malioger
kundeankomsttider. Vi gnsker at undersgge, om antagetaeatale anfagrte data kan
beskrives ved en eksponentialfordeling, er rimelig. Vifeiletage denne sammenlign-
ing ved hjeelp af et fraktildiagram.

Vi har alts3, at
Flz)=1—e",
og det ses, at
F~'(p) = —log. (1 - p).
Heraf fglger, at vi skal afseette punkterne

N =
—
R
=
I
—_

3

(#(3), —log.(1 —
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i et retvinklet koordinatsystem, hvor disse punkter i bekeeale fald skulle gruppere
sig om en ret linie med haeldning%n Heraf far vi, at punkterne

7 —

1
2) 7:177

(i), 1~

n

indtegnet pa almindeligt logaritmepapir igen vil fordelg sm en ret linie, hvid(z)
minder om en eksponentialfordeling.

Vi ordner observationerne og anfarer de for tegning af fidisigrammet ngdvendige
starrelser i nedenstaende tabel.

AEIEE) B P
T[4 0975 |[11] 52| 0475
2| 11| 0925 |[12] 58| 0425
3| 16| 0875 [13] 62| 0375
4| 17| 0825 14| 71| 032
5 29| 0775 [15]127] 0215
6| 36| 0725 [16]127] 0225
7| 41| o675 [17]128] 0175
8| 43| 0625 [18]157| 0125
9| 45| 0575 [19]186| 0.075
10] 46| 052 [20]211] 0.0

Herefter er det intet problem at tegne fraktildiagrammet, ldiver som vist i figuren
herunder.

o Fraktildiagram for mellemankomsttider
10 T T T

10 g

o 50 100 150 200
Mellemankomsttider (ordnede)
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Pa grafen har vi endvidere indtegnet linien svarende til

xr

73.35

F(z) =1 — exp(—

),

idet vi jo erindrer, at maximum likelihood skgnnet f8rvar 73.35. Denne linie fas
f.eks. ved at forbinde punkterne

(0,1—=F(0)) A (146.70, 1 — (1 — 7)),
i.e. punkterne
(0, 1) A (146.70,0.135).

Det ses, at den trappekurve, den empiriske fordeling besskfordeler sig rimeligt om
linien, saledes at vi kan godtage antagelsen, at obseneatie falger en eksponential-
fordeling. ¢

Vi repeterer nu begrebet en gruppering og definitionen pédriammet for at fa en
samlet fremstilling her (jvf. p. 88).

Hvis der foreligger mange observationer fra en kontinwedéling, bliver ovenstaende
fremgangsmade med at se pa data enkeltvis for besveerligréfaer da en sakaldt
gruppering af materialet, d.v.s. vi inddeler det interval, der indeleslalle observa-

tionerne, i et antal (lige store) delintervaller. Vi teenkasrnu, at alle observationer,
der ligger i et delinterval, er jeevnt fordelt over delintaltet. En sddan inddeling giver
anledning til

DEeFINITION 4.3.Den taethedsfunktion, som er konstant i ethvert delintenoghvis
integral over ethvert interval er proportional med antadfeobservationer i intervallet,
kaldes det til inddelingen svarentistogram. A

DEFINITION 4.4.Dentil et histogram svarende fordelingsfunktion kaldesumnpoly-
gon. A

Nar man i en konkret situation skal veelge en inddeling, kan s@m handregel an-
vende folgende formel til bestemmelse af det ngdvendige ariervaller

k=1+1.44-log,n.
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Det ma dog indskeerpes, at der tale om en empirisk begrungielt Bom er udmaerket
i mange situationer, men som ingenlunde garanterer enftaymuddeling.

Ved en gruppering er det endvidere hensigtsmaessigt ateakigissegraenserne med én
decimal mere end observationerne, saledes at der ikkerdpsiaom, hvilken klasse
en observation skal anbringes i.

Hvis man vil sammenligne sumpolygonénfor et grupperet materiale med en fordel-
ingsfunktionF, afbilder man altsa punkterne

(7‘ F”(H(m)) i=1.. .,

hvort; er gvre intervalgraense i klasse #ii. et fraktildiagram.

Vi giver et eksempel til belysning af den ovenfor omtaltentiék

EKSEMPEL 4.7.Vi betragter de i eksempel 1.1 p. 88 og eksempel 2.13, p. %1, a
farte malinger af diameteren af 36 nittehoveder. Vi posade i eksempel 2.13, at
fordelingen var normal. Denne hypotese vil vi nu undersi@bar, at

13.63.

=
—
w
o2
g
I

Vi veelger derfor - som det ogsa er gjort i eksempel 1.1 - atéfelthtervallet
(13.105,13.705), der omslutter alle observationer i 6 lige store dele. Vi baker, at
intervalendepunkterne har én decimal mere end malingérnéfehovedet. Tallet 6 er
valgti overensstemmelse med den ovenfor anfgrte handriegél44 log, (36) = 6.1).

Vi bestemmer nu antallet af observationer i hver klasse nddd. 88—90 anfarte ske-
maer og figurer. Vi kunne nu undersgge normalitetsantageiseé at indtegne den
teoretiske teethedsfunktion henholdsvis fordelingsfiomkitfigurerne svarende til his-
togram og sumpolygon. Dette udelader vi dog og gar direkée tvat betragte frak-
tildiagrammet.

Pa et sakaldt sandsynlighedspapir kan afseettes punkterne
(13.205,0.08), - - -, (13.605,0.94).
Vi indtegner endvidere linien, der svarer til &, o*)-fordeling, hvor

4 = 13.376
7 = 0.1257
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er maximum likelihood ske@n over og+?. Da

@(““) - 50%
a

@(M) — 84.1%

a
b(ez2)
a

ses det, at linien svarende Ml x, o%) gar gennem punkterne

15.9%,

(1, 50%) A (gt + o, 84.1%) A (. — 0,15.9%).

Fraktildiagram for nittehoveder (Grupperet)

3F — 0.999
(N-0B)N =
0.99

© ooooo0o ©
P NWwWhOON 0 ©

Standard—normal-fraktiler
o

o
o
=t

0.001

4 L L L L
13 13.2 13.4 13.6 13.8 14
Observationer

Vi bemeerker, at punkterne grupperer sig tilfaeldigt om lntevorfor vi ikke vil afvise
hypotesen om normalitet. ¢

Vi vil ikke fordybe os mere i metoder til grafisk testning obaimpirisk formulering af
en fordelingslov, men blot henvise til [25], hvor der isaarath angar normalfordelin-
gen, findes en indgdende beskrivelse af metoderne. | [233}diddr afbildet sandsyn-
lighedspapir til brug for undersggelser af ekstremveaerddbnger.
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4.2.2 Tests for fordelingstype

De i foregaende afsnit anfarte grafiske metoder til undaisegaf empiriske fordelinger
er - som tidligere naevnt - tests, hvor man afggr, om et udfakdiesk, ved at vurdere
en graf. Disse tests kan suppleres med numeriske do. vep &fadetning 3.5, p. 363,
om test i en polymial fordeling. Metoden er den simple, at ttilmaermer de konkrete
fordelinger med polynomialfordelinger og sa udfarer tesisse.

Vi illustrerer teknikken med nogle eksempler. Vi betradgtmst situationen i eksem-
pel 4.4, p. 394,

EKSEMPEL 4.8.Viser pa haendelserne

(X =00 {X =1} {X =21 {X =3} {X =4} {X >5}

Under antagelsen, at de variable er Poisson fordelte, hestimeret sandsynlighed-

erne, og de forventede antal i hver klasse fremgar af ne@lemdt skema.

R Forventet| Observere{ (Obs—forv.)
v antal antal forv.
0 90.5 90 0.003
1 155.0 154 0.006
2 132.5 133 0.002
3 75.5 77 0.030
4 32.0 29 0.281

>5 14.5 17 0.431

Total | 500.0 500 0.753

Vi har sldet heendelsepX = i}, i > 5, sammen i én for at fa et forventet antal i
klassen, der er stagrre end eller lig med 5 (jfr. bemaerknibg 8. 323). Det er nu
abenbart, at antallene af observationer i de 6 klasser eolgngmialt fordelt variabel
(71,---, Zs). Under hypotesen, at de oprindelige variable er Poissatefts, har vi
estimeret de i skemaet anfarte forventede veerdier. Et éesiveaur er derfor (ifglge
saetning 3.5, p. 363) approksimativt givet ved det kritiskedade

C—{m, |Z i = mriY) X2(611)1a}.

np7(/\)

Her betegner (fof = 1,--- ,5)
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09

S
ps(N) =3 e

i=5

hvor

Antallet af frihedsgrader bliver som anfart
6-1—1=4

idet antallet af led minus 1 er lig— 1, og vi har s& estimeret en parameter, nemlig
saledes at vi skal treekke yderligere 1 fra.

Den observerede veerdi af teststgrrelsen er 0.753. Ved de5¥ptestniveau er den
kritiske veerdiy?(4)o.05 = 9.488, medens den fundne veer@ir53 < x?(4)o.10 =
1.064, dvs. meget langt fra signifikant. Vi kan altsa acceptereohggen om Poisson
fordelingen pa alle niveauer 90%, d.v.s. Poisson fordelingen giver en udmeerket
beskrivelse af de anfarte data over antallet af fejl prpséle. ¢

Vi fortsaetter nu undersggelserne i eksempel 4.7.

EKSEMPEL 4.9.Vikan uden videre danne et test analogt til ovenstaendediohy-
potese, at de i eksempel 4.7 anfagrte data er realiseredi afifzormalt fordelte vari-
able. Vi vil imidlertid zendre Igsningen en smule for at oph&edre test. Vi haefter
os igen ved bemaerkning 3.6, p. 323, hvor det er anfart, abppnationerne med
y2-fordelingen er specielt gode, hvis alig, er lige store. Vi vil derfor danne en ny
klasseinddeling, der sikrer, at dette krav er opfyldt.

Vi gnsker fortsat at have 6 klasser. Vi kan derfor som delkfaranvende 12 - i) %-
fraktilerne(i = 1, --- | 5) i den normale fordeling, vi vil sammenligne vore data med.

Vi bemeerker nu, at hvis vi seettgifraktilen i en fordelingF lig »,,, da erp-fraktileni
den til F svarende fordeling med positionsparamet@y skalaparametet lig

zp = Bxp +
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idet

p=P{Z<mh=PIX +a<a)=P{x <2 2]

medfarer, at

=z, < z,=Pr,+o.

Ved hjeelp af denne relation far vi nu let fraktilerna'{13.376, 0.125%)-fordelingen.
Vi samler resulaterne i falgende skema

p=("2- %] wuw, |N(13.376,0.125%,
162% —0.97 13.255
33:% —0.43 13.322
50 % 0. 13.376
662% 0.43 13.430
832% 0.97 13.497

Svarende til disse punkter danner vi klasseinddelingen

Klasse Antal Forventet g_r_LObs.—forv. i
antal orv.
( —oo ,13.255) | [[[l] = 9 6 §
(13.255,13.322) | ||II] |1 7 6 +
(13.322,13.376) | [I[I[ I[I] 9 6 ¢
(13.376,13.430) | ||| = 3 6 2
(13.430,13.497) | ||| 4 6 3
(13497, oo ) [N = 8 6 g
| alt 36 36 42

Teststgrrelsen skal sammenlignes ned o-fraktilen i eny?-fordeling med
6—1—-—2=23

frinedsgrader, idet vi har estimeret 2 parametre ved barggn af
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Ved test pa f.eks. 5% niveau er den kritiske vagrdi3) = 7.814. Viforkaster for store
veerdier af teststarrelsen, og da faktisk < x?(3)n.00 = 6.25, accepteres hypotesen
pa alle niveauer mindre erld%. Vi ma altsa konkludere, at det foreliggende materiale
kan beskrives ved en normal fordeling. ¢

Til sidst i dette afsnit vil vi gennemgéa det sékaldtelmogorov-Smirnov test Vi
betragter en reekke uafhaengige, identisk fordelte stakastariableX, , - - - | X, med
kontinuert fordelingsfunktion?'. Vi gnsker at teste hypotesen

H()Z F = F() mOd H1Z F;A F()7

hvor F,, er en kendt, kontinuert fordelingsfunktion. Der geeldegézide saetning

SETNING 4.4 (KOLMOGOROV -SMIRNOV ). Under H,, er fordelingen af

Dy, = sup [Fp(x) — Fo(z)],

hvor F,, betegner den empiriske fordelingsfunktionfor, - - -, X,, kendt og uafhaengig
af F7,. Et test pa niveau er derfor givet ved det kritiske omrade

C= {(T1 y T 7'77n,)|dn > C},
hvor ¢ fastlaegges ved

P{D, >¢c|F = Fy} = a.

Bevis.Forbigas. Se f.eks. [35][p. 452]. [ |
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I nedenstaende tabel har vi anfart nogle kritiske greenseedtstarrelsem,, .

n d(n)oxo d(n)ogo d(n)()‘% d(n)og.@
1 0.90 0.95 0.98 T.00
2 0.68 0.78 0.84 0.93
3 0.57 0.64 0.71 0.83
4 0.49 0.56 0.62 0.73
5 0.45 0.51 0.57 0.67
6 0.41 0.47 0.52 0.62
7 0.38 0.44 0.49 0.58
8 0.36 0.41 0.46 (.54
9 0.34 0.39 0.43 0.51
10 0.32 0.37 0.41 0.49
11 0.31 0.35 0.39 0.47
12 0.30 0.34 0.38 0.45
13 0.28 0.33 0.36 0.43
14 0.27 0.31 0.35 0.42
15 0.27 0.30 0.34 0.40
16 0.26 0.30 0.33 0.39
17 0.25 0.29 0.32 0.38
18 0.24 0.28 0.31 0.37
19 0.24 0.27 0.30 0.36
20 0.23 0.26 0.29 0.36
25 0.21 0.24 0.27 0.32
30 0.19 0.22 0.24 0.29
35 0.18 0.21 0.23 0.27
40 0.17 0.19 0.21 0.25
45 0.16 0.18 0.20 0.24
50 0.15 0.17 0.19 0.23
>50) 1.07 1.22 1.36 1.63

Tabel overl — «o-fraktileni fordelingen afD,,

Man kan naturligvis ogsa bruge’-testet til at testef/, mod /7,. Fordelen ved at
bruge Kolmogorov-Smirnov testet er bl.a., at testet er ldksg har starre styrke end
y2-testet. Det ma her indskeerpes, aikke kan bruge Kolmogorov-Smirnov testet,
nar vi har estimeret en parameter i fordelingen. | sdanfaeltie er vi henvist til at
anvendey’-testet.

Viillustrerer nu metoden ved hjeelp af

EKSEMPEL 4.10.Vibetragter de i eksempel 2.20, p. 256, anfgrte data ovensam
brudsspaendinger for papirkondensatorer. Vi gnsker atragde, om det kan antages,
at X; € Miny(1500,130), 7 = 1,---,25. Vi bestemmer udfaldet af den empiriske
fordelingsfunktion
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Veerdi | Antal | Kum | Kum. ant
antal i %

900 1 1 4
1080 1 2 8
1200 2 4 16
1380 4 8 32
1440 7 15 60
1500 4 19 76
1560 2 21 84
1620 3 24 96
1680 1 25 100

Af tabellen fas, at den kritiske afvigelse &(25), o5 = 0.27, hvis vi anvender niveauet
a = 5%. Vi accepterer en hypotesgeé — Fy, hvis Fy’s afvigelse fra det realiserede
udfald af den empiriske fordelingsfunktion er mindre er@i7fO Hvis vi derfor i ethvert
punkt afseetter det realiserede udfaldaf«) + 0.27, accepterer vi hypotesen, hvis
overalt ligger mellem de derved fremkomne band. Det er altsd andre ord 5%
konfidensomradefor fordelingsfunktionen, vi far dannet pa denne made.

Vihar, atX; € Min, (1500, 130) er ensbetydende med, at

x — 1500
Fo(z) =1 Ay (TT)

ifolge definitionen p. 157. Vi anfgrer beregningen af nogggtepunkter forf,,. Den
beregnedéd, er ligeledes indlagt i figuren.

N e
850 | —hH 0.01
980 | —4 0.02

1110 | —3 0.05

1240 | —2 0.13

1370 | —1 0.31

1500 0 0.63

1630 1 0.93

1760 2 1.00

Det ses, af, intetsteds skeerer graenserne i konfidensbandet, saled&aatecceptere
hypotesenfi,: X; € Min, (1500, 130) pa et 5% niveau. ¢



410 KAPITEL 4. MODELKONTROL
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4.2.3 Beregning af empiriske momenter

Vi slutter kapitlet med at give nogle generelle retningslirfior beregning af realisa-
tioner af empirisk middelveerdi og varians, i.e. beregnihg a

n
1
n -
=1

09

Det vil ofte veere hensigtsmaessigt at indfgrebemegningsenheds og et beregn-
ingsnulpunkt o, d.v.s. vi seetter

Vi har da

m:%Z(ﬁh—ka):ﬁ%Zh—ka:ﬁt—ka 4.7)
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09

> (i —a)’

Z(ﬁt +a— ft—a)?
= Y (1) (4.8)

Her beregne§ " (¢; — t)? som

Sty => 17~ %(Zm{ (4.9)

jfr. p. 235.

Ved hjeelp af udtrykkene (4.6)—(4.9) kan man opna veesentidektioner i regnear-
bejdet ved bestemmelse af skan over middelveerdi og varibad. os eksempelvis
betragte folgende data (eksempel 2.23, p. 262)

ry = 0H8.59
59.64
58.45
58.64
58.00
57.03
57.33
57.80
58.04
x19 = H841

Vi gnsker at beregn®_(z; — «)?. Viveelgera = 58 og# = —. Vifar dat;, =

100°
(2; — 58) - 100, d.v.s.
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i t; 17

1 59 | 3481
2 | 164 | 26896
3 45 | 2025
4 64 | 4096
5 0 0

6 | —97 | 9409
T | —67 | 4489
8 | —20 400
9 4 16
10 41 | 1681
lalt | 193 | 52493

Heraf fas

> o(ti—t)?

S ()

1
= 52493 — m37249 = 48768,

d.v.s.

1 2
> (i w)? = (W) - 48768 = 4.8768.

Hvis vi har grupperede data, opfatter vi blot materialet som alle elementer i en
klasse var anbragt i klassemidtpunktet, og derefter amrevidovenstadende formler.
Her ma vi dog vaere opmaerksomme pa, at en klasse med midtQuodstantal ele-
mentera; bidrager med

a;t; 0og at]

til den totale sum henholdsvis kvadratsum.



Kapitel 5

Varians- og
regressionsanalyser

De metoder, vi skal gennemga i dette kapitel, er nogle af d& mrevendte statistiske
metoder i praksis. Variansanalyser bestar primzert i asiiesre og krydsklassificere
data og teste, om middelveerdierne i specielle grupper afgignifikant fra hinanden.
Variansanalyserne anvendes isger ved lidt mere indviklddsgiske)orsggsplaner
Emnet er meget stort, og vi vil kun give en introduktion tilesh og i gvrigt henvise til
den i referencerne anfarte litteratur. Regressionsagallyseskeeftiger sig med analyser
af sammenhaenge, som f.eks. at bestemme indflydelsen aéliayskproduktionsfak-
torer p& det totale udbytte af en produktionsproces etc.d@igsse metoder vil kun
blive omtalt i deres mest simple form, og vi ma igen henvisecigit interesserede til
litteraturlisten.

5.1 Variansanalyser

5.1.1 Ensidet variansanalyse

Vi introducerer problemstillingen ved hjeelp af

EKSEMPEL 5.1.P& en virksomhed, hvor man fremstiller ggdningsstoffer, han
malt det procentuelle indhold af kafi, O i nogle stikpraver, man har taget fra 4 forskel-
lige produktionsgrene. Man malte falgende data

413
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Produktionsgren

A B C D

119 159 139 154
9.0 172 146 183
10.2 21.0 16.1 14.4
85 171 149 16.9
13.6 19.0 13.7 14.7
11.3 232 124 -

Som det fremgar, mislykkedes en af analyserne. Arsageattihan har taget oven-
stdende malinger, kunne veere, at der har vaeret fremfarekiagr for steerkt vari-
erende indhold af kali i ggdning stammende fra forskelligeng. Man gnsker derfor
at fa undersggt variationen i kaliindholdet i ovenstaendtkpraver. ¢

For at kunne foretage en statistisk analyse af en situattom evenstaende ma vi
farst formulere en matematisk model. Vi har gikestikpraver (i eksemplet 4) med

ny,---,ng (ieksemplet 6, 6, 6, 5) realiserede udfald af stokastiskialvke
1 X117 7X1n1
2 X217 7X2n2
k Xit, 5 Xin,

Vi antager nu, afl’erne

1. er indbyrdes uafhaengige
2. er normalt fordelte

3. har samme varians’.

Vi forudsaetter endvidere, at der mwmogenitet inden for grupper, d.v.s. at variable
i samme gruppe har samme middelvaerdi, i.e.

4. B(Xij) = pi-

Det, man nu er interesseret i, er at teste, orh deuppemiddelveerdier er ens, i.e. teste

Ho: p1 = = g mod Hyoo 34, 5(ps # 1)
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Denne hypotese kaldes (meget naturligt) hypotesefutistaendig homogenitet Det
er seedvane at opspalte hver middelvarrdi2 starrelsey: og «;, Vi har altsa

hvor

k

k
”N:Z”iﬂi og anzo,

i=1 i=1
Det ses umiddelbart, at disse relationer entydigt bestemnog ~,. Her angivery

altsa et universelt niveau, og angiver den’'te gruppes specielle effekt. Vi kan nu
omformulere vor hypotese til

Hqy o —=---—=ap =0
mod
Hy Fi(e; #£ 0).

Det er en model som den her beskrevne, der benaevneasitet variansanalyse-
model. Vi har nu

SATNING 5.1.Lad situationen vaere som beskrevet ovenfor. Da er kvotistet pa
niveauq for test aff7, mod H; bestemt ved det kritiske omrade

hvor
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Bevis.Forbigas. Se f.eks. [48][p. 55]. [ |

BEMERKNING 5.1.Det er muligt at give en heuristisk begrundelse for seetminge

Lad os betragte de i eksempel 5.1 anfgrte data. Vi afbilder idet koordinatsystem
som anfgrt nedenfor.

25

20

=
IS L
= +
é 15F — 717 — == =
< + £
+
+
+
0 *
t
— Gennemsnit af samtlige. obs.
—— Gennemsnit af obs. i batch
5 L L L L
A B C D

Gren

Vi ser nu, at teelleren i teststarrelsen, i.e.

er summen (veegtet) af kvadraterne pa de enkelte gruppeivéediers afvigelse fra
den totale middelvaerdi, d.v.s. den er et udtryk ¥ariationen mellem de enkelte
grupper. Hvis H, er sand, er den et centralt skan owér

Nu er
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d.v.s. naevneren er et vejet gennemsnit af variansskanregagriet for hver gruppe.
Ifalge reproduktionssaetningen fef-fordelingen (p. 195) er naevneren derfor et cen-
tralt skan over? (jfr. p. 261). Dette skan er beregnet pa grundlaggafationen inden

for grupper. Det er nu intuitivt klart, at et rimeligt test vil veere at kaiste hypotesen
Hg, at middelveerdierne i grupperne er ens, hvis gruppegermtiere afviger “for
meget" fra hinanden. Nu er det ikke klart, hvad "for megetvema finde en starrelse
at male afvigelsen relativt til, og det er da rimeligt at veelg skan over variansen
beregnet pa grundlag af variansskan fra de enkelte grupgexirker derfor rimeligt,

at det kritiske omrade har den anfgrte form. v

Det er mindre indlysende, at teststgrrelsefi@r — 1, N — k)-fordelt. Dette fglger af

SETNING 5.2.Der geelder

o3RRI 30 ST TR I

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

UnderH, gaelder endvidere, at de 2 kvadratsummer pa hgjresiderkaistisk uafhaengige
og 72y ?%-fordelte medV — k henholdsvig: — 1 frihedsgrader.

Bevis.Spaltningen af kvadratsummen péa venstresiden fas veddiregning:

DX = X)T = YN (N = Xk Xi = X

B Zi(Xi,iXi)2+ZZ(X7;X)2
| *JQZZ(XM - X:><2c: - )

= ZZ(%y X'+ 3 (X - X)”,

idet

DN (X — Xi) (X = X) Z(Xi*X)Z(XM*Xi)

i . J

= Y (Xi—X)-0=0

)

ifglge definitionen pay;.
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Resultaterne vedrgrende uafhaengigheden og fordeling@adifatsummerne falger af
Seetning 1.77, side 195 (se f.eks. [34] eller [48, p. 419 pll&27]). ]

BEMARKNING 5.2.Viser, at vi har faet spaltet observationernes variatiorenito-
tale" middel op i observationernes variation om gruppemiiddiene plus gruppemid-
deltallenes variation om det totale middel. Vort test erebeispa disse komponen-
ters indbyrdes stgrrelsesforhold, d.v.s. det er en analfysariationerne omkring de
forskellige middelveerdier. Heraf kommer navratiansanalyse v

En umiddelbar fglge af seetningen og definition 1.45, p. 20figlgende

KOROLLAR 5.1.Under hypotesen om fuldsteendig homogenitet er

Under den numeriske behandling kan det veere hensigtsmaassigvende falgende
regneskema:

i+ |Observationer n; S, SK; |S?/n; | SAKy; fi
1
DX X | e |3 X |2 XD SK; — 32 | my—1
j=1 i=1
k
% % % koo | & %
Total N=n|Y8 [YSK |3 2 [STSAKy, [F=3 f
i=1 i=1 i=1 =1 =1 =1

Vi beregner nu let kvadratafvigelsessummerne:
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SAKg = D) (Xy—X)’=) > X} —NX?
i g i

= ZQK - (Zsy)?//v

SAK, = 33 (Xy - Xi)? =) SAKy;
i i

SAKy = Y mi(Xi— X)? = "mX? - NX?

[l
(]
B
|
=
2

Resultaterne samles saedvanligvis i et sdkadansanalyseskema

Variation SAK f 52 Teststarrelse

Mellem grupper | SAK, | k¥ —1 | SAK,/(k— 1)
7 SAR/(k-1)
"= SARL /(N F)

Inden for gruppert SAK, | N — k | SAK, /(N — k)

Total SAKg | N —1

Ved test p& niveaw er det kritiske omrade
C: {(.77]17--- 7Tknk)|z > P(}{’* 17N7]<7)],0/}.

Hvis H,, accepteres, kan vi som skegn over varianséanvende

1

Hvis H, ikke accepteres, anvendes

som skgn oves>.

1
WSAKO = ﬁ Z;(XH -

1 1
L

X)2.

X;)?
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BEMARKNING 5.3.Formalet med en ensidet variansanalyse er som nzevnt at fork-
lare den totale variatioRAK, ved at spalte den i et bidrag, der skyldes variatio-
nen mellem grupper,SAK-,), og et bidrag, der skyldes variationen indenfor grup-
per, SAK,). Safremt hypoteseH, accepteres, er der ikke nogen signifikant forskel
mellem grupperne, og den totale variation kan ikke forldared andet end tilfeeldige
malefejl. Omvendt, hvi$l, afvises, sé er der en signifikant forskel mellem grupperne,
som forklares af forskellen mellem grupperne udtrykt gemSa K. Tilbage er blot

de tilfeeldige malefejl, som bidrager m&A K til den totale variatiorsAK,. Dette
svarer til, at estimatet p&2, som er variansen pa den tilfeeldige malefejl, atheenger af
testets udfald. v

Vi vil nu bestemme maximum likelihood sken ovgrog «;, 7 — 1,--- k. Ifglge
seetning 2.11 p. 253, kan disse findes ved hjeelp af mindstedteans metode. Vi skal
veelgeu ogo; sdledes, at

f(/'t7 Y, 70%) = ZZ(T” I 0/7:)2
i

minimaliseres. Vi har

g—'; = *QEE(mi,i — =)
= Q{ZZT”NNme}
= 2{27:2 T — Nu},

d.v.s.

af _

— =0 < = x.
ou p=

Endvidere er

0
f%f = =2 (v —p—aj)

= —2777(1‘7 — = m)
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Heraf fas

af _
(()O/i -

0 & a,=x;—u.

Ved en sammenfatning af disse relationer fas

=
Il

1
1 1

a; = Xi—X:EZXM—NZZXW.
] v

Eksempel 5.1 fortseettes i

EKSEMPEL 5.2.Vi er nu i stand til at gennemfgre et test for, om kaliindholfle
de 4 grene kan antages at veere ens. Vi forudseetter, at vidiayriotes uafhaengige
stokastiske variable, der er normalt fordelte med sammiangrEndvidere forudsaetter
vi, at der er homogenitet inden for grupper. Vi skal ikke itdetksempel komme
ind pa undersggelsen af rimeligheden af disse forudsagtnimgn blot konstatere, at
en sadan undersggelse ikke ma mangle ved lgsningen af éiskraioblem. Idet vi
anvender de ovenfor anfarte betegnelser, vil vi nu teste

Hy: oa1=---=a,=0 mod Hy:  Fi(a; #£0).

Vi har en ensidet variansanalysemodel. Beregningsskebtiaet, idet vi udelader
observationssgjlen:

1 6| 645 7T11.55 | 693.375 | 18175 | 5
2 6| 113.4 | 2181.30 | 2143.260 | 38.040 | 5
3 6| 85.6|1229.04 | 1221.227 | 7.813| 5

N
ot

80.1 1 1293.11 | 1283.202 | 9.908 | 4
Total | 23 | 343.6 | 5415.00 | 5341.064 | 73.936 | 19

Heraf fas:
SAKg = 5H415.00 — 5133.085 = 281.915
SAK, = 73.936

SAK, = 5341.064 — 5133.085 = 207.979.
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Variansanalyseskemaet bliver

Variation SAK | f P Test
Mellem grene | 207.979 | 3 | 69.326
Inden for greng 73.936 | 19 | 3.891

Total 281.915 | 22

17.817

Nu er F(3,19)99 059, = 9.42, d.v.s. vi vil forkaste hypotesen, i hvert fald pa alle
niveauer stgrre en@0005. Vi vil derfor konkludere, at der er et varierende indhold af
kali i ggdning fra de forskellige grene.

Vi har derfor, at kaliindholdeti en ggdning fra batch nipeskrives ved

Xij € N(u+ai,0”),

hvor
sak
52 =5 3891 = 1.97
19
0og
o= x = 14.94
@] = xry —xr = —4.19
@2 = o — X = 3.96
@4 = rg — X = 1.08

Vi kan nu formulere vor konklusion saledes, at kaliindholidgadningerne fordeler
sig om en middelvaerdi, der er estimeret1til94%, plus et bidrag, der afhaenger af
produktionsenhed. Variansen af udfaldene er estimerét&dll = 1.972, dvs. en
spredning pa 1.97. ¢
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5.1.2 Tosidet variansanalyse

Den foregdende variansanalyse var relativt simpel, foedildin var en klassifika-
tionsvariabel, nemlig batch nr. Man kunne forestille sigden valgte analysemetode
maske ikke var den mest velegnede til denne form for anadgbedes at man ville anal-
ysere de forskellige batches pa flere forskellige metodettelville fare til entosidet
variansanalysemodel Vi vil starte gennemgangen af denne med et lille eksempel.

Pa en forsggsstation skal man vurdere, hvilken af 5 gadtyipgsman skal foretraekke
ved gadskning af kartofler. Til radighed for forsgget var 4kem Nu ma man an-
tage, at disse marker ikke er ens, hvad angar jordbundséhdysforhold m.v. Der-

for besluttedes det at inddele hver mark i 5 lige store stykigeknytte hver af de
5 gadningstyper tilfaeldigt til en af disse "delmarker". Dezbhvlet kartofler pa alle
stykkerne, og disse blev g@dsketi overensstemmelse medatgitnde valg. Ved vok-
sesaesonens slutning tog man kartoflerne op og mélte udpdtbeert af de 20 stykker.

Herved opnaedes fglgende data (malt i kg):

Ggdning

Mark | A B C D E
310 353 366 299 36]
284 293 335 264 314
307 306 339 311 371
267 308 312 266 342

o

A OWNPE

Problemet er nu at teste, om de 5 gadninger er lige effektae Inensyn til middelud-
bytte af kartofler. Vi praver at formulere en matematisk niodier deekker ovenstaende
situation.

Vi antager, at vore observationer er realiserede udfaltb&bstiske variable
XH PER X1 m
Ko X

Disse antages at

1. veere stokastisk uafhaengige
2. veere normalt fordelte

3. have samme varians .
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Vi forudseetter endvidere, at der er &iditiv struktur i middelveerdierne, i.e. at
4.B(Xij) = pij = p+ i + i

| 4. fastleegges; og §; ved relationerne

k
ZO@; = 0
i=1
257’ = 0.
Jj=1

Her angiveru altsa et niveauy, effekten af den’te reekke og3; effekten af dery'te
sgjle. Additivitetsforudsaetningen 4. siger med andre atdniddelveerdien af den
(1, j)'te variabel er lig niveauet plus dette reekkeeffekt plus dejite sgjleeffekt.

| eksemplet svarer 4. til at sige, at middeludbyttet p4 mark med anvendelse af
gadning nr.j er lig et niveau plus et bidrag, der skyldes marken, plus dtali, der
skyldes gadningen.

Vi er nu interesserede i at teste

Hyi: ap=---=ap=0 mod Hir o Fi(ey #£0)
0g

Hoz: = =p0n=0 mod His o 35(B; #0)

Fer vi gar videre med testproceduren, vender vi tilbagedtitivitetsforudsaetningen,
som vi sgger at belyse i

EKSEMPEL 5.3.For at f4 et indbliki, hvad 4. og hypoteserfAg; og /- indebzerer,
betragter vi fglgende situation. Lad, i = 1,2,3,4,093;, j = 1,2, 3, veere givet ved
skemaerne

i [1 2 3 4 11 2 3
a4 2 1 —3 B 11T 2 —3

Idet vi seettey, — 5, definerer vi derngest

Wij = pHo;+ B i=1,234 j=1,2.3
Wi = pto i=1,2,3,4
B = p+ 0 j=1,2,3
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samt
&i = pu+o+Bi+ap-p; 1=1,234 j=123.

Vidanner nu let tabeller over;;, ;. ogp.;:

pij | 1 27 3 |1 2 3 4
T 110 11 6 pi- |9 3 6 2

; 2 4 5 0 711 2 3
317 8 3 pj |6 7 2
413 4 -1

12 Hyj

graferne for;. og.; som funktion afi

10 Hi. 10 M

—_— j:1,2,3 [ j:l

=2

8 8r - =3
6 6
a4r a4
2 2 -
o o
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Vi bemeerker, at linierne i alle grafer er parallelle.

Den analoge figur meg, ; opfattet som funktion af er

12 My
i=1
10 =1
=3
T - i=4
67 \\\\\
4 o .
2 \\\\\\
07 \\\\\\
-2} : 3
J
og de tilsvarende fog,. og y.;:
10 l—l_j . -
I —
i=2
8 o =
i3
° 6 - oo
4 .
- P
oy 2 3 o; s
j ]

For at finde ud af, hvad der er seeregent for den additive siruihfarer vi ogsa
graferne foi;;, der jo ogsa indeholder et produktled.

Tabellen oveg;; bliver

J
G|l 1 2 3
T 14 19 —6
2012 1 6
3018 10 0
410 -2 8

Graferne for,; opfattet som funktion af henholdsvig bliver
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20 E‘ij 201 EiJ'
— j=1 i=1
i =2 | i=2
15 - =3 15 i=3
-- i=4
10f 10f RSN
e - \\ //
5 /\\ 5+ N .7
/ \\ ’ - A
/ ~ // // \\
o 7 > OF - _ _ L
’ Tt
/
/
-5y -5+
1 2 3 a4 1 2 3

Vi bemeerker nu, at forskellen mellem grafen for f.eks; og p»; er konstant—=
a1 — @y = 6), og at kurverne derfor lgber "parallelt* uden at skeere hiranderi-
mod ses det, at graferne for efg; 0g&,; skeerer hinanden, d.v.s. forskellen mellem
& ; 0g&s; erikke uafhaengig afi. Dette udtrykker vi ogsa ved at sige, at der er en
vekselvirkningseffekt ¢

Vi vender nu tilbage til spgrgsmalet om testningraf, og Hy». Som i den ensidede
variansanalyse vil vi basere testene pa sammenligningskeaf overs? - ét baseret
pa variationen mellem reekker, ét pa variationen mellemesmiy) ét, der udtrykker
vekselvirkningsvariationen. Vi vil sgge heuristisk at fifdem til teststarrelserne. Vi
naevner farst

SETNING 5.3.Maximum likelihood estimatorerne for parametrene er

no= X
o = X; — X i=1,---k

hvor
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Bevis.Forbigas. Forlgber ganske analogt til de p. 420 anfartegh@rger. ]

Vi anfgrer nu en til seetning 5.2 analog

SETNING 5.4.Der geelder

=1
m ko m
+kZ(X.7' - X)"+ ZZ(X” - X, — X+ X)%
Jj=1 i=1 j=1

UnderH,, og Hy» geelder endvidere, at de 3 kvadratsummer pa hgjresiderkaissitk
uafhaengige og?y?-fordelte medk — 1, m — 1 henholdsvigk — 1)(m — 1) friheds-
grader.

Bevis.Spaltningen af kvadratsummen pa venstresiden fglger velitdiregning:

ZZ(XM*X)Q:ZZ(XM*(Xw*X)*(Xj*X)*X
+(X: 7X>+<X»7X>>2
_ZZ ij = X5 — X —|—]<’Z
+mzx X X T KX

+22X ~X) ZX ~X; — X;+X)

+22X —XZX ~ X).

Som ved beviset for saetning 5.2 ses, at de dobbelte prodhlixtr0, og heraf fremgar
spaltningen.

Resten af seetningen faglger af Seetning 1.77, side 195, oigésrb ]

BEMARKNING 5.4.Viskal nu kort kommentere, hvorledes man kan komme frem til
de anfarte frihedsgradsantal. Ifglge saetning 2.6, p. 2Rféda farste kvadratsummer
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k — 1 henholdsvisn — 1 frihedsgrader. Vi betragter dernaest de stokastiske \ariab
X77*X7*X7—|—X =1,k j=1--- m.

Vi vil bestemme antallet af (uafheengige) linezere band eneldisse (jfr. p. 227). Det
er ifglge definitionen af{’, X,. og X_; klart, at

DX - Xi - X4+ X)=0  j=12,-m (5.1)
og

DXy = Xi = X4+ X)=0  i=1,k (5.2)

ses det, at der ved (5.2) kun defineres yderligerel linezere band, séledes at antallet
af (uafhaengige) linezere band defineret ved (5.1) og (5/2¥er— 1. | bemaerkningen
p. 226 anfarte vi, at antallet af frihedsgrader for kvadnatsien var lig antallet af led
minus antallet af lineaere band. Anvender vi denne regel, fas

km—(k+m—1)=(k—1)(m—1),

hvilket netop er det i seetningen anfarte. \4
Da nu f.eks.
EY (X=X =kY 3, (5.3)
j j

vil vi forvente, at kvadratsummen (5.3) er "stor", hvis nog}éer er forskellige fra 0.
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Her skal vendingen "stor" ses relativt til kvadratsummen

SN (X - Xi = X+ X))

Som ved corollaret p. 418 ses, at vi skal sammenligne mediléaken F-fordeling.
Analogt kan vi opstille et test foFfy;. Vi kan samle disse overvejelser i fglgende
variansanalyseskema

Variation SAK f Test
Mellem & 9 SAK./fa
sgjler SAK4 =k 72(}("7 - X) m—1 SAR./f
Mellem k 2 SAKs/fs
raekker | DMK = mi;(}(i‘ -X) k=1 SAR./ fo
Veksel-
virkning SAK, (se nedenfor) (m—1)k—1)

E m
| alt SAK, = Z(X” *X)Q km — 1

i=1j5=1

hvorSAK, er givet ved

m

k )
SAKy = 3 (Xi; — Xi = X+ X)?
i=1 j=1
Nummeringen af AK'erne far sin forklaring i det falgende.

SETNING 5.5.De kritiske omrader ved tests pa niveaer

Hm mOdH]] :

Gy = {(1‘117“- ,ﬁm)iiii?é >F(k =1, (k= 1)(m— 1)>1a}

H02 mOdH]2 :

Cy = {('77117"' 7mlfm)|

sa,k4/f4
saks /fz

> P(m1,(k1)(m1))1a}.

Bevis.Umiddelbar fglge af de foregaende overvejelser. ]
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Hvis ingen af hypoteserne accepteres, anvendes

SAK, 1 ,
(m—1)(k—1) (m—Dk—1) 227:(}“ - Xi = X;+X)

som skgn oves?. Accepteres f.ekst;, estimeres? ved

1
— (SAK, + SAK3),
42 43

som er en central estimator fof. Accepteres begge hypoteser, anvendes estimatoren

1
km — 1

SAKy.

Af hensyn til en hensigtsmaessig numerisk behandling asfimigende relationer

SAKy = K300 - X0 = 2 3T ) - (3 )

7

SAK; = mZ(Xw —-X)? = TL—Z(Z Xij)* — #(Z Xi;)?

)

1
SAK, = Z(Xij - X)? = ZX% - W(; Xi;)®

ij ij

SAK: = SAKy;—SAK; —SAK,.

Ovenstaende identiteter fglger ved direkte regning.

Vier nu i stand til at behandle det i indledningen til afsetittmtalte eksempel.

EKSEMPEL 5.4.Viantager, at de p. 423 anfgrte data kan beskrives ved estetosir-
iansanalysemodel som anfart p. 423. At undersgge, om derbrag er lige effektive
med hensyn til middeludbyttet af kartofler, svarer til at erssge, om sgjleeffekterne
erlig 0, i.e. om vi kan antage

Hos: Br=---=p05=0.

Med henblik pa at udfare det i seetning 5.5 anfgrte test beregrfglgende summer
og kvadratsummer

Ywy = 6320, S 2018650
7 7 7

S(e) = SEES S

J ]

10017750,

13
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og ved hjzelp af ovenstadende beregningsformler fas

saky = 18039328 — 5-63207 = 12712
saky = 110017750 — 563207 = 6430
sakg = 2018650 — 5-63207 = 21530
sak, = 21530 — 127126430 = 2388.

Vi samler resultaternevariansanalyseskemaet

Variation SAK | f | Test
Mellem ggdninger| 12712 | 4 | 16.0
Mellem marker 6430 | 31108
Vekselvirkning 2388 | 12
Total 21530 | 19

DaF(4,12)5.990 = 9.63 < 16.0, vil det ikke veere rimeligt at antage, at de 5 ggdninger
er ens. Vi anfgrer estimaterne for gadningseffektéine- - | 5:

T 1 2 3 4 5
% 24 1 22 31 34

Som skgn oves? anvendes

1 1
—saky = —2388 = 199 ~ 14.12.
fa 12

Ved at se pd veerdierne &f, - - - , 35 er det klart, at ggdningerne C og E er at fore-
treekke fremfor de gvrige. Hvis forskellen ikke havde sa eetpet som her, kunne man
sammenligne disse veerdier ved hjaelp af nogle t-tests.

Vi bemeerker til sidst, at vi heller ikke kan antage, at mamkegr ens, idet

F(3,12)0.05 = 3.49 < 10.8.
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Den hidtidige analyse har veeret baseret pa antagelsen omidéiv struktur i mid-
delveerdien, nemlig

B(Xij) = pij = p+ o + 5;.- (5.4)

Huvis vi ikke mener, at vi direkte kan tillade os at postulee@e spaltning, men gnsker
at teste den, ma vi have flere observationer i hver celle farae danne et variansskan
baseret pa variationen inden for celler.

Vi betragter altsa stokastiske variable

Xijy =1,

J=1 j=m
Xi11 Ximi
=1 :
Xiin Ximn
Xt Xemi
i=k : :
Xiin Xemn

Vi antager, at disse stokastiske variable

1. er stokastisk uafheengige
2. er normalt fordelte
3. har samme variang’

4. har middelveerdief( X;;, ) = pi;.

Her udtrykker betingelsen 4., at der er homogenitet indedber.

Vi spalter nu middelvaerdien,;, idet vi seetter

pij = p+ i + B + 7ij (5.5)
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hvor «;, 8; og;; fastleegges ved

k
g (873
i=1
m
> 8
7=1
k
> i)
i=1
m
> )
7=1

0  Vie{l,--- k}.

Estimatorerne for modellens parametre anfares i

SETNING 5.6.Maximum likelihood estimatorerne for parametrene er

(¢

Bi

hvor

Bevis.Forbigas. Forlgber ganske analogt til de p. 420 anfartegharger.

X

X, — X

X, X

Xi]' - X;. — X7 + X

k  m n,
1

o 20 Vi

i=1 j=1v=1

1 m n
— ; ; Xijv
1 k n
> Xy
=1 v=1
1 T

-~ E Xijv
n
v=1
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Man er nu interesseret i at teste, om spaltningen (5.5) hareio (5.4), d.v.s. at teste
Hy V777(T77 = 0) mod Hy 3777(7'77 ;é 0)

Som tidligere naevnt, vil vi basere testet pa et skan everder ikke afheenger af
hypoteser, om forsvindende vekselvirkning. Et sddant skan er

k m n

1 2
mZZZWW = Xij)”,

i=1 j=1v=1

hvor

Dette skan er centralt og v*(f)/ f-fordelt medkm(n — 1) frihedsgrader. Dette kan
vises som det analoge resultat p. 416. Vi kan derfor nu tegiethserr;; = 0 ved at
sammenligne denne variation inden for grupper med vekgelivigsvariationen. Inden
Vi preeciserer resultatet, naevner vi, at sesetning 5.4 nuantagnen

SETNING 5.7.Spaltningen af den totale variation er

k m n k m n
DD K = X)) = NN (X — Xy)”
i=1 j=1v=1 i=1 j=1v=1

k  m

d.v.s. den er spaltet i variationen inden for grupper plkssgkrirkningsvariationen plus
variationen mellem reekker plus variationen mellem sgijler.

Der geelder ydermere, at de 4 kvadratafvigelsessummer pésidgin er stokastisk
uafhaengige og?x?-fordelte medkm(n — 1), (k — 1)(m — 1), k — 1 henholdsvis
m — 1 frihedsgrader undelf,, Hyy 0g Hgo, jvnf. Seetning 1.77, side 1.77.
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Bevis.Forbigas. Forlgber analogt til beviset for seetning 5.2. ]

Svarende til denne seetning har vivariansanalyseskemaet

Vari- SAK i Test
ation
Mellem _ 9 SAK./fa
Mellem _ 9 SAKa/ fa
reekker | DMK = m”zi:(X” - X) k=1 SARos/ Fos
Veksel- (]4’ — 1) SAK,/ fo
virkning SAK, (se nedenfor) (m -1y | SaRA
INdent. | gk, = S5 S (Xiyw — Xi)? | km(n— 1)
celler |77 2 AR i R
Total SAK, = ZZZ(XMV — X)2 kmn — 1

i v

Her er

SAK, = nZZ(X” - X = X+ X)2
i

SAKgpe = SAK; +SAK,
foo = fi+fo=kmnh—-1)+(k—-1)(m—1).

Under H,, hypotesen om forsvindende vekselvirkningSérKk o,/ fo2 €t centralt skan

over o2, Hvis vi har faet accepteret hypoteséh, vil det derfor veere rimeligt at
sammenligne de gvrige variationer med denne "bedre" estir(fére frihedsgrader,
nemlig /1 + f» og derfor mindre varians). Hvis vi ikke far accepteret hgsen om

forsvindende vekselvirkning, vil det sddan set ikke vaameeligt at fortsaette testnin-
gen, idet man da ikke far en simplere beskrivelse af sitnatio(Der el - m parametre

wi; 09k - m parametrer;;).

Vi samler nu de kritiske omrader i

SATNING 5.8.Ved test pa niveau er det kritiske omrade for hypotesdi, om
forsvindende vekselvirkning lig

Co= {(1‘1117 e ,Tkmn)|::t?ﬁ? >

F((k —1)(m — 1), km(n — 1))170}.
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Hvis den hypotese accepteres, er de kritiske omrader vegdesveawn af hypotesen
Hy1 om forsvindende raekkevirknin@gy, = --- = a; = 0), 0og hypoteserfi;> om
forsvindende sgjlevirknings, = --- = 8, = 0) lig

Ch = {(1‘1117 s 7Tkmn)|q:1a<t2§;:2 >
Pk 1, km(n — 1)+ (k —1)(m — 1))170}

henholdsvis
O (PRI TT
Fm — 1, km(n— 1)+ (k— 1)(m — 1))170}.
Bevis.En umiddelbar falge af de foregaende overvejelser. ]

Der geelder nogle analoge betragtninger til de p. 431 og pa#farte angdendesti-
matorer for variansen og reekke- og sgjleeffekterne (Angaende de sidste skal man
blot erstatteX;; medX;; i formlerne p. 427).

Vi anfgrer nogle nyttige beregningsskemaer.

. j | alt
Sij = 22 Xijw S = Z Sij
7 1151 ,7;1
SKij = Y X7, SKi = 3 SKy;

N
Il
o
Il

k k  m

| S = Y, o= n sy
i=1 i=1j=

SK,; = 3 SKy SK. = 33 SKy

Il
Il
o
Il

Endvidere beregnes

SNNTsy Y08 Y .8% og 87
7 i J

)
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Da haves

SAKy = NN, (U Y NP =K 1
idov T
1
SAK: = 3 D Y X, =3 > 00 X))’
i i v i v
1
= SKf;ZZ&?’j
i
1 1
SAKs = — 3 (33 Xip) = (3D Y X
i i v ij v
1 1
— %;sﬁfﬁ‘@?
1 1
SAKs = =D 0.0 X))’ - =0 ) ) Xin)’
7 i v ioq v

_ ] 2 [
= iy
j

SAK: = SAK;—SAK; —SAK; — SAK,.

Vi giver nu et

EKSEMPEL 5.5.Ved en undersggelse af forskellige blandemaskiners vigkpa ce-
ments styrke har man foretaget falgende forsgg. Man hadbtan preve Portland
cement grundigt og opdelt den i mindre delpraver. | 3 blared#damer har man derefter
fremstillet cementmgrtel af disse prgver. Af denne mgrtel than i nogle forme
stgbt terninger. Efter 24 timers heerdning tog man ternimged af formene. Efter
yderligere 7 dages lagring pravede man terningernes stgdkjeelp af 3 knusemask-
iner. De opnaede resultater fremgar af falgende skema,rbgatateterne er opgivet i
pund pr. kvadrattomme.

Blandemaskine Knusemasking
nr. nr.

Observationer

5280 5520 4760 580
4340 4400 5020 620
4160 5180 5320 460
4420 5280 5580 490
5340 4880 4960 620
4180 4800 4600 448
5360 6160 5680 550
5720 4760 5620 556
4460 4930 4680 560

=
[

WWWMNDNNRER -
WNPFPWNEFEPWN
OO OO OO0
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Vi antager nu, at disse data er realiserede udfald af indisyuhfhaengige, normalt
fordelte stokastiske variablg;;,,, i = 1,2,3,7 = 1,2,3,v = 1,2,3, 4medE(X},;,) =

pij 09 V(X;;) = o”. Vi antager endvidere, at middelvaerdien af brudstyrken er
skrevet op som en sum (somi (5.5))

fij = 4o + B 4 75 1=1,2,3, j7=1,2,3.

Her ery altsa det universelle niveau (der angiver det, man kan Kaldelstyrken af
beton"),a; er den specielle effekt, der skyldes dér blandemaskine, og; den, der
skyldes dery’te knusemaskine. Endelig angiver vekselvirkningen mellem deite
blandemaskine og defte knusemaskine.

Da formalet med forsgget har veeret at fa belyst blandemasiés indvirkning pa

brudstyrken, vil vi fgrst teste, om der er nogen veksehiitgnmellem blandemaskiner
og knusemaskiner, i.e. vi vil teste

Ho: Wi j(rj=0) mod MHy: 3 j(n;#0).

Hvis denne hypotese accepteres, vil vi teste, om det kaigesitat der ikke er nogen
blandemaskineeffekt, i.e. teste

Hm : V7(OV7 = 0) mOd HH : 37(07 ;A 0)

For at lette beregningerne indfarer vi et beregningsnldpun — 5000 pund/kva-
drattomme og en beregningsenh#d- 10 pund/kvadrattomme (jfr. p. 410). Vi far da
falgende datamatrix

Knusemaskine nr

1 2 3

28 -66 -84

1 52 -60 18

-24 2 32

80 120 -40

Blan- -58 34 -82
dema- 28 -12 -20
skine 58 -4 -40
nr. -10 120 -52
36 72 -54

3 116 -24 -7

68 62 -32

50 56 60

Vi danner nu beregningsskemaet over summer og kvadratsumme
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Knusemaskine nr. Total

1 2 3
: 136 —4 —74 58
10464 | 22360 | 10004 || 42828
Blandema- 9 18 138 | —194 —38
skine nr. 7612 | 15716 | 11428 34756
270 166 —33 403
3 21876 | 12740 | 7589 || 42205
Total 424 300 | —301 423
39952 | 50816 | 29021 || 119789

Ved hjeelp af skemaet dannes

TOos = (1367 4+ -+ (=33)%) = 45634
i
1
+s? = 178929 = 4970.25
Ss? = 167217
.87 = 360377.
7
Vi finder nu kvadratsummerne
sako=sk.. — s’ =119789 — 4970.25 =114818.75
saki=sk. — L3 %787, =119789 — 45634 = 74155
iP5
saka=-—13"s? — +57  =:-167217 — 4970.25=  8964.50
sakg=g= Yo 8% — w57 =15360377 — 4970.25= 25061.17
i
sako=sakq — (saky + saks+sakys) = 6638.08.
Endvidere er
saki + saks

1
= —80793.08 = 2606.2.
km(n — 1)+ (k—1)(m — 1) 31

Vi samler nu disse stgrrelsevariansanalyseskemaet
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Variation SAK f | SAK/f | Test

Mellem knuse- | - cq61 17| 5 | 12530.6| 4.81
maskiner

Mellem blande-

. 8964.50| 2| 4482.3| 1.72
maskiner

Vekselvirkning 6638.08| 4 | 1659.5| 0.60

Inden for 74155.00| 27 | 27465
celler
[alt 114818.75 35

Ved test pa 5% niveau bliver de kritiske vaerdigt, 27)g. o5 = 2.73 09 F(2,31)g.05 =
3.31.

Med 0.60 < F(4,27)0.50 09 1.72 < F(2,31)0.90 Vil vi altsd acceptere hypotesen
om forsvindende vekselvirkning pa alle niveauer mindre 80 og hypotesen om
forsvindende blandemaskineeffekt pa alle niveauer miadecd 0%.

Vi vil derfor konkludere, at man med det foreliggende matierim& konkludere, at
blandemaskinerne ikke har signifikant indflydelse p& byuéisn af den faerdige beton.

Vi bemeerker i gvrigt, at
F(2,31)0.075 < 4.81 < F(2,31)0.9g,

saledes at vi far afvist hypotesen om, at knusemaskinerkenens pa f.eks. €t%
signifikansniveau. ¢

5.1.3 Romersk kvadrat

Somme tider er man i et forsgg ngdt til at tage hensyn til, sdevfaktorer ikke kan
varieres frit, sdledes at man ikke direkte kan eliminereydeesnatiske fejl, man frygter,
er tilstede ved forsgget.

Lad os eksempelvis antage, at vi har et apparat til at eftfeepkvaliteten af tekstil-
varer. Apparatet kan i en karsel efterprgve 4 forskellig&lstr tekstil. Nu kunne
der i forsggsresultaterne veere en variation, der skyldesepghgen af tekstilstykket i
maskinen, og en, der skyldes selve karslen, d.v.s. vi kamiiggne med at fa samme
resulater ved flere efterpravninger af samme tekstiler.

Vi gnsker at fa efterpravet 4 forskellige vareprgver, A, Bo@D. Man kan nu sikre
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sig, at man ved at foretage< 4 = 16 forsgg i det mindste kan fa efterpragvet hver af de
4 vareprgver A, B, C og D netop 1 gang i hver karsel og netop & gaver position af
maskinen. Dette kan f.eks. ske ved, at man efterprgveriteks som i nedenstaende
skema

Position
Korsel| 1 2 3 4
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C

DEFINITION 5.1.Et sadant arrangement af bogstaver i et kvadrat med siden
saledes at hvert bogstav star netop 1 gang i hver reekke ogsaje, kaldet etomersk
kvadrat (engelsk: latin square). A

Der findes udfarlige tabeller over romerske kvadrater egiellige starrelser. Vi kan
f.eks. henvise til Fisher og Yates (1948).

Hvis vi udfarern? eksperimenter som anfart i det romerske kvadrat, far vi Bbse
vationer X, som vi vil beskrive vedndbyrdes uafhaengigeN(p;x, o*)—fordelte
stokastiske variable hvor y; ;. er middelvaerdien af observatione(yj j, k)'te celle.

Vi opdeler middelvaerdierne saledes, at

Misk = b+ a; + 55 + v,

hvor 11 er niveauetyy; reekkeeffekten (d.v.s. karselseffekten), sgjleeffekten (d.v.s.
positionseffekten) og, "prave"effekten. For at sikre entydigheden af disse effekter
ma vi forudseette, 8, o = >, B = >, v = 0.

Den totale variation omkring det totale middeltal spaltad mariationer, der skyldes
ovennavnte effekter, plus residualvariationen (resatianen). Der gaelder

>l Z]’(XM - X)QZ”Z]'(XJ' - X)2 +n) (X — X)2
+ 0y (Xs — X)?
+ 00 (X — X = Xy — X +2X)%,

hvor X, er middeltallet af malingerne af prgve rr. Spaltningen kan fas ved en
viderespaltning af vekselvirkningskvadratafvigelsesswen i den tosidede varians-
analyse med én observation pr. celle.

Frihedsgraderne for komponenterneer 1,n — 1,n — 1 0g (n — 1)(n — 2). Det kan
ved hjeelp af Seetning 1.77, side 195, vises, at de er indbyiafesengige og?y2-
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fordelte med de respektive antal frihedsgrader, safrentitsi@rende effekter er lig 0.
Dette kan udnyttes til at konstruere tests for hypoteseraysvindende effekter. F.eks.

kan en hypotese om, gt = 0,k = 1,--- , n testes ved at anvende det kritiske omrade
{ n S (X X)?/(n-1) S
T(Xij—Xo— X=X 42X)?/ [(n=1)(n—2)]

7

F’(nf 1, (n— 1)(77’2))10/}

Vi samler resultaterne i et variansanalyseskema

Variation | SAK I Test
Mellem
_ SAKs =n) (X ; — X)? n—1 52182
sgjler I
Mellem
SAK; =n Y (X, — X)? n—1 S3/S3%
reekker i
Mellem
SAK, = n Y (Xi — X)? n—1 S3/S3%
praver k
: 2 (77 - 1)
Residual | SAK; =5 > (X;; — X;. — X — X +2X)
i (n—2)
Total SAKo = > 30(Xi; — X)? n? —1
i

Vi anfgrer beregningsformler:

SAK, = ”Zj(Xj *X)Q = :,_27(27 Xi.?')Q* 7,1_2(2727 X77)2
SAKs = ”Zi(Xﬁ*X)Q = :727(27 Xij)Q*y,],_z(ZiZj X77’)2
SAK, = ”Zk(Xk*X)Q = ;_Zk Xﬁ*ﬁ—z(zizy X77)2
1
SAK, = ZZ(XM*X)QZZZX%*H_JZZXWQ
i i i
SAK; = SAKy—SAK, — SAK3 — SAK,.

Vi anfgrer nu resultaterne for tekstilpravemaskinen
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Position i maskinen

Karsel 4 2 1 3
A(251) B(241) D(227) C(229
D(234) C(273) A(274) B(226
C(235) D(236) B(218) A(268
B(195) A(270) C(230) D(225

AP OWOWDN

Vi treekker24() fra samtlige observationer og far

Position i maskinen
Karsel 4 2 1 3 Total
2 (A)+11 B+ 1 (D)-13 (C)-11| 12
3 (D)- 6 (CH33 (A-+34 (B)-14| +47
1 (C©-5 (D)4 (B)-22 (A+28| — 3
4 (B)-45 (A)+30 (C)»-10 (D)-15| —-40
Total —45 +60 —-11 —-12| — 8

Total: Prgve A: +103
Prove B: — 80
Prove C: 4+ 7
Prove D: — 38.

Vi far eksempelvis

1

SAKs = —(103” + (—80)” + 7% + (—38)%) — —(—8)” = 4621.5.

1
16

B

De gvrige starrelser beregnes analogt. Vi samler restiate

Variation SAK | F S? Test
Mellem positioner| 1468.5| 3| 489.5 8.0
Mellem karsler 986.5| 3| 328.8 54
3
6

Mellem praver 4621.5 1540.5 | 25.0
Residual 367.5 61.25
Total 7444.0| 15

DaF(3,6)q54 = 4.76, ses, at vi ved et test pd= 5% signifikansniveau ma forkaste
alle hypoteser om forsvindende effekter. Det er vel issethaebemeerke, at der er po-
sitionseffekt og en karselseffekt. Dette ville man maskeiforvente i farste omgang,
saledes at man blot ville have anvendt en ensidet varialysamaodel til sammenlign-
ing af praverne. Dette ville have givet en stor variatioreindor prgverne, hvilket ville
have seenket falsomheden af sammenligningen mellem preavezsentligt.
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5.1.4 Faktorforsgg

Lad os antage, at vi gnsker at bestemme optimale betingeiaksimal effektivitet) for

et pletteringsbad. De faktorer, vi kan aendre, er badetseémtyr og sulfidkoncentra-
tionen. Vi bestemmer os for at betragte koncentrationgreg 12 g/liter og temper-
aturernes()° F og 160° F. Vi forsgger 3 gange i alle kombinationer og far fglgende tal
for reflektiviteten af det behandlede metal.

Faktor A Faktor B
Koncentration Temperatur Forspg1 Forsag2 Forsgg 3
4 80 3.5 3.0 2.7
4 160 2.2 2.3 24
8 80 7.1 6.9 7.5
8 160 5.2 4.6 6.8
12 80 10.8 10.6 11.0
12 160 7.6 7.1 7.3

Vi vil nu give en matematisk model, der kan danne grundlagefoanalyse af disse
data. Vi har givet observationer

Xijy,  i=1,-

) )

Her angiver: niveauet for faktor A (d.v.s. 1,2 eller 3),niveauet for faktor B (d.v.s. 1
eller 2), ogn er antallet af gentagelser (her 3).

Vi antager, at observationerne er indbyrdes uafhaengig@oyaifordelte med feelles
varianso?. Endvidere antager vi, at middelvaerdiendf,, kan skrives

Mijy = p+ o+ B + Tij + pu.

Her angiveru niveauet,n; effekten af faktor A i niveau, 3; effekten af faktor B i
niveauy; r;; er vekselvirkningseffekten, og, er effekten af dem’te gentagelse. For
at sikre entydigheden af ovennaevnte stgrrelser ma vi festtdsat

Sai=>3=>m= 1= p=0.
i 7 i 7 v

DEFINITION 5.2.En saddan model som ovenfor beskrevet kaldek etm faktor-
forsgg gentaget gange A

Forskellen mellem denne model og en tosidet variansarmalydel er, at vi har tilfgjet
leddetp, . Grunden er, at det ikke a priori kan anses for givet, at altsdgsbetingelser
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er ens fra gang til gang, saledes at vi ma regne med en sys&krfaskel mellem
resultater fra forskellige forsgg.

Det er vigtigt at notere, at i det beskrevne forsgg er3de 2 malinger i Forsagg 1
udfgrt i en tilfaeldig raekkefglge, men igvrigt stort set sdigt Derefter er Forsgg
2's 3 x 2 malinger udfert, etc. Herved adskiller forsgget sig fraletiadeligt tosidet
variansanalyse-forsgg, hvalle data méles i en tilfaeldig reekkefglge uden opdeling i
"Forsgg".

Det, man erinteresseret i, er at undersgge, om virkningemeller begge af faktorerne
A og B kan antages at veere lig 0. For at f4 en mulighed for atdgeeen sddan analyse
vil vi spalte den totale variation i bidrag, der stammer fesbéskrevne effekter.

Fra den tosidede variansanalyse haves

ZZZ(XW -X)? = ZZZ(XW — Xij)?
+ony Y (X Xo - X4 X)?
+ o omn Y (X = X) 4 kn Y (X - X)7

i 7

Nu har vi imidlertid ogsa en "gentagelsesfaktpr’, hvorfor vi gnsker at fa spaltet
leddet

DD (Xijy = Xig)?
i 7 v
yderligere. Vi har

DD iy = Xi)" =
h DD (Nijy = Xij = (X = X) (X0 = X))
- iié(xm ~ Xy = X+ X)?
+ Qszw SN (X Xig X ).
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Det ses, at det dobbelte produkt er 0, hvorfor vi har spaderin

ZZZ(XW - X)? =
S S (Xij — Xij = X+ X)2 4 km Y (X, — X)?

v

+mn > (X = X) 4 kny (X~ X)°

7

+ nZZ(Xw — X7 — X7 + X')Q7
i

d.v.s. vi har fiet opspaltet den totale variation i én kongmbyder skyldes "fejl" (den
sakaldte residualvariation), plus én, der skyldes de geetforsgg plus én, der skyldes
A-effekten, plus én, der skyldes B-effekten, plus én, defidds vekselvirkningen
mellem faktorerne A og B.

Antallet af frihedsgrader i ovenstédende led er
kmn—1 = (km—1)(n—1)+(n—1)+(k—1)+(m—1)+(k—1)(m—1).
Det falger af spaltningssaetningen, at kvadratafvigelsesserne er indbyrdes uafhaen-

gige ogao?yx?(f;)-fordelte, hvorf;’erne er de ovenfor anfarte frihedsgrader, hvis de
pageeldende effekter er lig 0.

Heraf fas let variansanalyseskemaet

Variation SAK ‘ I ‘ Test ‘
Gentagelse
g SAKg = km > (X, — X)? n—1 SZ/5%

af forsgg v '
Hoved- — X2

SAKAfmnzi:(X,‘ X) [ $2 /8%
effek- : ) '

SAKp=kn > (X, — X) m— 1 S%/S%
ter 7 ’ )
virk- AB i ( N SAp/Sh

. 2 ) —
ning - X+ X) "
, SAKR=322(Xijw — Xij | (km — 1)x
Residual i S%
Total SAKy = E E E (Xijy — X)2 kmn — 1
i v
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De kritiske omrader er som saedvanlig store veerdier af tastdserne, der er F-fordelte
med de anfgrte frihedsgrader, safremt de tilsvarendeteffek lig 0. Eksempelvis er
det kritiske omrade for test af

Ho: Yioj(ny=0)  mod  Hi: 3 j(m; #0)

pa niveaur givet ved

2
C :{(mﬂh co 7mkm,n)|SA2R >

Sr

P((k— D)(m 1. (km - D 1), )

hvor
1
%y = ———— SAK
R T DA
og
1
Sh = ——  _SAKp.
R (km—Nmn—1"" "

Vi anfgrer nogle beregningsformler:
SAKg = YNNG - (3N X’
i § v i jowv
SAKg = # ] (ij%jm)t k;ﬂ(ZZ;ZXy)Z
SAK, = #Z(;ZXHQ,{,;H(ZZ?:ZX?)Q
SAKp = j (sz>k;<zzzx>
SAKup = ;—ZZ(ZXMV)Q*#Z(ZZXW’)Q
i v i j v
SIS S T
i idow
SAKn = 35T N, o ST Wi’
v

F

- :7 2D X))+ k;n DD Xi)”
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| det aktuelle tilfeelde fas:

1 _108.67

kmn(;mi"’”)Q* g = 055.22

sakg = 3.5°4---+7.3° — 655.22 = 149.38

sakg = 2%(36.42 +34.57 4+ 37.7%) — 655.22 = 0.86
saky = %(16.124—38.124—54.42)—655.22:123.14
sakp = %(63.124—45.52)—655.22:17.21
sakap = %(9.224—---4—22.02)—%(16.124—38.124—54.42)

- %(63.12 +45.5%) + 655.22 = 5.70
sakp = (3.5 4+ - +7.3%) %(36.42 +34.57 4 37.7%)

1
— §(9.22 + -4 22.0%) + 655.22 = 2.47.

Vi har derfor variansanalyseskemaet

| Variation | SAK [ 7 [ S | Test]
Gentagelser 086 2| 043| 1.72
Hovedeftekcer | 1201 | 1| 1 | s
Vekselvirkning AB .70 | 2| 285 | 11.4
Residual 247110 0.25

[ Total [ 14938 [ 17 ]

Hvis vi tester pa et % signifikansniveau, ses, at den eneste effekt, som vi kaganta
er 0, er gentagelseseffektgn. Man kan altsa konkludere, at forsggsbetingelserne har
veeret ensartede fra forsgg til forsgg.

@nsker man nu at bestemme optimale produktionsbetingfalsiss disse ved at op-
skrive estimaterne fon + «; + 3; + 7;; 0g se, hvilken{ j) kombination, der giver
det bedste resultat. Det ses fra data, at det er kombinati@dwel 2, B=80), som giver
starst reflektivitet i gennemsnit.

Denne metode udbygges let til at geelde flere faktorer. Debgralimindeligt at be-
greense sig til f.eks. 2 eller 3 niveauer. Dette vil vi dog ikkenme ind pa her. En
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reekke eksempler p& anvendelsen af faktorforsag findes.i [15]
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5.2 Regressionsanalyser

5.2.1 Regressionsanalyse med 1 uafhaengig variabel

Man er ofte i den situation, at man maler udfaldet af et eksprt med et stokastisk
udfald til forskellige tidet, , - - - , #;; eller man kan male egenskaber hos et produkt ved
forskellige temperaturer , - - - |, eller ved forskellige koncentrationar, - - - | #;.

Man vil da f& et diagram som f.eks.

Udfald

tl t2 t3 t4
t

hvor der altsa foreligger 2 malinger for= ¢, - - - , 4 malinger til tid¢,. Idet vi reg-
ner med, at alle observationer til tidhar samme middelveergi, vil man ofte veere
interesseret i at undersgge en antagelse om, at

d.v.s. undersgge, om malingerne grupperer sig omkringtdinie og i givet fald at
estimere denne linie.

Estimationsproblemet kan lgses ved hjeelp af mindste ktedranetode uden nogen
anden antagelse om observationernes fordeling end (5.6):
E(X,;) = a + bt;. For at finde mindste kvadraters estimatoren skal vi miriseed

f(a,b) = ZZ(X” —a—bt;)?,

hvor X;; naturligvis er dery’te observation tit = ¢; (j = 1,---,n;). Vifinder de
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partielle afledede og saetter dem lig O.

Of(a, b)
ﬁ(], = -2 ZZ(X” — a — bﬂ) = 07
LI

d.v.s.

NX —Na—bNt=10

eller
a—= X — bt,
hvor
kB n, k
No= D) 1=
i=1 7=1 7=1
1
I O DI
i
1 k
A - 717;7‘7
N <
7=1
Tilsvarende

Of(a,b) 2
o Z:Z,»:("'i% —tia = b7) =0

d.v.s.

)

SN e Nat b mt? =0
J i
eller, idet vi indseetter den ferfundne veerdi

S 4 Xi — NXt4 Nbt? —b> nit? =0
i g i
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d.v.s.
Yot Xy = NXt 55 (X — X)(ti —1)
p— _ i _ SAP,,
- Znﬂ‘? — Ntz Zn7(17 77‘,)2 ~ SAK,

Det midterste lighedstegn fremgar af

S (Xij = X)(t—1) =Dy Xijti = NX1.

Kaldes Igsningen fof nu b, f&s altsa
=X — bt +bt; = X +b(t; —1).

Vireparametriserer nu, og seettet- o — 3t ogb — 3, hvorved modellen (5.6) bliver

—_

pi = a4+ B(t; —1), i ook (.7)

Dette giver os estimatorerne

= X
SAP,+
SAK,

Vi samler disse overvejelser i

SETNING 5.9.Lad der veere givet stokastiske variable
7“'7k .j:17"'7ni7

sdledes ati(X,;) = u; tilfredsstiller (5.7) for alle(i, j). Da er mindste kvadraters
estimatorerne fow og 3 lig

1
T X:NZZXM
i

SAP. (X — X)(ti — 1)
SAKf o Zﬂ7(f7 *7‘,)2 )
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Hvis de stokastiske variable er uafhaengige og normalt fiareeed samme varians,
er disse estimatorer ligeledes maximum likelihood estmeaf og de er stokastisk
uafhaengige og normalt fordelte

2

a
Y N(a, —

= N(B,SZ—K)-

Bevis.Saetningens farste del er en umiddelbar fglge af de tidligezevejelser. Ud-
sagnet om maximum likelihood estimatorer fglger direktesagftning 2.11, p. 253.
Uafhaengigheden falger af Seetning 1.77, side 195. ]

BEMARKNING 5.5.Vi ser, at disse skgn svarer til, at man veelger den linie o +
B(t —t), for hvilken summen af kvadraterne pa de lodrette afstaradelfservationerne
til linien er mindst mulig. v

BEMARKNING 5.6.Linien gy = = + B(t — 1) gar dbenbart gennem tyngdepunktet
(¢, ) for alle punkterne. Haeldningen for linien gennétn «;;) og (¢, =) er

177;'7'*.77
t—1

Det vejede gennemsnit af disse haeldninger med veegtenet)? er

1 Sap,.; .

Den estimeredesgressionsliniep(t) = « + B(t — 1) gar altsa gennem observation-
ernes tyngdepunkt og har en haeldningskoefficient, som &jetgennemsnit af haeld-
ningskoefficienterne for de linier, der gar gennem tyngadpet og de enkelte obser-
vationer. v

Hvis vi gnsker at teste, om der foreligger en sadan linesamsarhaeng, ma vi gere dei
saetningen anfarte forudsaetninger om observationermdsifog, d.v.s. vi forudseetter,
at de stokastiske variable
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1. er uafheengige
2. er normalt fordelte
3. har samme varians

4. har middelveerdief ( X;;) = p;.

Her angiver 4., at vi forudseetter, at der er homogenitetriidegrupper.

Under disse forudseetninger kan vi teste lineariteten vecheansanalyseteknik, idet
vi kan spalte den totale variation som fglger.

ZZW - X)?= ZZW - X;)?

| F2 (X Xl )
+Z (X + 8t —1) = X)’
:ZZ(XM* U ERE Bl — 1)
+g2ini(fif)

Her angiverX; naturligvis gennemsnittet i defte gruppe, i.e.
- n_7 27
=1

Vi har altsa faet spaltet den totale variation i et bidrag, skgldes observationernes
afvigelse fra gruppemiddeltallet, plus et bidrag, der dkglmiddeltallenes afvigelse fra
regressionslinien, plus et bidrag, der skyldes regresBioans variation (d.v.s. heeld-
ningskoefficientens afvigelse fra 0). Frinedsgradernefenstaende kvadratafvigelses-
summer ses at vaere

N=1=>(ni—1)+k=-2+1=N—k+k-2+1.

Heraf faglger, at kvadratafvigelsessummerne er indbyrdéssengige og
a?x?(f;)-fordelte, safremt hypoteserne = o + 3(t, — ) og 8 = 0 er opfyldte
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(Seetning 1.77, side 195). Dette udnyttes pa saedvanlighas kionstruere tests for
disse hypoteser.

Resultaterne samles i et variansanalyseskema:

Variation SAK I Test
Regressi- ok
onslinien| SAKz = 2 3 n;(t; —1)° 1 AR T
(d.v.s.3) =1 '
Omkring 5 A ,
regressi- | SAKs = S ni(X; — X — B(t; — 1)) | k—2 ::Efﬁf
onslinien = '
Inden for koo 5
grupper SAK, = ; '7;(&] X;) N —k
E n
Total SAK, = Z Z (X” X)2 N —1
i=1j5=1
Her er
SAKps = SAK; +SAK,
foo = fi+tfa=N-2
jfr. p. 436

Ved test p& niveaw er det kritiske omrade for hypotesen
Hor: pi=o+ 8t —1)

saks /fz
sakq / fi

R (| > P(k= 2N B |

Hvis denne hypotese accepteres, kan vi tégte: 3 = 0. Det kritiske omrade ved test
pa niveaw er for denne hypotese

saks
Yo =3 (w11, T, )| ——————— > F(1,N —2) 0 .
02 {(T117 y Tk 'k)|sa,k02/f02 > ( )1 }
Hvisn, = --- = n;, = 1, bliver SAK, = 0, og vi kan da ikke testé,,. Hvis vi

imidlertid forudsaetter, at H,; er gyldig, kan vi testé?,, p& saedvanlig vis.

Hvis ingen af hypoteserne accepteres, anvend8W; / f; som skan over?. Ac-
cepteresHyq, anvende$S AK ./ fo2, 0g accepteres endelid,-, anvende$SAK,/ fo.
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Det er naturligvis ogsa muligt at teste andre veerdiersf@and 0 og at teste vaerdier
for a. Af spaltningsseetningen (Seetning 1.77, side 195) fglgeiigeendvidere, at
skgnnene over og 3 er uafheengige A Kq:. DaSAKg, € a?x?(N — 2), kan vi pa
saedvanlig vis dannieteststarrelser. Vi giver nogle veerdifulde resultater i

SETNING 5.10.Under de i saetning 5.9 anfarte forudseetninger med tilfejels

B(Xij) = i = a4 B(t; — 1)

geelder
-y
S VY
b8 LN —2)

/1
Soa SAK,

. ct(N —2)
S/ % + 3,
Her er
2 1 1
S}m = mSAKOQ = m(SAK] —|— SAKQ)
Bevis.Forbigas. [ |

BEMARKNING 5.7.Safremt man gnsker at teste for en bestemt veerdi af f.eksl- hael
ningskoefficiente = 3, skal man altsa benytte teststarrelsen

B — Bo
Ag02 !

SAK,

/=

som skal sammenlignes med €W — 2)-fordeling, jfr. seetning 5.10.

@nskes f.eks. et tosidet test p& niveavil det kritiske omrade veaere givet ved

C={zlz<t(N=2)ap V z2>6N—=2)_4/0}



458 KAPITEL 5. VARIANS- OG REGRESSIONSANALYSER

Séafremt man gnsker et ensidet test pa niveakal teststgrrelser sammenlignes med
«- eller 1 — a-fraktilen i ent(N — 2)-fordeling — afheengig af om testet skal forkaste
for sma eller store veerdier af.

@nsker man at teste, om regressionslinien givet veds) gar gennem et bestemt
punkt,y = o« + 5(¢ — 1), benyttes den sidste af de tre teststarrelser.

Fremgangsmaden er dybest set analog til testene i seettihg™mlgelig er det kritiske
omrade identisk for de naevnte tre tests. v

Af hensyn til beregningerne anfgres

k n
k
S, = S mgt Sx = 72 7; Xij
i=1 B 2
k k N
SKy = 3 nit SKy = >+ ZX”)
i=1 i=1 j=1
— 1 ¢2
SAK: = SKi= %5 gaAKy = SKy— 452
k n;
SP = >SH1 > Xy
i=1 F=1
SAP = SP- 1SxS

Med disse betegnelser bliver

1 og 5o SAP
GTNOx 9 ~ SAK,

SAK) = Y (X~ Xi)?=> > X/~ SKx
i i g

2
SAK, = Zn(X — X Bt — 1) = SAKy — SAP

SAK,

5 SAP?
- SAK,

SAKg = DN (Xy - X)" =) > X7~ %‘qi
i i

SAK‘; = 522777(7‘7 *7‘,)

Man ser, at alle de starrelser, der alene vedrarer kan afleeses af det regneskema,
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der er givet for den ensidede variansanalyse p. 418, hvoréor starter med dette. Vi
illustrerer nu regressionsanalyseteknikken ved hjeelpgfareksempler

EKSEMPEL 5.6.Efter en periode med megen nedbgr gnsker man at fa belysgom v
dets hastighed i en bestemt elv varierer fra dag til dag. Mamnderfor hver dag i
10 dage pa samme sted foretaget tre uafthaengige malingendétgahastighed. Re-
sultatet af malingerne er samlet i tabellen nedenfor. ghetien er angivet i meter pr.
sekund.

Dag |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hastig- |9.55 7.74 7.66 10.88 10.29 10.32 9.12 11.15 11.53 11.03
heder |9.06 10.07 10.01 9.57 11.97 8.60 10.70 9.95 11.25 11.33
9.73 8.59 11.36 10.88 8.59 12.79 8.92 11.20 11.94 11.65

For at fa et overblik over disse data, afbilder vi dem i et kiwatsystem med vand-
hastigheden som funktion af tiden
131

12r

[y
[
T

Hastighed
B
o

Dag

Den fuldt optrukne linie forbinder gennemsnitshastigimede 10 dage. Der synes at
veere en linezer stigning i vandhastigheden. Det ma a prisgsafor ret sandsynligt,
at vandhastigheden vil stige med tiden efter perioden medkshedbgr (inden for et
passende tidsinterval), og vi vil nu ved hjeelp af en regoessinalysemodel undersgge,
om denne stigning kan beskrives ved en ret linie.

Vi forudseetter derfor, at de malte observationer kan opéatom realiserede udfald af
uafheengige, normalt fordelte stokastiske variakle, i = 1,---, 10,5 = 1,---,3,
der har samme variamg, og middelvaerdier

B(Xij) = i

Vivil nu teste
Hor: pi=oa+6(: —1)

mod alle alternativer. Her e = 4, dvs. lig antallet af dage, der er gaet fra forsgget
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startede. Hvis denne hypotese accepteres, vil vi undersagdéinien kan antages at
veere parallel med abscisseaksen, i.e. teste

H()QI 6:0 mOd H]QI 6#0

Vi anfgrer nu det regneskema, der svarer til den ensidedgnsanalyse:

i=1; Observationer 10 n; S; SK; S?/n; SAKy; | fi
1 —0.45 —0.94 —-0.27| 3| —-1.66 1.1590 | 0.91853 | 0.24047 | 2
2 —2.26 0.07 —1.41 31 —3.60 7.1006 | 4.32000 | 2.78060 | 2
3 —2.34 0.01 1.36 | 3| —0.97| 7.3253 | 0.31363 | 7.01167| 2
4 0.88 —0.43 0.88 1 3 1.33 1.7337 | 0.58963 1.14407 | 2
5} 0.29 1.97 —1.41 3 0.85 | 5.9531 0.24083 | 5.71227 | 2
6 0.32 —1.40 2791 3 1.71 9.8465 | 0.97470 | 887180 | 2
7 —0.78 0.70 —1.08| 31| —1.16 2.2648 | 0.44853 1.81627 | 2
8 1.15 —0.05 1.20 3 2.30 | 2.7650 1.76300 1.00200 | 2
9 1.53 1.25 1.94] 3 472 | 7.6670 | 7.42610 | 0.24090 | 2
10 1.03 1.33 1.65 | 3 4.01 5.5523 | 5.36003 | 0.19227 | 2
Total 30 7.53 | b1.3673 | 22.35498 | 29.01232 | 20

Dernaest beregnes de p. 458 anfarte stgrrelser.

sk = Yomt? = 33247 = 1155
sak;, = sk; —sI/N = 2475
Se = y.8 = T7.53
sk, = > s?/n; = 22.35498
sak, = sk, —s2/N = 20.46495
spo= D1 = 100.92
sap = sp—s.5:/N =  59.505
& = s./N — 0251
B = sap/sak, = 0.2404

Ved hjeelp af disse starrelser er det ikke vanskeligt at Inerdgyadratafvigelsessum-
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merne i variansanalyseskemaet p. 456.

sak; = ZZ(T” —x;)? = Zsak” = 29.01232
saky = Z;(T —x = Bt — 1) = saky — sap_ = 6.15851
saks = éQZm(n —7)? = = = 14.30644
sakg = (i — o)’ — sk — (N s)?/N = 49.47727
s2, = (;af{ﬁ +sako)/(N —2) = Z Z 1.256

Vi samler disse resultater i variansanalyseskemaet.

Variation SAK f S? Test
Regressionslinien | 14.30644| 1 | 14.30644| 11.4

Om regressionslinie 6.15851| 8 | 0.7698 0.53
Inden for dage 29.01232| 20 | 1.4506

Total 49.47727| 29

De kritiske veerdier e (8,20)q.05 = 2.45 0g F(1,28)595 = 4.20. Nu er(.53 <
F(8,20)0.50 0g 11.4 > F(1,28)y 995, hvorfor vi vil acceptere hypotesen om linearitet
pa alle niveauer mindre end 50% og forkaste hypotesen onzehtrtingen af regres-
sionslinien er 0 pa alle niveauer starre end 0.5%.

Vi vil derfor konkludere, at middelvandhastigheden karkiiess ved den affine funk-
tion (rette linie)

Q(t) = 0.251+ 0.2404(t — 5.5) + 10
= 8.93+ 0.2404¢

Vi indtegner denne linie i den tidligere figur og far
131
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Til slut naevner vi, at vi selvfglgelig ogsa kunne have fotssdase spargsmalet ved
at anvende en ensidet variansanalysemodel, d.v.s. vedlatsaage, om middelvand-
standene kan antages at vaere ens de 10 dage. Vi far da vasbssskemaet

Variation SAK f S? Test
Mellem dage | 20.46495| 9 | 2.2739| 1.57
Inden for dage| 29.01232| 20 | 1.4506
Total 49.47727| 29

Den kritiske veerdi e (9,20)q05 = 2.30. Da faktisk1.57 < F(9,20)q.90, Vil Vi
acceptere hypotesen om fuldsteendig homogenitet pa akzunv mindre end 10%.
Nu svarer hypotesen om fuldstaendig homogenitet jo abetibhgtpotesens = 0 i
regressionsanalysen, og denne fik vi jo forkastet.

Forklaringen pa denne tilsyneladende modstrid er fglgeNdeationen mellem dage

er lig summen af variationen omkring regressionslinienaggessionsliniens variation.

Nu er variationen om regressionslinien meget lille i fochtil antallet af frihedsgrader

og regressionsliniens variation meget stor, sdledes arweri overbevisende accept
af hypotesen om linearitet og en endnu mere overbevisenasielse af hypotesen
om hzeldningen 0. Da denne sidste teststgrrelse kun haretiéginad, far den ikke sa
stor veegt ved gennemsnitsdannelsen, saledes at varilysedny@otesen accepteres.
Grundentil uoverensstemmelsen er altsa, at vii variargsermikke skelner mellem de

enkelte dages variation omkring regressionslinien ogessionsliniens egen variation
(heeldning). ¢

EKSEMPEL 5.7.1nedenstdende tabel er der opfart fejlvisningen for etteuabereg-
net ud fra passageobservationer foretaget fra 3 til 49 dftge at uret var blevet jus-
teret.

Antal dage Fejlvisning || Antal dage Fejlvisning
efter justering| i sek. efter justering| i sek.
3 0.435 23 2.122
6 0.706 24 2.181
7 0.729 33 2.938
9 0.975 35 3.135
11 1.063 39 3.419
12 1.228 41 3.724
14 1.342 42 3.705
16 1.491 44 3.820
18 1.671 45 3.945
19 1.696 49 4.320

Vi vil nu vurdere den foretagne justering. Vi afbilder fgosenstaende data i et koor-
dinatsystem.
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w >

N
T

Fejlvisning i sekunder

0] 1‘0 Zb 3‘0 4b 5‘0

Dage efter justering
Ved justeringen kan man teenke sig 2 primeere fejlkilder. Rals nulstillingen veere
forkert, og dels kan hastighedsjusteringen veere forkégtled, at fejlvisningen gges

med et konstant bidrag hver dag. Hvis der ikke er andre fdgkj har vi derfor, at
middelfejlvisningen deri'te dag er

ults) = o+ B(t; — 1). (5.8)

Vi kan nu undersgge, omulpunktsindstillingen har veeret korrekt ved at under-
sgge, om linien (5.8) gar gennen0, 0). Hvis hastighedsjusteringen har veeret i
orden, vil 3 = 0 (5.8).

Vi er interesserede i at teste disse hypoteser ved hjeelplafezar regressionsanalyse-
model. Vi ser, at der kun foreligger &f; til hvert tidspunkt. Vi kan derfor ikke teste
hypotesen om linearitet, men ma forudseette den. Et blik péeigp. 462 viser, at lin-
earitetshypotesen ser rimelig ud. Vi forudsaetter endeidgrafleesningsngjagtigheden
er konstant, sa vi kan antage, at de stokastiske variabkahame varians.

Af figuren fremgar i gvrigt, at der ikke er meget hab om at faeateret en hypotese
6 = 0. Vianfgrer dog alligevel den fuldsteendige analyse.

Vihar N = k = 20 observationer. De ngdvendige summer, kvadratsummer 6g pro
duktsummer fremgér af nedenstaende skema.

[ x
s 490 | 44.645
sk 16324 | 130.322683
s2/k 12005 | 99.658801
sak 4319 | 30.663882
SP gt 1457.543
s8¢k 1093.803
sap 363.740
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Ved hjeelp af disse starrelser finder vi estimaterne

a = ;—En = QT/]{’ = 2.2323

po= Zpolh - s o (08422

Endvidere finder vi kvadratsummerne

saks = (w2 Bt —1))7 = sak, — Z2 = 0.030220
saks = (32 Y(ti —1)? = = 30.633662
sakg = sak, = 30.663882

Vi far herved variansanalyseskemaet

Variation SAK 7 | Test
Regressionslinien 30.633662| 1 | 18246
Omkring regressionslinien 0.030220| 18
Total 30.663882| 19

Da F(1,18)0.095 = 15.38, ser vi, at vi forkaster hypotesen om haeldninger- 0
endog seerdeles kraftigt.

Atundersgge, om liniep(t) = o + 3(¢ —t) gar gennent0, 0) svarer til at undersage,
oma — 3t = 0. Vivil derfor nu teste

Hy: a—p81=0 mod Hy: a—pt+£0.
Ifglge saetningen p. 457 er

& — Bt

\/JTQSAKQ\/% + SAtK,

underH/ (bemeerk, at: = N). Dette giver mulighed for at danne et seedvanligt t-test.
Vi far, at den observerede veerdi&fer

T =

€ t(k —2)

2.2323 — 0.08422 - 24.¢
/_ 323 — 0.08 3 _ g8

150030220,/ 55 + 9028

4319
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Det kritiske omrade ved test pa niveawaf /7, mod | er
C'={(r1, -, 220) |t <t(18)0y2 V't > t(18)1_0/2},

Ved test p& 5% signifikansniveau er de kritiske vaerdieg), o5 0g —t(18)0 o5, i.€.
-1.73 0g 1.73 henholdsvis. Da48 > t(18)n.9905 = 3.922, vil vi forkaste /|, pa alle
niveauer starre end 1%.

Sammenfattende kan det derfor siges, at savel justeringssifned som af nulstilling
har veeret ungjagtige. Estimatet for fejlvisningenlage efter justeringen er (malt i
sekunder)

f(t) = 2.2323 + 0.08422(; — 24.5)
= 0.1689 4 0.08422;.
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5.2.2 Sammenligning af 2 regressionslinier

Vi antager, at vi har givet 2 empiriske regressionslinigr,vo vil undersgge, om de
tilsvarende teoretiske linier

1. kan antages at veere parallelle

2. kan antages at veere ens.

Der er altsa givet uafhaengige, normalt fordelte stokastiskiable

Xij, =1, k, j=1,-- n;,
svarende til veerdierns | - - - | #;, og givet uafhaengige, normalt fordelte stokastiske
variable
Yis, i=1,-- h j=1.- m,;
svarende tiby, - - - , »,,. Viforudseetter, at
S5 I S ©9)
S N

Idet vi seetterV. — Yn, 0g M = ¥m;, har viifglge forrige afsnit estimatorerne

(3/1/ - ]\/[EE 17 - YGN(O/iﬂM)

5 _ ZZ(X “X)(ti—t)  _ SAP, 2
By = S i (1) = He € NG gir)
A Yi; =Y ) (vi—v _ SAPy, o2
By = ZZX(: 77,‘,;(7),;7)5))2 ) = SAR, © N(B,y, AKW)

Vi har 2 skan over?, nemlig

1

S2 = ——SAKu0 € a'\}(N —2)/(N —2)
v N -2
1
S2 = 5 SAK 02 € o’ X (M —2)/(M — 2).
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Disse samles til et feelles skan (eventuelt testes- 05 farst):

(N =2)S; + (M —2)s>

5?2 =
N+ M-—4

ea’*(N+M —4)/(N+ M —4).

Ifalge bemaerkningerne p. 463 er disse sk@n endvidere sigkaafhaengige, saledes
at vi pa saedvanlig vis kan dannéeststgrrelser.

Vi er farst interesserede i at undersgge hypotesen

Hor: Br =0y mod M Be # By

Ifalge de ovenstdende betragtninger er

~ o 2 1 1
Br — By € N{ Br — By, 0 (QA—Kf_FqA—K) 7

séledes at

Ty = B — By et(M+ N —4)

1 1
S SAK, + SAK,

underf7,;. Vi kan derfor danne et test pa niveawed at anvende det kritiske omrade

Cr={(r11,  Ynmy)|2r <M + N —4) 45
Voo > UM AN —4) o).

Hvis H,, accepteres antages, @&t og By er estimatorer for den samme (ukendte)
heeldningskoefficient = 5, = 3,.

Vi kan derfor danne et bedre skan oyk(i.e. et skan med mindre varians), nemlig

F SAK,f3, + SAK, 3, SAP,, +SAP,,

SAK, +SAK, = SAK:;+SAK,

Vi bemaerker, ap er et vejet gennemsnit & og By med de reciprokke varianser som
veegte. Det ses, at

« (;'2
peN (ﬁ’ SAK; +SAK7,) '



468 KAPITEL 5. VARIANS- OG REGRESSIONSANALYSER

Hvis vi har faet accepteré?, vil vi dernaest interessere os for hypotesen
Hgo: detolinier er identiske

mod alternativet, at de er forskellige.

Da linierne har samme haeldning, er de ens, hvis deres kalestan lig hinanden, i.e.
safremt

gy — Pt =0y — fu
eller
Oy — Oy
B = :
it —w

Dette udtrykker blot, at linierne er ens, hvis den linjeler forbinder tyngdepunkterne
(t, ;) 09 (v, v,) har samme heeldning som de oprindelige linier, jfr. vedstdende
figur. Som skan oves = (o, — «,)/(t — v) kan derfor anvendes

- X =Y
R —
, — v

og man finder, at

ﬁeN(ﬁ,ﬁ(%ﬂﬁ))

underH,,. Af Saetning 1.77, side 195, fglger, atog 3 er stokastisk uafhaengige og
uafhaengig af?. Derfor er

f-penN(0o 17(1—+1—)+1—
’ (t—v)?2\N M SAK; 4+ SAK,,
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09

. 1 1 1 g
7 = (B=B)/ (S[(t1))2(N+M)+SAKH-SAK7,] )
(N + M —4)

underf,,. Som kritisk omrade for et test pa niveatkan vi derfor anvende

Co ={(r11,, Ynmy )|z <H(M + N —4) /5
Voz > (M 4N —4) ).

Vi bemeerker, at den anvendte teknik kan udvides til at omfseimmenligning afr»
regressionslinier. | litteraturen omtales sadanne aralyfée sonmkovariansanalyser

Det skal sluttelig anfgres, at hvis vi forkaster et testdpr= o, kan problemet ikke
loses eksakt. Man kan finde en approksimativ lgsning, mea dieal vi ikke komme

ind pa her. Vi henviser blot til [25, p. 573].
Vianfgrer nu et illustrativt

EKSEMPEL 5.8.P4 et laboratorium gnsker man at sammenligne et giftstof emed
kendt standard for at fa et indtryk af det ukendte giftstofske. Man anvender fgl-
gende fremgangsmade. Man fortynder giftstofferne med vs@dnan opnar forskel-
lige (relative) koncentrationer. Derefter indsprgjtemnggftstofferne i laboratoriemus
og noterer, hvor leenge musene lever efter indsprgjtningen.

Ved undersggelsen fik man fglgende sammenhaeng mellemI§iplomaritmen til
overlevelsestiden i minutter og logaritmen til 10 gange @#ative koncentration. (Er-
faringen har vist, at det er hensigtsmaessigt at logaritméieresultaterne. Det sikrer,
at forudseetningerne for en lineeger regressionsanalysesftihelsvis) er til stede).

log,, (10-relativ | log,, (overlevelsestid)
koncentration) | Standard Ukendt prave
0.20 2.12 2.72
0.40 1.80 2.24
0.60 1.16 1.92
0.80 0.80 1.44
1.00 0.20 0.72

Vi indtegner disse data i et koordinatsystem og far fglgdiule
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a5l ° Standard
-5 = Ukendt pr.

log(levetid
N

6] 012 0.4 016 018 1

log(10 relativ koncentration)

Det ser ud til, at vi kan antage linearitetshypotesen fogkeanalyser. Vi udfarer der-
for en lineaer regressionsanalyse med henblik pa en seneraesdigning af regres-

sionslinierne. Vi forudseetter nu - og erfaringen fra ligheforsgg underbygger dette
- at ovenstaende observationer kan opfattes som reatisatid uafhaengige normalt
fordelte stokastiske variable, der tilfredsstiller lineatsforudseetningerne (5.9).

Vi anfarer beregningerne i falgende skema

t=wv Y T
0.20 2.12 2.72
0.40 1.80 2.24
Veerdier| 0.60 1.16 1.92
0.80 (.88 1.44
1.00 0.20 0.72
s 3.00 6.16 9.04
sk 2.20 9.8944  18.6944
sp 2.744 4.464
sak 0.40 2.3053 2.3501
sap —0.952  —0.960

Ved hjeelp af disse veerdier finder vi

saka, = 2.3501— L2802 — (461
saks, = 2.3053 — L2820 — (395,



5.2. REGRESSIONSANALYSER 471

og vi far da let falgende estimatorer

a, = ZM = 1.808
2 0.960 _
Be = —F55 = —2.400
2 = LML — 00154
Gy, = 8 = 1.232
2 _ 0.952 _
B, = —%22 = 2380
o 0.0395 _

Viundersgger nu, om det kan antagesrat= ;. Da

~2

F(3,3)050 < 22 = 1.16 < F(3,3)q.70,
T,
Y

vil vi acceptere hypotesen; = o, pé alle niveauer mindre erit)%, hvorfor vi vil
arbejde med denne antagelse i det falgende. Som et forisbanebver-? har vi da

1
57 = g(:%fri +367) = 0.014266 = 0.119”.

Vivil nu undersgge, om haeldningerne kan antages at veer®enobserverede veerdi
af teststgrrelsen er

3, — 3 —92.40 4+ 2.38
z = e =By _ + ~ —0.075.

svmm tan 011955

saky

Da
—0.26H = t(6)()‘40 < z1 < t(6)()‘5() = 0,

vil vi acceptere antagelsen om, at linierne har samme haajqhdi alle niveauer mindre
end80%. Som skan over den faelles heeldning har vi

~—0.960 — 0.952
= 707 939
0.40 + 0.40

Vi skal nu undersgge, om linierne kan antages at veere ens—Da(idett; — v; Vi),
kan viikke anvende den p. 468 beskrevne procedure. Vi har imidlettid, a

gy — ft=0y — [t & a, =,
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Da

0g
S? e a?* (2N —4)/(2N — 4),
er stokastisk uafhaengige (jfr. p. 457), er

—
1 1
S\/ %+~

under antagelset, = «,. Da

€ 4(6),

Oy — & 1.808 — 1.232
- Yy — ~10.8 > t(6)()‘9995,

1 2
sfi+L 0 /z

vil vi forkaste hypotesem, = «,. Vi ma altsd konkludere, at de 2 regressionslin-

ier er parallelle, men forskellige. | nedenstaende figurviandtegnet de parallelle

regressionslinier.
a

° Standard
* Ukendt pr.

log(levetid)
N

[¢]

[
T

(o] 0.2 0.4 t1 0.6 t2 0.8 1
log(10 relativ koncentration)

Vi vil nu opsummere de resultater, vi har fundet. ldet vi sgelibhgaritmen til over-
levelsestiden i minutter lige for det ukendte giftstof og li§” for den kendte standard
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og logaritmen til 10 gange den relative koncentration Jigar vi fundet

B(X,)
R(Y)

fe(t) = dn—pBE—1) = 1808 —2.39(t—0.6)
fy(t) = &y —B(t—1) = 1.232—-239(t—0.6).

12

Lgser vi nu ligningen

e = fie(t1) = f1y(ta),

Gy — Bt — 1) =y — B(ts — 1)
eller

v —dy 0.576
by = Sy —0.241.

2.39

ﬁ hE

Vi har altsé faet, at giftene har samme styrke (d.v.s. sanveavelsestid for musene),
hvis forskellen mellemog,, (10 gange koncentrationerne) er (konstant lig}41.
Dette svarer til, at den ukendte gift skal anvendes i en katnaton, der er

109247 — 1.74

gange starre end standarden for at have samme virkning some dei kan ogsa sige,
at den ukendte gift har den relative styrkel .74 = 0.57.

Til sidst bemaerker vi, at parallelliteten af regressianistine er en forudseetning for, at
man kan tale om den relative styrke. Hvis regressionslieidke er parallelle, er de
2 giftstoffer ikke direkte sammenlignelige. ¢

Hermed slutter vi behandlingen af problemet med sammeinkigaf regressionslinier
0g gar over til at betragte
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5.2.3 Regressionsanalyse med 2 uafhaengige variable

| regressionsanalysen benaevnes starrelserne- |+, deuafhaengige variable(hvor
forveksling med begrebet uafthaengige stokastiske varradtigrligvis er udelukket). |
dette afsnit vil vi generalisere modellen fra afsnit 5.2.&dn1 observation for hver
t-veerdi til fglgende.

Der er givet stokastiske variable

2

R

Vi antager, at,’erne

1. er stokastisk uafheengige
2. er normalt fordelte

3. har samme varians’.

Endvidere forudseetter vi, at der er givet nogle starreiset, og 3, saledes, at mid-
delveerdien af de stokastiske variablger

B(X;) = pti = a+ G1(tin — 1) + Ga(tin — 12), (5.11)

hvor
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Saetter vi
k k 1 k
SAKy, = > (ty )" =) 15— O ty)® =12
i=1 i=1 =1
k

SAP:,., = Z(fm*h)(hszz)

k 1 & k
= ;hﬁg - E(Efﬂ)(;fﬂ)
k
SAPi. = Y (hj—1;)(Xi = X)
i=
k k

i=1 i=1

k 1
= YotXi- Qo)X i=12
i=1 '

har vi falgende analog til seetning 5.9.

SETNING 5.11.Maximum likelihood estimatorerne for parametrene i rela¢in (5.11)
er givet ved

samt ligningssystemet

HSAK,,  + [2SAP,., = SAP..,

j ; 5.12
B1SAP ., 4+ BaSAK:, = SAP.,,. ( )

Bevis.Seetningen falger ved direkte regning. ]

BEMERKNING 5.8.Ligningssystemet (5.12) som kaldasrmalligningerne, kan ikke
altid lgses. Der er netop 1 lgsning, hvis determinanten

Dﬁtg — SAKt1SAKt2 - (SAPﬁt?)Q

er forskellig fra 0. v

Hvis man er interesseret i at undersgge,&im= 3, — 0, kan man ved en spaltning af
den totale variation komme frem til fglgende variansaregitema
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Variation SAK I Test
Regressionst . . SAKa/2
planen SAKs = [i5APys + 025AP,, 2 SAK:/(k—3)

k

Omkring SAK, = Z()@ — X = By (i1 —11)

regressions- P k—3
o 2
planen ~ Batin — t2))
k
Total SAK, = D (Xi— X)’ k1

i=1

Her har vi anvendt betegnelserBd K, og SAK; for at bevare analogien med det
endimensionale tilfselde (jfr. skemaet p. 456). Som skenevanvendeS A K. /(k —
3).

Vi skal ikke g i detaljer med den multiple regressionsas@lynen blot konstatere, at
resultater og metoder fra den endimensionale analyse idsttaekning kan overfares.

Vi slar nogle af begreberne fast ved hjeelp af

EKSEMPEL 5.9.1 nedenstaende tabel er udbyttet (i % af det maximalt opgdgli
af en proces anfgrt som funktion af reaktionstemperaturéR)(og meengden af en
katalysator (malt i % af hovedreaktanten)

Katalysator| Temperatur| Udbytte
0.05 200 80.9
0.05 250 67.3
0.05 300 60.9
0.05 350 60.6
0.10 200 85.9
0.10 250 72.2
0.10 300 61.1
0.10 350 56.3
0.15 200 89.3
0.15 250 76.4
0.15 300 64.1
0.15 350 60.8

Vi vil undersgge dette materiale ved hjeelp af en regresaimaigse. Vi benaevner
katalysatormeaengderne (0.05, 0.10, 0.28), v21, w1 0g temperaturerne (200, 250,
300, 350) 3, 123, v32, v42. Viantager nu, at udbyttet kan opfattes som realisationer
af uafhaengige normalt fordelte stokastiske variable- - - | X5 med

E(X;) = a+ G (vin — v1) + Ba(via — v2)
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09

Vi vil estimere parametrene, 3;, 3> 0og«>2. For at fa en lettere numerisk behandling
indfagrervifori = 1,--- 12

Y; = X;—50
7‘,“ = Vi1 - 20
tiQ = ?)7;2/50.

| regressionsmodellen med de nye uafhaengige varigbtay ¢, kaldes haeldningsko-
efficienterned; = 2 og 3, = 50-.

Beregningerne af summer, kvadratsummer og produktakégelimmer fremgar da af
folgende skema

t 1o Yy
1 4 30.9
1 5 17.3
1 6 10.9
1 7 10.6
2 4 35.9
. 2 5 22.2
Veerdier 9 6 1
2 7 6.3
3 4 39.3
3 5 26.4
3 6 14.1
3 7 10.8
s 24 66 235.8
sk 56 378 H986.72
sak 8 15 1353.25
SPy¢ 492.5 11644
Sy - St 5659.2 15562.8
sap,, 209 —1325
SPy4 132
St - St 1584
sapy 0
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Dasap,, = 0, bliver normalligningerne til bestemmelsef og 3, seerligt simple, og
vi taler om enortogonal regressionsanalyse. Ligningerne bliver

8- 20.9
5.8, = —1325.

Lasningerne bliver &benbart

(81, 34) = (2.613, —8.833),

hvorfor
B = 20-8 52.26
Go = 53-8 = —0.1767

Daz = 69.65, far vi altsa falgende udtryk for den empiriske regresgiars

f(vr,vs) = 69.65452.26(1 — 0.10) — 0.1767(v5 — 275)

113.01 + 52.26v1 — 0.1767vs. (5.13)

Denne plan er indtegnet i figur 5.1.

Vi vil nu undersgge, om planen kan antages at veere paralkl(mew-)-planen, i.e.
om (531, 32) = (0,0). Ved hjeelp af det p. 475 anferte skema far vi let felgende vari
ansanalyseskema

Variation SAK | f P Test
Regresionsplanen1224.98 | 2| 612.49 | 42.98
Omkring 12827 9| 14.25
regressionsplanen

Total 1353.25 | 11

Den kritiske veerdi for testet f3; , 32) = (0, 0) ved test pa 5% niveau €12, 9)o o5 =
4.26.

Da42.98 >> F(2,9)0.9995 = 19.9, vil vi faktisk forkaste hypotese(p;, 82) = (0, 0)

pa alle niveauer starre ed)005. Vi kan altsd ikke med rimelighed antage, at ud-
byttet er uafhaengigt af katalysatormaengden og reaktiomseaturen. Til brug for
forudsigelse af et udbytte ved en bestemt kombination alfsdtormsengde; og
reaktionstemperatus, kan vi anvende (5.8), hvis, er af stgrrelsesordenen 5-15% og
vy af stgrrelsesordenen 200—-330(hvor undersggelsen er foretaget).
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100

Udbytte
Q
(@]

(o]
o

0.2

300 0.1

Temperatur 400 0 Katalysatormgd.

Figur 5.1: Plot af udbytte mod temperatur og katalysatornigt er anvendt faglgende
betegnelsero angiver observation over flades. angiver punkt pa fladen: angiver
observation under fladen.

Variansen pa én maling estimeres til

~2 | 2
0t = 12897 =14.25 =377

Det er muligt at undersgge forudsaetningen for regressiahgsen lidt nsermere. Safremt
disse holder, vil foé = 1,--- | k

1;()(7; —a— Fi(vi1 — 1) — Ba(vin — 1)2)) € N(0, 1),

Hvis vi derfor beregner de tilsvarende estimerede stearels
. 1 . . .
z; = ;()C —a = Bi(vi — 1) — Ba(vin — v2)),

vil de veere approksimativii(0, 1)-fordelte, hvis linearitetsforudseetningen og nor-
malitetsforudsaetningen holder. Disse stgrrelser er tinfi@denstaende skema. | ske-
maet er medtaget de ngdvendige beregninger for udarbejafets fraktildiagram.
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80.9 | 80.28 | +0.62 | +0.16 0.041 —1.74
67.3 7145 | —4.15 | —1.10 0.125 —1.15
60.9 | 62.61 | —1.71 | —0.45 0.208 —0.81
60.6 | 53.78 | +6.82 | + 1.81 0.292 —0.55
85.9 [ 82.90 | +3.00 | +0.79 0.375 —0.32
72.2 17406 | —1.86| —0.49 0.458 —0.11
61.1165.23 | —4.13 | —1.09 0.542 0.1
56.3 (5639 | —0.09| —0.02 0.625 0.32
89.3 [ 85.51 | +3.79 | +1.00 0.708 0.55
76.4 | 76.67 | —0.27 | —0.07 0.792 0.81
64.1 1 67.84 | —3.74 | —0.99 0.875 1.15
60.859.00 | +1.80| +0.48 0.958 1.74

Vi tegner enwq, ve-plan, hvor vi ved hvert punktyq;, v2;) angiver den tilsvarende
veerdi afz;. Vifar da falgende figur

4001
3501 x+1.81 x—0.02 x+0.48
3001 x—0.45 x—1.09 x—0.99
N
>
2501 x—1.10 x—0.49 x—0.07
2001 x+0.16 x+0.79 x+1.00
150 . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Med det ringe antal observationer taget i betragtning evaieskeligt at papege nogen

udpraeget systematisk i fortegns- og stgrrelsesvariatiaf@isse "normerede resid-

ualer". Et fraktildiagram at, - - -, z, p& normalfordelingspapir ser ud som vist pa
tegningen p. 481.

De standardiserede residualét,, i = 1,2,---,12, er afbildet paxz-aksen og de
tilsvarendey-veerdier er standardiserede normalfordelingsfrakiiley hvorp; = (i —
0.5)/12. Pa sakaldt 'normalpapir’ far afbildningen ogsa det vistseende.

Dette viser heller ingen systematisk afvigelse fra den aterfordeling. Sammenfat-
tende ma vi derfor sige, at de for regressionsanalysen mdihyeforudsaetninger synes
at veere til stede. ¢
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(o] 1
Standardiserede residualer mod N(O,1)—fraktiler

Med dette eksempel har vi afsluttet gennemgangen af régnsséalysen. Vi har kon-
centreret os om den endimensionale lineaere regressidysang antydet en udvidelse
af teorien til flere dimensioner. En anden mulig udvidelsatebetragte andre mid-
delveerdifunktioner end de lineeere, f.eks. polynomier elksponentialfunktioner. Vi

skal ikke komme ind pa disse emner, men henvise til de i eéemme anfarte veerker
om emnet.
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5.3 Tests for varianshomogenitet

Vi afslutter kapitlet med et afsnit om nogle af de mest barggttests for homogenitet af
flere (end to) varianser. Denne hypotese har veeret antafyddidpr alle de modeller,
der har veeret omtalt i dette kapitel.

| forhold til andre antagelser, som ligger til grund for (i3aearians— og regressions-
analyser er antagelsen om varianshomogenitet meget begyfnld. Derimod er det i
praksis mindre veesentligt, f.eks. om data er eksakt noort#ft; det er i reglen fuld
tilstraekkeligt, at de tilfeeldige afvigelser mellem midekelrdimodel og data fordeler
sig symmetrisk eller naesten symmetrisk omkring 0, samtegtidte optraeder vilde’
afvigelser (sakaldte outliers) i data.

5.3.1 Bartlett's test

Vi betragter uafthaengige normalt fordelte stokastiskeatdei

XU j=1,-- n, 7:]77k
med

B(Xy) = .

V(X)) = o Vi, j.

Vi gnsker at teste
HO: (;'%:---:0’% mOd H1: 3777(”?#”?)

Vi har da falgende

SATNING 5.12 (BARTLETT ). Kvotienttestet pa niveau for test af 7, mod 17, er
forn; — oo, ---,np — oo asymptotisk sekvivalent med testet givet ved det kritiske
omrade

k
C={(rnn o mn)Flog. s — 3 Filog, 5% > (k110

i=1
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Her er

1
so= — 12()(7:,7*)(77)2
n; — .
=1
2 1 2
CR— ?Eﬁ;s”.

Bevis.Fglger ved at opskrive kvotientteststgrrelsen for tegedernaest anvende seet-
ning 3.3, p. 323. ]

BEMARKNING 5.9.Testet er ret fglsomt over for afvigelser i form af asymméi
den normale fordeling, sdledes at en eventuel forkastalsskyldes en saddan afvigelse
og ikke, at varianserne er forskellige. v

Vi giver et eksempel

EKSeEMPEL 5.10.Vi betragter de i eksempel 5.1 og 5.2 anvendte data. | deml-ensi
ede variansanalysemodel vi dér anvendte, forudsatte varetnserne af de tilfeeldige
afvigelser mellem forventningsveerdier og data var ense 4ligrupper. Da denne
forudsaetning er af afggrende betydning, vil vi vise, hvibekedette undersgges.

Vi supplerer beregningsskemaet til variansanalysen med

SAKq | fi | 5% [log. S5
18175 | 5| 3.635 | 1.2906
38.040 | 5| 7.608 | 2.0292
7813 | 5| 1.563 | 0.4466
4 | 9.908 | 42477 | 0.9070
Total | 73.936 | 19

2O N —| =,
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Vi finder nu let

Yfilog, 57, = 22.4596

73.936
2
57 = = 3.891
? 19

19log, s> = 258147

b = 925.8147 — 22.4596
~ 3.36.

Dax?(4 — 1)o.70 = x*(3)o.70 = 3.67 > 3.36, vil vi derfor acceptere hypotesen om
0} = ... = o2 pa alle niveauer mindre e%. Den i eksempel 5.2 gjorte antagelse
ma derfor siges at have vaeret rimelig. ¢

5.3.2 Andre tests for varianshomogenitet

Vi anfarer farst en saetning, som falger af den centrale greemslisaetning

SETNING 5.13.Med de i afsnit 5.3.1 anvendte betegnelser har viferl,---  k, at
Vn; — 1[log, 57, — log_ /] asymptotisk € N(0,2)

for n, — oo.

Bevis.Forbigas u

Dette kan anvendes til et test Afmod H; thi af seetningen far vi, at

Z777f77*1

. . 2
7; = log, S, approksimativt € N (loge ol ) ,

saledes at vi blot skal undersgge, om middelveerdierhenormalfordelinger med
kendte varianser kan antages at veere ens. Idet vi sagter — 1) = a7, kan vi
som kritisk omrade ved test pa niveawanvende

Ch = {(1‘117“' 7mknrk)|2(%)2211_ > 5_72)2 > XQ(kWa}-

a2 g
i
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Her er teststarrelsen fremkommet ved den seedvanlige apsyal

| S 2\ (N AY
7_2_(7 21/@?) (%) s (Z_)

)

Vi skal ikke komme ind p& begrundelsen for, at det kritiske@es stgrrelse bestemmes
ved fraktiler i y2-fordelingen.

Dette test, hvis originale idé skyldes D.G. Kendall og Battlstammer i den her viste
version fra [37, p. 272]. Det udmeerker sig ved ikke at veeresksbt som Bartlett's
test overfor mindre afvigelser fra forudsaetningerne onopaervationerne er normalt
fordelte. Vi kan her indskyde, at heller ikke variansanaipe er fglsomme over for
moderate afvigelser fra normalitet (men meget fglsomme fareinhomogene vari-
anser).

EKSEMPEL 5.11.Vivil nu anvende det nys konstruerede test pa det samme datam
teriale som i det foregdende eksempel. Vi samler beregmed@edenstdende skema.

n; | a? a; 7l =log, S, | Zl/al | 7Z!/a;
6 10.410.6325 1.2906 3.2265 | 2.0405
6 10.410.6325 2.0292 5.0730 | 3.2082
0.4 ] 0.6325 0.4466 1.1165 | 0.7061
5 10510.7071 0.9070 1.8140 | 1.2827

SR NG
>

Heraf far vi nu

S = 05
N (Zifai)’ = 16.6001
N 7ljal = 11.2300.

Vi beregner nu let teststgrrelsen

1
2= 16.6001 — 5 511.23002 = 3.33,

.

d.v.s. et resultat, der ligger meget teet op ad det i eksempélfiindne. Da vi skal
sammenligne med den samme frakti3-fordelingen, vil vi derfor komme til samme
konklusion, nemlig at varianserne kan antages ens. ¢
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Til slut vil vi neevne et test, der er mere hensigtsmaessigs, Vivmistaenker en enkelt
af varianserne for at vaere starre end de gvkigel. Det bygger pa teststarrelsen

max(S% 3T S?k)
' 5.14
>, 5149
Testet skyldes Cochran og kreever ydermere, at - - - — n;,. Tabeller over fordelin-

gen af (5.14) findes bl.a. i Techniques of Statistical Anal{s947).
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5.4 Fordelingsfrie tests

| dette afsnit skal vi kort omtale nogle fordelingsfrie ma¢o, der kan anvendes i situa-
tioner svarende til simple varians- og regressionsanaigdeller. Indledningsvis vil vi
kort omtale forskellige former for maleskalaer. Det viMaligodtgjort, at nogle af disse
ngdvendigvis farer til, at man ma anvende nogle ikke-pataske metoder, nemlig de
sakaldte rangtests.

5.4.1 Maleskalaer

Nar man foretager almindelige, fysiske malinger som f.akgeje nogle emner, tillader
man sig e.g. at beregne gennemsnitsveegte af emnerne, alaudtaler sig om, hvad
veegten af halvdelen af et emne vil vaere (nemlig det halve}.n#n foretager disse
tilsyneladende uskyldige operationer, underforstar nmameget vigtig ting, nemlig at

de reelle tals struktur ésomorf med strukturen af den fysiske genstand, der males pa.
At dette ikke trivielt er opfyldt, kan det fglgende - masket s@gte, men ret simple -
eksempel vise.

EKSEMPEL 5.12.Ved en sortering af nogle farvede emner knyttes for simpiihe
skyld tallene 1, 2, 3 og 4 til de forekommende fire farver. Reset af opteellingen
kan eksempelvis veere

1,1,2,1,4,3,3,4, 2,4.

En svag sjael kunne muligvis da fale sig fristet til at beregeenemsnittet af malingerne.
Dette er Ing%. En s&dan operation er selvfglgelig ganske uden meningfubdne
gennemsnit kan pa ingen made karakterisere populatiorfarvatle emner. ¢

Det ovenfor anfgrte eksempel illustrerer en maling foretagn sakaldhomial-skala
eller enklassifikationsskala En maling i en sadan skala bestar i, at maleobjektet
klassificeres som hgrende til netop erk &finanden udelukkende klasséy, - - - , Ay,

k € N. Den eneste relation, der er involveret hegavivalens i.e. at alle medlemmer

af en bestemt underklasse ma veere sekvivalente, hvad angégeieskab, der klassi-
ficeres efter. Vi betegner sekvivalensrelationen med ligtegphet=. Ved malingen

er det selvsagt principielt ligegyldigt, om vi i eksempel kalder rad for farve nr. 1
eller gran for farve nr. 1. Det vaesentlige er blot, at der tiéthfarve svarer netop et
tal. Dette kan ogsa udtrykkes, at de strukturbevarendsfemationer netop er alle
bijektive afbildninger .

Denne simple struktur influerer selvfalgelig ogsa pa de detoder kan tages i an-
vendelse ved en statistisk analyse. Hvis man vil beskriveaatisynlighedsmal pa
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en nomial skala, kan dette ikke ske pd samme méade som ved efifilerdt pa den
reelle akse. Som "beliggenhedsmal" kan vi anvende fordefisgodus i.e. angive
den klasse, der har den starste sandsynlighed. Boiationsmal kan vi anvende
entropien. KaldesP(A;) = p;, defineres entropien ved

H(p17“' 7pn) = 7Zp7logap77
i=1

hvorlog, betegner en logaritmefunktion med vilkarligt grundtaDet kan vises, at

1 1
max H(p17 7p77r) = H(_7 7_)
P1, P n n
0g
min H(pr,---,p,) = H(1,0,---,0).
P1y P

Af disse relationer udledes, at entropien virkelig er eeamleligt variationsmal. Yder-
ligere oplysninger om entropien kan e.g. findes i [32] el&§][

Efter et forsgg med malinger i en nomial skala vil man somiregeagte den stokastiske
variable( X, - -- | X,,), der angiver antallet af udfald i de forskellige klasser.

(X1,---, X,) vil veere polynomialt fordelte, og estimation og testningefgdr som
omtalt undetestimation og testning i binomial- og polynomialfordelingen.

Hvis det er muligt atangordne de emner, vi maler, siger vi, at vi maler pédinal-
skala. En sadan foreligger f.eks., nar man klassificerer soldzfter militaer rang,
nar man klassificerer bgrn efter intelligens etc., etc. | ehnal-skala foreligger der
foruden den simple sekvivalensrelation = ogsa en ordnitagiya, som vi kan skrive
<. Hvis vi vil transformere malinger, der er foretaget i eninad-skala, ma vi tage
hensyn til denne, saledes at de strukturbevarende tramsfioner bliver denonotone
afbildninger.

En sandsynlighedsfordeling, der er defineret pa en ordikala, kan selvfalgelig delvis
beskrives ved de mal, der er omtalt under nomiale skalaen Iiggenhedsmal kan
vi endvidere anvendmedianenog som variationsmaforskelle" mellem fraktiler ,
f.eks. angive, hvor mange klasser, der ligger melféi¥i- og 25%-fraktilen.

Efter forsag med malinger i en ordinal-skala vil man som Irbgéragte de stokastiske
variable, der angiver observationefag i den totale stikprgve, i.e. observationens
nummer, hvis disse er ordnet efter "starrelse". De testmgtddekommer pa tale, er
de sakaldteangtests
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En mere struktureret maleskala er den sakdftrval-skala. Den fremkommer, nar
man foruden en rangfalge blandt malingerne ogsa hafsgtand mellem to vilkarlige
malinger. For at sikre skalauafheengighed males afstarafeest relativt til afstanden
mellem to faste punkter, i.e.

d(=,y)

dol=.9) = 3000

Der forudseettes ikke noget "naturgivent" nulpunkt. De gtrchevarende transforma-
tioner er deaffine afbildninger. Et eksempel pa malinger i en intervalskala er f.eks.
temperaturmalinger. En affin afbildning mellem to aekvinédemaleskalaer er e.g.

9
=204 32,

.

der giver sammenhaengen mellem malinger i Fahrenheit- agjuSetkalaen.

Sandsynlighedsmal pa en intervalskala kan beskrives vegedeanlige beliggenheds-
og spredningsmal, nemligiiddelvaerdi og varians. Som stokastisk variabel anven-
des saedvanligvis blot den afbildning, der angiver maletalen given skala (f.eks.
afbildningen, der feres00°C — 500). Forsgg med malinger i intervalskala farer
til de saedvanlige statistiske modeller som f.ekamalfordelingsmodeller og andre
kontinuerte sandsynlighedsfordelinger defineret pa hele den reelke Rks

Hvis man pé en intervalskala har et naturgivent nulpunldy taan om ematio-skala.
En sadan foreligger f.eks. ved veegtmalinger eller ved tieistalinger. De struk-
turbevarende transformationer erlaeezere afbildninger. Som eksempel kan angives
overgangen fra malinger i engelske fod til meter, i.e.

' =0.3048m

Sandsynlighedsmal pa en ratioskala (NB. kun den positiydde foruden ved de szed-
vanlige beliggenhedsmal og spredningsmal ogsa beskraebdersakaldte geometriske
mal, nemliggeometrisk middelvaerdi og geometrisk standardafvigelse Disse de-
fineres preecist ved

g = expi{E(log, X)}

exp{+/V(log, X)},

Og

naturligvis forudsat, at forventningsveerdierne eksestefForsgg med malinger i en
ratioskala farer til de modeller, man kenderpa, nemlig'-fordelingsmodeller og
logaritmiske normalfordelingsmodeller.
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5.4.2 Invarians og rangtests

Som det fremgar af det foranstdende, har vi velegnedetihésnetoder til at behan-
dle maleresulater i de forskellige skalaer bortset fra mg@i i ordinale skalaer.

De strukturbevarende afbildninger er her de monotonediliiger, d.v.s. der er ingen
grund til at skelne mellem szet af maleresultater, der kuigafwed en monoton trans-

formation. Lad os eksemplificere det for at ggre meningenkhal. Ved malinger af
en gruppes (sociale) status kunne man f.eks. have faetfidgaalinger

1,2,7,9

i en given ordinal skala. Nu er der intet afstandsbegreb &elars, s& man kunne lige
sa godt have anvendt en skala med de kvadrerede veerdier. ll®anain have faet
veerdierne

1,4, 49, 81.

Det er nu indlysende, at de statistiske analysemetodenskes at anvendekal give
samme resulatat, hvad enten vi bruger den ene eller den ahderto skalaer.

Dette kan udtrykkes, at vores metode skal vaevariant under gruppen af mono-
tone transformationer.

Lad os f. eks. betragtmstikprgvesituationen i.e. lad der veere givet indbyrdes uaf-
haengige observationer

X, Xy

0g
Vi, V.

Fordelingsfunktionen foX’er er F og for Y'er Gi. Vi vil teste hypotesen
Ho: F=G mod Hi: F<G, F#£G,

Det kan da vises, at @variant test er en funktion af observationernes rangveerdier.
SeettesX;’s rang i den totale stikprave lig, kan man specielt betragte tests, hvor det
kritiske omrade er givet ved

h(r) 4+---+h(r,) <e,
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hvor h er en monoton afbildnindt. — R og ¢ er en passende konstant (givet ved
signifikansniveauet).

Veelgesh lig identiteten, fas det kritiske omrade

{(m17"‘7ym,)|7°1 —|—---—|—7“n<(3}7

d.v.s. hypotesen forkastes, hvis summerkarnes rangveerdier er lille, svarende til,
at X'erne fortrinvis er de mindste i den totale stikprgve. De#st erWilcoxons
tostikprgvetest, jvf. p. 383.

Defineresh ved

h(r) = &~ (ﬁ)

fas det kritiske omrade

(o, ,ym>|i¢1 (m) <o)

Dette test er det sakaldieverse normalvaegtstestller van der Waerdens test jvf.
p.377.

Disse tests, der bygger pa observationernes rangveeralieéeskangtests og de er de
eneste tests, der er invariante under monotone afbildnikiyés man derfor foretager
malinger pa en ordinalskala eller pa en skala, der prinkigoelt kan veere kontinuert,
men hvor man ikke har mulighed for at fastlaegge enheder sévden kan udbygges
til en intervalskala, da bgr man i testsituationer kun adeerangtests.

| det fglgende skal vi give en kort omtale af nogle rangtedts, naturligt supplerer
de tidligere givne resultater angadende fordelingsfrieonhet Udvidelserne vil anga
situationer, der svarer til simple varians- og regressinalysemodeller. Mere kom-
plicerede analyser ma sgges i litteraturen. Her kan vi arf@s#], [53] og [44].

5.4.3 Kruskal-Wallis’ test

Med dette test er vi i stand til at analysere en model, deesvdrenensidet varians-
analyse model Teststarrelsen bygger pa rangveerdier, og det ma derfod$esttes, at
data mindst er malt p& en ordinal skala. Hvis dette ikke aetidet, kan man anvende
y2-test for homogenitet a polynomialfordelinger
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Der foreligger observationer

X1, -+, X1, med kontinuert fordelingsfunktiork,

Xg1,--+, Xgn, med kontinuert fordelingsfunktiof .
Vi er nu interesserede i at teste
H()Z F]:FQZZFk

mod alternativet, af’erne er forskellige. Vi gnsker dog, at testet iseer skal iadre
somt over for afvigelser i placeringen af fordelingerne.(deres medianer) og mindre
folsomt over for moderate afvigelser i skalaparametreetrianser).

Teststarrelsen, vi vaelger, bygger pa, at samtlige obseneatrangordnes, og dernaerst
erstattes enhver observation med dens nummer i den tot@endning. Hvis fordelingerne
er ens, ma man formode, at summerne af rangene i de forskgligoper er nogen-
lunde lige store. Hvis dette ikke er tilfaeldet, forkastepditgsen.

Idet vi seetterN = Y.n, 0g R; — summen af rangveaerdierne for déte gruppe, bliver
teststarrelsen

ko p2

12 R
H= —— —X —3(N +1). A
) 519

Det kritiske omrade ved test pa niveaer

C = {11, -, 2pn,|h > hi_s},

hvor i er "den observerede veerdi" Bf og h1 _, er1 — a-fraktilen i fordelingen aff
underH,,.

For moderate veerdier &fogn; er FI's nulhypotesefordeling tabelleret. Ellers ma man
benytte falgende

SETNING 5.14.UnderH, er i giveti (5.15) approximativi?(k — 1)-fordelt.

Bevis.Forbigas. [ |

Hvis der er mange sammenfaldende observationer (de sékildyf, ma man korrigere
teststagrrelse® . | de fleste tilfzelde vil det vaere tilstraekkeligt at tildelepigaeldende
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observationer gennemsnittet af de rangvaerdier, der korpdeale. Hvis f.eks. de
3 mindste observationer er ens, tilordnes de hver rangese®ii= (1 + 2 + 3)).
Hvis der er mange "ties", ma vi dog justeiieyderligere.

Lad der eksempelvis vaeregrupper med sammenfaldende observationer, og lad an-
tallet af observationer i disse grupper vare - - ,#,. Vi skal da dividere den stgrrelse
H, der beregnes pa ovenfor naevnte made, med stgrrelsen

Yt 1)

12
N3 — N

Da denne korrektionsfaktor er mindre end 1, vil den beregnedrdi af teststarrelsen
blive forgget. Hvis vi derfor har en signifikant veerdi uderthave korrigeret, vil dette
blot blive endnu mere udtalt efter en korrektion.

Til belysning af forholdene giver vi nu et

EKSEMPEL 5.13.Vibetragter de i eksempel 5.1 p. 413 anfarte veerdier oveinkial
holdet i nogle ggdninger produceret i 4 forskellige omgamgen fik falgende data

Batch
A B C D
11.9| 159 139 15.6
9.0|17.2| 146 | 18.3
10.2| 21.0| 16.1| 14.6
85| 17.1]| 149 16.9
13.6| 19.0| 13.7| 14.7
11.3| 23.2| 124

Vi vil analysere disse data ved hjeelp af Kruskal-Wallist1&4 finder rangveerdierne

A B C D
5| 15| 9 14
2| 19|105] 20
3| 22|16 10.5
1| 18| 13 17
71 21| 8 12
4| 23| 6
Total | 22 | 118 | 62.5| 73.5

Som en kontrol bemaerkes, at

1
224 118+ 62.5 4 T3.5 = 276 = 723(23 + 1).
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Den beregnede veerdi &f bliver

12 r?
h = —— 4 _3(N +1
REETP I vk

12
= 53 24(222/6 +118%/6 +62.5%/6 + 73.5%/5) — 3 - 24

= 17.84.

Korrektionen for ties er - da der kun er observeret en gruppa to elementer

S -t,)=2"-2=6

1%
d.v.s.

6

=1
233 — 23

Korrektion= 1 — = (0.9995.

2024
Den korrigerede veerdi & er derfor

17.84

e = — o~ 17.85.
kor. = 179995

Dax?(3).9995=17.7, forkastes hypotesen om, at de 4 fordelinger er ensei tilfelde
pa alle niveauer stgrre eridd005. Det bemaerkes, at dette resultat i gvrigt er praecis
det samme, som vi fik under anvendelsé afestet i eksempel 5.1 p. 413. ¢

BEMAERKNING 5.10.Det er anfart, at Kruskal-Wallis’ teststgrrelse iseer esdet
over for afvigelser i fordelingernes beliggenhed og mirarer for eventuelle afvigelser
i varianser. Som illustration af dette kan vi anfgre noglastauerede data, alle med
median 0 og forskellige spredninger.

1) —20, -8 -4, -2 2 4, 8 20
2) —9, -5, -3, —1, 1, 3, 5 9
I = NS

Disse rangordnes, og vi far

1) 1, 3, 5, 9, 16, 20, 22, 24
2) 2,4, 7, 11, 14, 18, 21, 23
36, 8 10, 12, 13, 15, 17, 19.
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For alle 3 grupper har vi, at rangsummene er lig 100, d.v.siskal-Wallis teststar-
relsen bliver 0. Dette ma dog ikke forlede en til at tro, at laaser" ingen betydning
har; men eksemplet understreger dog, at teststarrelsen(iiddvendigvis) er meget
falsom over for inhomogeniteter i "varianser". v

BEMARKNING 5.11.En mere appellerende made at komme til teststarrelsen pa er
folgende. Vi bemeerker farst, at

idet det er lig summen af alle rangveerdier, i.e.llig- 2 + - - - + N. Gennemsnittet af
samtlige rangveerdier er altsa

N +1

1N
R=——
2

v (N+1)=

Vi beregner nu kvadratafvigelsessummen

. 3
13

hvor R, /n; jo er gennemsnittet af rangvaerdierne i déa gruppe. Vi har

S (B k) = (B Y

. &) .
13 13

R2
= Zﬂ7 ;*NRQ
R N
= — (N 41)?
n; 4

Vi finder dernaest, at

12 R; ? 12 R? _
mzn (ffR) = mz —3(N+1)=H.

A n A Ty
2 v 2 ’

Vi ser altsa, at Kruskal-Wallis’ test netop svarer til atdan ensidet variansanalyse pa
rangveerdierne i stedet for pa selve observationsmateriale v
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5.4.4 Friedmans test

Dette test er et rangtest, der svareFtilestet forforsvindende sgjleeffekti en ensidet
variansanalyse med én observation pr. cell&der findes generaliseringer til mere in-
dviklede variansanalyser, men det skal vi ikke komme indesd. h

Situationen er den, at der er givet uafheengige observatione
X117‘ : '7X1m
Xz; R Xl:cmv
der har kontinuerte fordelingfunktioner
F117“‘7F1m
Fk:1 v Fk:,m-
Vi gnsker nu at teste, om fordelingerne i hver enkelt reeklansri.e.
Fio=--=Finm
Hy: .

Fpn=---=Fpp

mod alle alternativer.

Vi rangordner observationerne i hver raekke og finder sumrhesmgveerdierne i hver
sgjle:

B0 Ry, o0 By
Bpv, .. By, .. B,
Total: Ri,..., R;,..., Bm

Vi bemeerker, at raekketotalen altsa ertigm + 1)/2 =14 -- - + m.

Ideen i testet er s&, at hypotesen forkastes, Ryisrne er meget forskellige, thi da ma
der eksistere sgijler, hvor vi e.g. har meget store rangegetdiorfor vi ma antage, at
de pagaeldende sgijlers fordelinger afviger meget fra dgesri
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For at bestemme et rimeligt mal for "ensheden" af rangBnebetragter vi deres
afvigelser fra gennemsnittet af rangveerdierne. Dettdesiets

ZR—— -(m+1) = w,

saledes at
~ 12k
$* =3 (R, - R)? ZRQ—mRQ R mim k-
7=1

Et fornuftigt test forkaster nu fos? stor. Det er dog mere almindeligt at betragte
stgrrelsen

B 12 - 12 “ k(m+1)\°

¢ = km(m—|—1)s km(m—|—1);<37 2
= 12 zm:}?? 3k 1 (5.16)
o ]{7777,(777,4—1)7':1 g ((m+1). :

Det er denne stgrrelse, der seedvanligvis benagiedmans teststarrelse Teststar-
relsens fordeling undef/,, er tabelleret form — 3 og k& — 2-9 samtm — 4 og
k = 2—4. Hvis man har et stgrre materiale, kan man benytte

SATNING 5.15.Under H, er teststarrelsen (5.16) approksimagiv{m — 1)-fordelt.

Bevis.(Heuristisk) Da stgrrelserné; er summer af uafheengige, stokastiske variable,
vil de veere asymptotisk normalt fordelte, hvorfor en kvéslren af disse vil veere ap-
proximativty?-fordelt. Antallet af frihedsgrader er lig antallet af ledhms 1, da vi har
det linezere band

Viillustrerer nu metoderne i det fglgende

EKSEMPEL 5.14.Vibetragter de p. 423 anfgrte data over kartoffeludbytet mogle
markforsgg med forskellige ggdningstyper. Resultatemigt(i kg) blev



498 KAPITEL 5. VARIANS- OG REGRESSIONSANALYSER

Ggdning
Mark
A B C D E
1 310 353 366 299 367
2 284 293 335 264 314
3 307 306 339 311 377
4 267 308 312 266 342

Problemet er nu at undersgge, om gadningstyperne kan amsassf hvad angéar ud-
bytte. Vi opfatter derfor resultaterne som realiseredeldddf uafheengige, kontinuert
fordelte, stokastiske variable med fordelingsfunktioner

Fia, Fin, Fic, Fin, Fir, i=1,--,4
og vi undersgger antagelsen ved at teste
Ho:  Fija=--=Fn, i=1,---.4

ved hjaelp af Friedman'’s test. Vi rangordner observatiomehver raekke og far

A B C D E
2|12 3 5 1 4
>>18 10 17 6 19
Teststarrelsen (5.16) bliver nu
12
C'= (644100 4+ 289+ 36 +361) — 3-4-6=13

DaP{x?(4) < 13} ~ 98.8%, forkastes hypotesen ved test pa niveau (approksimativt)
a>1.2%.

Til sammenligning kan anfgres, at det analoge F-test i Heddltforkaster foro >
0.05%.

Havde vi blot undersggt typerne A, B og D, havde vi faet fattgerange
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A B D
172 3 1
212 3 1
3|12 1 3
412 3 1
> 18 10 6
og teststarrelsen ville veere blevet
12 (6441004+36) —3-4-4=2
4-3-4 ' ' -
Ifglge tabel erP{C' > 2.0} = 0.431, d.v.s. hypotesen accepteres for
a < 43.1%.

¢



500 KAPITEL 5. VARIANS- OG REGRESSIONSANALYSER

5.4.5 Rangkorrelationskoefficienter

Vi skal i dette sidste afsnit angive to stagrrelser, der, igm den almindelige korrela-
tionskoefficient

_ Cov(X,Y)
VI VYY)

skal veere et mal for den sammenhzeng, der er mellem 2 stddeagtisableX ogV i
den forstand, at de skal angive et mal for, i hvilken udstigekatore (sma) veerdier af
den ene variable er forbundet med store (sma) vaerdier afrilamavariable, men de
pageeldende mal skal veere invariant under ordensbevamamdgéarmationer.

Vi betragter en 2-dimensional, stokastisk variab®l Y) med fordelingsfunktionen
F(x,y). Lad (X1,Y7) 09 (X, Y3) veere uafhaengige og identisk fordelte med samme
fordeling som(X, V). Vi har da

DEFINITION 5.3.Ved Kendalls korrelationskoefficient - = r(X,Y) forstas ster-
relsen

T = P{X1<X2/\S/1 <Y2}—|—P{X1>X2/\S/1 >Y2}
—P{X1 < Xo A1 >V} —P{X; > Xu, AV, < Vsl

Vi ser, atr virkelig er en starrelse af den sggte art. DelsEx, V) = 7(f(X),g(V)),
hvor f og ¢ er monotont voksende, og dels ser virat 0, hvis X ogV er stokastisk
uafhaengige, at = 1, hvis sandsynligheden, for & og Y er i "modfase”, er lig
0, og atr — —1, hvis sandsynligheden, for & og Y er i "medfase", er lig). De
sidste relationer geelder kun for kontinuert fordelte valeaog de fas ved at betragte
identiteten

T = PIX4i < Xa AV < Yo} +PIX1 > X0 AY) > V5)
+P{X1 < Xo AT > Vol + P{X; > X5 AV <V}

Det ma indskeerpes, at relationen= () = X ogY uafhaengigetkke er gyldig. A

Det kan bemaerkes, at vii en todimensional normalfordelarg h

T = — arcsin p.
T
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Vi gar nu over til problemet med estimation af Lad der veere givet uafhaengige
observationer

(Xh%)ﬁ" 7(Xn7yn)-

Vi betragter nu stgrrelsen

S= S, =) signX, — X;)signy; - v;),

i<
hvor
1, hvisz >0
signz) = 0, hvisz=0 .
—1, hvisz <0

Hvis vi ordnerX'erne i stigende raekkefglge, bliver

S== signy; — ;).

i<

Vi bemeerker, a5 er uafhaengig af, om vi anvender selve observationerne tathér
deres rangveerdier. Det kan nu vises, at

25
n(n—1)

T=T, =
er etcentralt sken over r. Estimatorerr,, kaldes ogs&endall’s rangkorrelationsko-
efficient.

Hvis = = 0, er ¥'s (0g S,,’s) fordeling uafheengig af observationernes fordelingr Fo
enkelte veerdier af er fordelingen afs tabelleret. Det skal praeciseres,s& fordeling

er symmetrisk, nadr = 0.

Disse resultater kan anvendes ved test af hypotesen

Hy: =0 mod Hy: 1#£0.

For stagrre veerdier af kan man anvende resultatet i
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SATNING 5.16.HvisT =0, er

2n + 1
7, asymptotisk eN(072(”74'5)))_

9-n(n—1

Bevis.Forbigas. [ |

EKSEMPEL 5.15.Man har anmodet 2 smagsdommere om at ordne 4 forskellige gl-
bryg efter smag. Man fik falgende resultat.

Bryg A B C D
Dommerl | 3 4 2 1
Dommerll| 3 1 4 2

Vi omorganiserer data, saledes at dommer I's resultaterfert stigende raekkefalge

Dommerl |1 2 3 4
Dommerll |2 4 3 1

Vi er interesserede i at erfare, om der er nogen sammenhadhegnmuke to dommeres
resultater, og vi veelger at belyse dette ved af Kendall's

Den observerede veerdi &fer
s=—((1-2) 4+ (2-0) + (1-0)) = -2,

hvor e.g. tallet(2 — 0) forklares ved, at der under talletfor dommer | star etl ud
for dommer Il. Vi ser s4, at der til hgjre for detteer 2 observationer mindre eddbg
0 observationer stgrre edd Vi finder dernaest

= —0.33.

Af tabel fas, atP{S < —2} = P{S > 2} = 0.375, d.v.s. en hypotese, om at—=
0 ville blive accepteret pa alle niveauer < 75%. Med det foreliggende materiale
er der altsa ingen grund til at postulere, at der er udtalinsanmaeng mellem de to
smagsdommeres vurderinger af gltypernes smag. ¢

BEMERKNING 5.12.Der eksisterer formler for korrektion for ties, men for moate
antal ties er det tilstraeekkeligt at anvende midtrange (ddsn saedvanlige gennem-
snitlige range) og ikke korrigere herfor ved fastleeggefsietkritiske omrade. v
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Det i det foregaende anfarte test for hypotesea ( kan ogsa anvendes som et test
for "trend" (tendens), hvis vi er i den situation, at'erne ikke opfattes stokastiske,
men som faste tal, og vi gnsker at undersgge,Yoarne vokser eller aftager med
X, jvf. regressionsanalysen. Beregningerne og fordelirrgeher uforandrede, men
resultaterne ma selvfglgelig tolkes pa en ganske anden.made

EKSEMPEL 5.16.1 nedenstdende graf og tabel er anfart antallet af solgsopbiler
i USAi arene 1960-67.

Ar 60 61 62 63 64 65 66 67
Antal (imio.) | 6.7 55 69 7.6 78 93 86 74

101

mio. stk.

60 62 64 66
tid

Vi vil undersgge, om der er et trend i disse data. Vi benyttetest, som ovenfor

diskuteret. Vi finder

s = ((1-6)4(0—6)+(0—5)+1-3)+(1-2)+(2-0)+(1-0))
—~ 16

Ifglge tabel e{S > 16} = 3.1%, d.v.s. en hypotese om, at der €] er trend til stede,
vil blive accepteret ved tests med niveau< 6.2% (nemlig ved tosidet alternativ:
3.1%+3.1%=6.2%). ¢

Et andet mal for rangkorrelation skyldes [52]. Vi betragtmm uafhaengige observa-
tioner

(X17S/1)7"' 7(Xn7yn)7
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0g Vi seetter
T'g(Xi) = Si
rg(Vi) = T
Vi har da
DEFINITION 5.4 (S’ EARMAN’S RANGKORRELATIONSKOEFFICIENT ). r, for ob-
servationern¢X,vy), ..., (X,,Y,) er givet ved
oS = ST =T

5

Y R Gk

d.v.s. som den empiriske korrelationskoefficient mellersevbationernes range. a

Det falger, at-, tilfredsstiller den almindelige korrelationsulighed

1< r, <1.

I modseetning til skannet over Kendall'sr er det derimod vanskeligt umiddelbart
at give en sandsynlighedsmaessig fortolkning-afd.v.s. den er ganske vist et mal
for sammenheengen melleM’erne ogY'erne. men ikke estimat for nogen simpel
parameter i den simultane fordelinggfog V.

Der findes forskellige uligheder, som forbinder de to mal.eERanielsulighed

3(n+2)_ 2n+1
P IUh L PRGN
- n—-2 n—2 -

(se f.eks. [33]). Denne bliver for store veerdiemdil
—1<3F 20, < 1.

Der findes andre forbindelser mellemog r,, men vi skal ikke komme videre ind
herpa.

Indfarer vi starrelsen

D= i(% — T,
i=1
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kan det vises, at

60

3_p’

re=1—
n

at fordelingen aff> er symmetrisk orri%, atd < D < £(n* —n), og atD kun

antager lige veerdier. Den er tabelleret pa side 512 fet 11. Fordelingen er givet
under forudseetning af, at der ikke er nogen sammenhaengmmgller og Y’er. Den
kan derfor bruges ved test af hypotesen

Hq: ingen sammenhaeng mellekiier og Y'er
mod

H, : der er en sammenhaeng

EKSEMPEL 5.17.Vibetragter data fra eksempel 5.15 og finder
d=(1-2"+2-4)"+3-3"+¢A-1)"=14

Forn = 4 er symmetripunktet4® — 4) /6 = 10, sa vi finder
P{D > 14} = P{D < 6} = 0.3750,

og vi kan derfor acceptere en hypotese om forsvindende sahay forr < 75%,
den samme veerdi som i eksempel 5.15. Den observerede ve8piafman’s; bliver

614
" 60

EKSEMPEL 5.18.Vender vios mod data i eksempel 5.18 fas fglgende rangveéodie
data i tabellen

rg(X;) @ 1,2,3,4,5,6,7,8,
rg(V;) : 2,1,3,5,6,7,8,4.
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Dette giver anledning til fglgende veerdierdabg r,:

d = 174+1240°4+ 12417417417 447 =22,
6- 22

re = 1— =().738.
504

Af tabellen findes
P{D < 22} =0.229,

d.v.s. en hypotese om tilstedevaerelse af et trend vil vedlsedédt test blive accepteret
pa alle niveauer mindre end lig med 4.58%, igen i rimelig emestemmelse med ek-
sempel 5.16. ¢

Hvis antallet af observationer overstigdrkan man ikke benytte tabellen. Man kan da
anvende

SETNING 5.17.Under antagelsen om manglende sammenhaeng méllenog Y 'er
er DD approksimativt normalt fordelt med

n- —n
BD) =
772(77 + 1)2(77 -1
V(D) = 2
Bevis.Forbigas. Se f.eks. [38]. [ |

BEMAERKNING 5.13.Ved anvendelse af seetningen bgr man have in mente, at fordel
gen er koncentreret pa dige tal, sdledes at der anvendeskemtinuitetskorrektion .
Forn = 8§ fas f.eks.

P{D <22} = P{D<23}
P{N(84,1008) < 23}

23 — 84
) = d(—1.921) = 0.0273
(31.749) ( )

BEMAERKNING 5.14.Afslutningsvis kan anfgres, at man i tilfeeldet med ties lagia
med de tilsvarende anfgrte tests kan anvende midtrangeddrgyennemsnitlige rang
for de indgaende ties. \4
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5.4.6 Tabeller

Pa de naestfglgende sider er anfart en reekke tabeller tiiedignalyse af rangordnede
data.

Tabellerne vedrarer

Kruskal-Wallis’ test p. 508
Friedman'’s test p. 510
Kendall'st p. 512
Spearman’s p. 513
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Tabel over sandsynligheder for veerdier, der er stgrre dadligf med de observerede

veerdier i Kruskal Wallis’ ensidede rangvariansnalyse.
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1
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a®
=S
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1Fra Kruskal, W.H., and Wallis, W.A. 1952.
Use of ranks in one-criterion variance analysis.

J. Amer. Statist. Ass., 47, 614-617.
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Tabel over sandsynligheder for veerdier, der er stgrre dadligf med de observerede

veerdier i Friedman’s tosidede rangvariansanalyse
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—O
B BB R T RO RIRNESIBASS
O 5,000LNMMN——OOOC 5500000900000
— S 'O000C00000
o L T
O AN TIOONTIONNOOND N~
O B LXOOLONGLOONRSVUS B Sovor©
ONIOOLNOOOLNNKOLNONR = 51 HOOLOOONDND

(OFT == mm st T ©00 . - ~OLNOLOONONO
TNNNEOIILOOOD T 55003 = 2 (i ONOND

AT < <H©O00

Ll b |
©
%OS4166M%

=] < HLOLOWOSIOOMN-00OX

Ol MINENT RINT RHSBINIONSS
CONOLNMNN—HHOOOON 55006660
1 T oo

o
OLALAOLOLOLOOLALOLOLOOLD OO
OO NONONNNNON LS, oo

T AN OGO - SANONS
——iam<to©
i

i

<© QAN

O <00OOLONAIAILNAIN O MIN-NMO
B ORI ELINNHOONTHOO

OO0
COREIMNHHECORRCSSSSS

OO0 —HOHOMTONL
0%5407217204105%H%%m
PNRTOONMONOA-OR 1ASRS
ANNEIIFLOONN00D S i
N

™

—ALON-—1

OWOOOONTANNADNOLOHO

OLOTI<MLOOS NLON—HOOO0O

OO NHHOOOOOO0O

CMOMMOOMMMOMOMMO
OMOMMOOMMMOMOMMO

AN T LOON0OOYON
i

2Taget fra Friedman, M. 1937. The use of ranks to avoid theragtian of normality implicit in the

analysis of variance. J. Amer. Statist. Ass., 32, 688-689.
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Tabel over sandsynligheder for veerdier, der er stgrre did led med observerede
veerdier afS i Kendall's rang korrelationskoefficient.

S n S n |
4 5 8 9 6 7 10
0 .625 .592 .548 .540 1 .500 .500 .500
2 375 .408 452 .460 3 .360 .386 431
4 167 .242 .360 .381 5 .235 .281 .364
6 .042 117 274 .306 7 .136 191 .300
8 .042 .199 .238 9 .068 119 242
10 .0083 .138 179 11 .028 .068 .190
12 .089 .130 13 .0083 .035 .146
14 .054 .090 15 .0014 .015 .108
16 .031 .060 17 .0054 .078
18 .016 .038 19 .0014 .054
20 .0071 .022 21 .00020 .036
22 .0028 .012 23 .023
24 .00087 .0063 25 .014
26 .00019 .0029 27 .0083
28 .000025 .0012 29 .0046
30 .00043 31 .0023
32 .00012 33 .0011
34 .000025 35 .00047
36 .0000028 37 .00018
39 .000058
41 .000015
43 .0000028
45 .00000028

3

Fra: Kendall, M.G., Rank correlation methods,
Charles Griffin & Company, Ltd., London, 1948,
Appendix Table 1, p. 141
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Tabel over veerdier , der er mindre end eller lig needordelingen afl i Spearman’s
rangkorrelationskoefficient.

4Fra[38]
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d P d P d P d P d P d P d P
N =2 |12 .0240 60 .2504 80 .1927| 64 .0334 . . |116 .0729
0 .5000 14 .033162 .2682 82 .205Q0 66 .0367 . . |118 .0773

16 .044064 .2911 84 .2183 68 .0403 . . |120 .0817
N =23 |18 .054866 .3095 86 .2315 70 .0441 12 .0000 122 .0865
0 .1667|20 .0694 68 .3323 88 .2467| 72 .0481f 14 .0000 124 .0913
2 .5000 22 .0833 70 .3517 90 .2603 74 .0524 16 .0001126 .0964
24 .1000 72 .376Q 92 .2759 76 .0569 18 .0001 128 .1015
N =4 |26 .117974 .3965 94 .2905 78 .0614 20 .0001130 .1070
0 .0417/28 .1333 76 .4201 96 .3067, 80 .0667| 22 .0002 132 .1125
2 .1667|30 .1512178 .441Q 98 .321§ 82 .0720 24 .0003 134 .1183
2 .2083 32 .1768 80 .4674 100 .3389 84 .0774 26 .0003 136 .1242
6 .375034 .197882 .4884 102 .354(0 86 .0831 28 .0005138 .1304
8

0

4583 36 .2222/84 5116104 .371§ 88 .0893 30 .0006 140 .1365
541738 .2488 —— |106 .387§ 90 .0956 32 .0007 142 .1431
40 2780 N =9 (108 .4050 92 .1022 34 .0009 144 .1496
N =5 |42 2974 0 .0000 110 .4214 94 .1091 36 .0011 146 .1566
0 .0083144 .3308 2 .00001112 .4400 96 .1163 38 .0014 148 .1634
2 .0417/46 .3565 4 .0001 114 .4558 98 .1237 40 .0016 150 .1708
4 .0667/48 .3913 6 .0002 116 .4742100 .131q 42 .0020 152 .1780
6 8
8

.1167|50 .4198 .0004 118 .4908 102 .1394 44 .0023 154 .1857
1750/ 52 .4532110 .0007 120 .5097 104 .1478 46 .0027/156 .1932
10 .2250 54 .481712 .001(Q 106 .1564 48 .0032158 .2012
12 .2583 56 .518314 .0015 N =10 [108 .1652 50 .0037/160 .2091
16 .0023 0 .0000 110 .1744 52 .0043 162 .2174
16 .3917 N =8 (18 .0030 2 .0000/112 .1839 54 .0049164 .2255
.0000 20 .0041 4 .00001114 .1935 56 .0056/ 166 .2342
6
8

18 4750 O
20 .525Q0 2 .0002(22 .0054 .0000| 116 .203H 58 .0064 168 .2427
4 .0006| 24 .0069 .0001| 118 .2135 60 .0072170 .2517
N =6 | 6 .001126 .008§ 10 .0001 120 .2241 62 .0081172 .2604
0 .0014 8 .0023 28 .0107 12 .0002 122 .2349 64 .0091 174 .2697
2 .0083 10 .0036/30 .0127 14 .0003 124 .2459 66 .0102176 .2787
4 .0167/12 .0054 32 .015 16 .0004 126 .2567 68 .0113 178 .2883
6 .0292 14 .007734 .0184 18 .0006 128 .2683 70 .0126 180 .2975
8 .051416 .0109 36 .0214 20 .0008 130 .2801 72 .0139182 .3073
10 .0681 18 .0140 38 .0252 22 .0011{132 .2918 74 .0153 184 .3168
12 .087520 .018440 .0294 24 .0014 134 .3037 76 .0168 186 .3269
14 .1208 22 .0229 42 .0333 26 .0019 136 .3161 78 .0184 188 .3366
16 .1486 24 .0288 44 .0380 28 .0024 138 .3284 80 .0201190 .3469
18 .1778 26 .034746 .0429 30 .0029 140 .341Q 82 .0220192 .3568
20 .209728 .041548 .0484 32 .0036 142 .3539 84 .0239194 .3673

30

.0481/ 50 .0540 34 .0044 144 .3665 86 .0260196 .3773
24 281932 .057552 .0603 36 .0053 146 .3795 88 .0281198 .3879
26 .3292 34 .0661j54 .0664 38 .0063 148 .3925 90 .0304 200 .3982
28 .356936 .0756/56 .073§ 40 .0075 150 .4059 92 .0328 202 .4090
30 .4014 38 .085558 .0809 42 .0087 152 .4191 94 .0354 204 .4192
32 .4597/40 .0983 60 .0888 44 .0101 154 .4329 96 .0380 206 .4302
34 500042 .108162 .0969 46 .0117 156 .4458 98 .0409208 .4406
44 121564 .1063 48 .0134 158 .4592 100 .0438210 .4516
N =7 |46 .1337/66 .1149 50 .0153 160 .4730 102 .047Q 212 .4621
0 .0002/ 48 .1496 68 .1250 52 .0173 162 .4865104 .0502214 .4731
2 .0014/50 .1634 70 .1348 54 .0195164 .5000 106 .0534216 .4837
4 .003452 .1799 72 .1456 56 .0219 108 .0571 218 .4947
6 .0062 54 .194774 1563 58 .0245 N =11 |110 .0609220 .5053
8
0

.0119/56 .213976 .1681 60 .0272 0 .0000/ 112 .0647
.0171§58 .2309 78 .1793 62 .0302 2 .0000| 114 .0688




Kapitel 6

Beslutningsteori

Et af de spargsmal, der treenger sig mest pa efter vor genmenajaspecielt testte-
orien, er, om der findes en rationel metode til bestemmelseraheligt niveaur. Det
er ikke altid tilfredsstillende blot a priori at fastleeggetdil e.g. 5%, selv om det i
praksis ofte er den veerdi, man uden videre overvejelsereragdigy sadan metode kan
man i nogle tilfaelde konstruere ved hjaelpdafcisionseller beslutningsteorien isaer
hvis man er i besiddelse af en tabsfunktion, i.e. hvis marr&agordne forskellige fe-
jlbeslutninger og angive, hvor meget vaerre det er at begéjkéenid en vilkarlig anden.
Det ligger uden for denne fremstillings rammer at give enatghindfaring i den statis-
tiske beslutningsteori. P& den anden side ville vores gagang af vigtige statistiske
principper og veerktgjer vaere ufuldsteendig, hvis man ikkafitydet Igsningerne pa
sadanne problemer. Vi vil her omtale nogle vigtige begrélaten statistiske beslut-
ningsteori, i.e. den gren, der bergrer de tilfeelde, hvofaletigger observationer, som
er realiserede udfald af stokastiske variable. Den renaldi&kspilteori vil derimod
ikke blive omtalt. Her kan henvises til f.eks. [39].

6.1 Generelt om beslutningsteori

Som antydet indledningsvis vil vor gennemgang veere af cande karakter: saet-
ninger og definitioner vil ikke altid blive anfgrt med den mgatiske stringens, man
kunne gnske, idet en sadan fremstilling ville veere ungdigg tog omfattende til vort
formal.

515
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6.1.1 Definitioner og metoder

Viantager, at vi er i den situation, at vi skal traeffe beshuder, der afheenger af meeng-
den aftilstande

Q= {06 € Q}, (6.1)

de sakaldtgparametre. Disse (naturens) tilstande er ukendte for os. Vi ved, lvilk
muligheder der er, nemlifg, men vi ved ikke, hvad den relevante veerdiadr. De
muligebeslutningervi kan antage, eaktionerne

A ={ala e A}. (6.2)

Det er naturligvis ikke underordnet, hvilken aktion vi vaalgdet der er knyttet ¢ab
til valget af en aktioru, hvis den sande parameterveerdé enemligT.(é, a), hvor

L: OQxA—=R (6.3)

altsa er tabsfunktionen. For at kunne treeffe den "rigtigetiaing foretager vi - med
henblik p& at skaffe os oplysning afn+ et eksperiment hvis udfald er en stokastisk
variabel

X = (X0, Xo). (6.4)

Fordelingen af udfaldet afheenger af, hvilken parameteedavolveret. Hvis param-
eteren e#), har X frekvensfunktionen

Hrr, - 2al6) = f(20). (6.5)

For at bestemme den aktion, vi vil tage efter at have kornrstiatielfaldetr, definerer vi
beslutningsfunktioneneller strategien

d: R" = A, dvs. d(z)=d(x, -, 2,) € A (6.6)

Hvis man gnsker en konkret situation som et eksempel til l&oikg" af begreberne,
kan man anvende fglgende

EKSEMPEL 6.1.En fabrikant, der vil markedsfare et nyt produkt, er i tvigphvilket
navn han skal give produktet, hvilken emballage han skatrew etc. For at skaffe
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sig et overblik over, hvad hans potentielle kunder villeetogekke, bekoster han en
markedsundersggelse, og pa basis af udfaldet af dennertizafi sit valg af navn,
emballage etc. Her svarer hans potentielle kunders ofsfattel tilstandene? og et
konkret valg af navn og emballage til en aktien Det er naturligvis ikke underord-
net, hvad produktet hedder, og hvordan emballagen ser ud.Kdaderne foretraekker
rade aesker, og varen salges i gule, vil fabrikanten ikke tg@nmeget, som hvis han
havde valgt rade sesker. Der er altsa knyttet ef t@ha) til enhver tilstand og enhver
aktion. Markedsundersggelsen svarer naturligvis til ekegentet, og udfaldet af un-
dersggelsen afhaenger naturligvis af den mening, kundeméédd. Endelig veelger
fabrikanten jo navn og emballage pa basis af undersggelstakl, i.e. fabrikanten
har en beslutningsfunktioh ¢

Vi vender nu tilbage til den almindelige situation. Formateed en "rationel" beslut-
ningstagen ma veere at vaelge de aktioner, der i en eller ardsemde forstand mini-
maliserer vort tab. Med henblik pa dette definaisiofunktionen .

S0, () ()

.OF L(6,d(x))f(x|0) dx

— 00

R(0,d) = Py (L(F),d(X))) - (6.7)

hvor vi selvfglgelig anvender summen, hwWis = (X,---, X,,) er diskret, og inte-
gralet, hvisX = (Xy,---,X,) er kontinuert. Risikoen er altsd det forventede tab,
hvor vi tager forventningsveerdi over de mulige udfald aft\eksperiment. Vi vil nu
sgge at bestemme en beslutningsfunktion, der bevirkeoraisiko R bliver lille. Hvis

vi kan finde etd,, sa viforalle 4 og alled har

R(6,do) < R(9, d),

er dy uniformt bedre end alle andreog ma derfor foretraekkes. Nu viser det sig imi-
dlertid, at det er yderst sjeeldent, et sddanieksisterer. Langt hyppigere har vi en
situation som antydet i nedenstaende figur, hvor risikaofionkernes grafer skaerer hi-
nanden
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Her er det vanskeligere at vaelge en beslutningsfunktign.dr R (-, d;) mindst, if,
R(-, d2) etc. En mulig lgsning pa dette dilemma er at veelge den fagsigtrategi/ ,
idetd, har den egenskab, at den maksimale risiko, vi lgber, er mindBg. Vi taler
om enminimax-strategi, og definitionen er altsa

DEFINITION 6.1.Strategien/; siges at veere eminimax-strategi, hvis

supR(#,dq) = igfsup R(4,d), (6.8)
9 g

eller, hvis ekstremumsveerdierne antages

mgaxR(F),dﬁ = mdin mHa,XR(F),d). (6.9)

| ovenstaende figur vit, vaere minimax-strategien.

I mange situationer vil parameterérvariere stokastisk. Hvis man f.eks. har en au-
tomatisk tappemaskine, vil den faktiske fyldehgjde flaskerne formentlig falge en
fordeling med indstillingshgjdeft som middelvaerdi. Vi seetter frekvensfunktionen
for X lig f(x|#). Nar man nu hver morgen indstiller maskinen til at give fyidp
dend, vil dette veere forbundet med nogen usikkerhed (jfr. afshidtm compound
fordelinger). Vi kan derfor opfatte den faktiske indstillié som det realiserede ud-
fald af en stokastisk variabé}, og den usikkerhed, der ligger i veerdien@fkan vi
udtrykke ved en frekvensfunktion

g(f), HeQ, (6.10)
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den sakaldte priori fordeling for ©.

Nar man nu har malt fyldehgjden i en flaske, ville det mulidalde én ind at sparge,
hvor godt har man nu indstillet maskinen, i.e. hvad kan jeter @t have malfy - sige
om@'’s fordeling?

Hvis vi forudseetter, at bad® og © kun antager endeligt mange veerdier, kan vi mere
konkret sige, at vi sgger déretingede fordeling

P{O = 0|X =z} = k(0]z).

Her kank let bestemmes, idet vi jo har

P{O=0|X =2} = PHO=0}n{X ==})

P{X ==z}
P{X = 2|6 = 0}P{© =4}
P{X ==z}
i(19)a(0)
) (6.11)

hvorh(z) er givet ved

h(z) =P{X =a} =) f(x[6:) = g(6:),

)

jfr. seetning 1.70 p. 189. Vi bemeerker i gvrigt analogien &yBs regel (p. 38).

Den saledes fremkomne betingede frekvensfunktion kadessteriori fordelingen
for © givetobservationerX — ». Generelt vil vi blot definere a posteriori fordelingen
ved udtrykket (6.11), d.v.s.

DEFINITION 6.2.Lad © veere en stokastisk variabel med (a priori) frekvensfumktio
g(f),ogladX = (X4, -, X,) veere en stokastisk variabel, der for giget= 4 har
frekvensfunktionefi(x|#). Da defineres posteriori fordelingen  for © givetX = =
ved

, (6.12)
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hvor
[ f(x]0)g(0)do, hvis® type K
hiz) = { -
(=) S f(=]0)g(8), hvis © type D.
4
Vi bemaerker, at ogs@ kan veere flerdimensional. A

Af hensyn til senere referencer anfgrer vi nogle nyttigaarpra posteriori fordelinger
i nedenstaende skema:

A priorifordeling | Fordeling afX | A posteriori fordeling
for © for© =46 af® for X ==
Be(a, 8) B(n,6) Be(o+ 2,8 +n— )
G(k, B) P(h) Gk +, 527)
N(Nv(f?) N(ﬂvTQ) N(ﬂh”%)

| skemaet er anvendt betegnelserne:

ulo? +x/r?
fr = /o2 4+1/72
1
P

Bevis.Vi viser f.eks. resultatet fofz (&, 3)- fordelingen. Vi har ifglge resultatet p. 189,

at
=50 () ()

d.v.s. ifglge definitionen (6.12)

_ LR ,%ﬂ _g 2IT(k) L (147 z
k(9|7‘) = Wﬁ_kﬂ e T'P 71“(.1:4—]47)(14—6) <—ﬁ )

1 <ﬁ+ 1) + ghte—1,—0(8+1)/8
T(x+ k) 3 7
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hvilket netop er teetheden for &m(x + k, ﬁ%)—fordeling. De gvrige vises analogt.
[ |

BEMARKNING 6.1.Hvis man indfagrer vendingepreecisionenfor den reciprokke
varians, ser vi, at a posteriori preecisionen i det normébelde er summen af a priori
preecisionen og observationens praecision, og a postetiddietvaerdien er det vejede
gennemsnit af a priori middelveerdien og observationen maxtigionerne som vagte.
Vi ser i gvrigt, at a posteriori fordelingen i alle tre tilfdel er af samme art som a priori
fordelingen. En a priori fordeling og en stikprovefordelimler har denne egenskab,
kaldeskonjugerede v

Vi vender nu tilbage til vort oprindelige beslutningspreinl. Hvis vi er i besiddelse af
en a priorividen on®, som kan udtrykkes ved en a priori fordelipgvil det naturligvis
ikke veere rimeligt at se bort fra denne merinformation, nanrskal traeffe en beslut-
ning. Vi vil naturligt foretraekke strategiet som er sddan beskafne, at risikdg(, d)

i en eller anden forstand er lille i punktérder har stor sandsynlighed for at indtreeffe.
Vi indfarer derfor den sakaldt@ayes-risiko

[R(0,d)g(0)do  © af type K

r(g,d) = E(R(©,d)) = QZ R(0,d)g(f) © aftypeD

(6.13)

d.v.s. Bayes-risikoen er middelrisikoen, hvor vi altsa teget forventningsvaerdi over
de mulige parameterveerdier.

DEFINITION 6.3.Ved enBayes strategid; forstar vi en strategi, der minimaliserer
Bayes-risikoen, d.v.sl; er en Bayes strategi, hvis og kun hvis

r(g,dy) = irf]lfr(g, d).

Hvis man leder efter en Bayes strategi, skal man altsa miitenar(g, d). Dette er
ofte besveerligt, hvorfor vi omskrivet(g, d). Vi betragter f.eks. tilfeeldet, hvak er
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kontinuert, ogd er kontinuert. Vi har da, idet vi udelader graenserne i irgkgne, at

god) = / R(0, d)g(0) do

// L(0, d(2))f(2]0) da g(6) d6
_ // L(0, d(2))f(2]0)g(0) O do
/h(m) / 1.(0, d(2))k(0]) d0 da
/h(m) Fy (L((—),d(m))) dr.

Vi har her anvendt (6.12) og forudsat, at det er tilladeltgimbytte integrationsorde-
nen. Vi ser nu, at e, der for ethvert: minimaliserer det inderste integral, naturligvis
ogsa minimaliserer dobbeltintegralet og dermgd d). Vi har derfor falgende

SETNING 6.1.Under visse (milde) regularitetsforudseetninger bestesrBages strate-

gien punktvis ved at minimalisere

S 1(0,d(x))k(A]x)dd 6 af type K

e (1.(60.4())) = { S, L(0,d(x))k(6]z) © aftype D (6.14)

BEMERKNING 6.2.Fodtegnetr i F, angiver, at der er tale om middelveerdien i a
posteriori fordelingen. Hvis vi udtrykker (6.14) verbdiy vi, at Bayes strategien er
den strategi, der for ethvertminimaliserer det forventede tab. v

Vivil nu illustrere de indfarte begreber ved hjeelp af et maksempel. Da eksemplet
er ret omfattende, formulerer vi det som et seerligt afsnit.

6.1.2 Eksempel pa analyse af et beslutningsproblem

Det eksempel, vi skal gennemga, er en simplificeret verdienhease fra [45].

Den texanske oil wildcattéMr. Jones stér i den situation at skulle vaelge mellem enten
selv at bore efter olie pa en ranch, han har anskaffet, etgessine boringsrettigheder.

lwildcatter: A person who drills for oil in territory not knawto be oil bearing, p. 2092 Webster's New
Twentieth Century Dictionary of the English Language, sek, Cleveland and New York 1971.
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Vi kalder disse mulige aktioner, ogas, i.e.

ay: atbore selv
as:  at saelge boringsrettighederne.

Nu afhaenger gevinsten ved at bore naturligvis af den maeriggeer er det pageeldende
sted; men for simpelheds skyld betragter vi kun to tilstaneéelig

61: ingen olie til stede
6, : olie til stede.

Man regner a priori med, at sandsynligheden for, at der erdst pagaeldende sted, er
20%. Denne a priori sandsynlighed er resultatet af en meengdeajetser vedrgrende
olieforekomster i naerheden, omradets geologiske karakter Vi har altsa a priori
fordelingen

g(h) = 03
g(f) = 0.2

Mr. Jones, som er en erfaren oliemand, regner med, at handabe

1.500.000%, hvis han seelger olierettighederne, og der findes olie elalter et sékaldt
opportunity loss (eller regret), idet der jo ikke er tale om direkte omkostninger, men
betydelige indtaegter, dels fra salget af borerettighedjatals fra afgifter af den ind-
vundne olie. Tabet er blot et udtryk for den sum, han kunne ltjiant mere, hvis han
havde valgt den i denne situation optimale beslutning, igeatlbore selv. Tabet ved
den optimale beslutning seettes derforliger.

Hvis der ingen olie er, lider Mr. Jones nogle konkrete tab. isHhan seelger sine
rettigheder, taber haih.000.000% (bl.a. grundet den merpris, han har givet ud over
ranchens landbrugsmaessige veerdi af den formodede tistedise af olie), og hvis
han borer, har han yderligere omkostninge2 g 0.000$.

Mr. Jones veelger derfor at treeffe sine videre beslutningédrgsis af tabsfunktionen
givet ved

1.(6, o) a s
bore selv| seelge

61 (ingen olie) 300 100

65 (olie) 0 150

Vi skal ikke komme neermere ind pa at begrunde rimelighedéalir det urimelige
i) Mr. Jones'’ valg af tabsfunktion. Vi ngjes med at konstatat det generelt er meget



524 KAPITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

vanskeligt at opstille en sadan, idet der jo ofte kreeves,at skal kunne vurdere de
gkonomiske konsekvenser af ikke trufne beslutninger ufatéiold, om hvilke man
ikke ved, om de opstar.

Far Mr. Jones tager sin beslutning, kan han fa foretaget kkersismologiske under-
sagelser til yderligere belysning af forholdene. De muligald af en sadan forsggsraekke
er

x1: der afslgres ingen struktur,
z+: der er en dben struktur,

x5 der er en lukket struktur.

Erfaringen viser, at man, hvis der ingen olie er, har, at sgnligheden for at f&, hen-
holdsvisz, 0g 5 er.68 henholdsvi$).28 0g0.04. Safremt der er olie i undergrunden,
er de tilsvarende sandsynlighedet0, (.35 0g0.35.

Frekvensfunktionefix|9) for udfaldet af eksperimentet er altsa givet ved

f(z]0) | a1 o xa
04 0.68 0.28 0.04
B+ 0.30 0.35 0.35

Under forudseetning af, at Mr. Jones lader forsggsraekkesredbil vi nu bestemme
hans minimax og hans Bayes strategi.

Da der er to mulige aktioner og 3 mulige udfald af eksperimgmr deR? = 8 mulige
beslutningsfunktioner, nemlig

di dey ds dy ds ds dr dg

1 a4 a4 a4 a4 a9 a9 a9 a9

o a4 a4 a9 a9 a4 a4 a9 a9
xrs3 a4 a9 a4 a9 a4 a9 a4 a9

Vi skal nu bestemme risiciene

3
R(f;,d;) = T, (L(@,d ) S0, dj () f(a17).
v=1

Vi har f.eks.
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R(#,ds) = 300-0.68+4 100-0.28 4+ 300 -0.04 = 244.

Pa tilsvarende made beregnes de gvrige risici, og vi saeseltaterne i nedenstaende
skema.

RO, d) | di  dy,  ds di ds ds  dv ds
6, | 300 292 244 236 164 156 108 100
0 0 525 525 105 45 975 975 150
Max |300 292 244 236 164 156 108 150

Heraf ses, at

maxR(f,d7) = mdin max R(4,d),
9 i

d.v.s. minimaxstrategien @r. Mr. Jones skal altsa kun bore selv, hvis der konstateres
en lukket struktur ved de seismologiske undersggelser. dviigie tilfeelde skal han
seelge.

Vi vil nu bestemme Bayes strategien. Vi finder fgrst a postefordelingen for®, i.e.

hz;)

k(0;|z;) =
hvor

h(zj) = (z;101)g(01) + f(2102)g(02).
Vi bestemmer fgrst. Vi har eksempelvis

h(z1) = 0.68-0.84 0.30- 0.2 = 0.604.

Analogt findes

h(zs) = 0.294
h(zs) = 0.102
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Herefter har vi e.g.

Vi samler samtlige a posteriori sandsynligheder i nedemstd tabel

k(O]x) | a4 o xa
04 0.90 0.76 0.31
B+ 0.10 0.24 0.69

Ifglge saetning 6.1 skal vi nu for ethverblot bestemme den aktion, der minimaliserer
B, (1(0,a)) = L(01, a)k(81]2) + L(02]a)k(f2]x).

Forz = =y 0ga — a, finder vi
Ex, (L((—), az)) =100-0.90+150-0.10 = 105.

Analogt bestemmes de gvrige, som vi samler i

F, (L((—),a)) T To xa
a 270 228
as 105| (112] 134.5

Vi konstruerer nu Bayes lgsningen ved for ethveat veelge det, der giver det mind-

ste middeltab (markeret ved en firk i tabellen). Det ses, at Bayes lgsningen er
givet ved

d(x1) = as, d(22) = as, d(z3) = ar,

d.v.s.d = d7, den samme som minimaxlgsningen.

Vi ser nu i gvrigt let, at den minimale Bayes-risiko er

r(g,d7) = 105-0.604 4+ 112-0.294 4 93 - 0.102 = 105.8.
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Hvis Mr. Jones ikke lader foretage noget eksperiment, karbleaegne det forventede
tab ved hjeelp af a priori fordelingen fé¥ i stedet for a posteriori fordelingen. Vi far
da

B (1(0,a;)) = T(01,a;)g(fh) + T(02, a;)g(6:),
d.v.s.

Eg(L(©,a1)) = 300-08+0-0.2=240

Ey(L(®,a5)) = 100-0.8+150-0.2=110.

Hvis Mr. Jones intet eksperiment foretager, da er det akérena,, der giver det
mindste forventede tab.

Forskellen mellem de forventede tab i de to situationer er
Fgy(L(0,as)) — B, (L(O,d2)) =110 — 105.8 = 4.2,

0g man kan da sige, at de2 er gvre graense for den pris, vi er villige til at betale for
eksperimentet for at f& den merinformation, der ligger i ekperimentets udfald. |
det aktuelle tilfzelde ma vi derfor rade Mr. Jones til at lallsperimentet udfere, hvis
dette er billigere end

4.2-10.000% = 42.0008.

En analyse af denne slags kaldespee posteriori analyse Den udvikles i det
generelle tilfeelde naturligvis til at afgare, hvilket afremulige eksperimenter man
skal veelge.

Vi forlader nu eksemplet og de almindelige betragtningerden statistiske beslut-
ningsteori og vender os mod anvendelsen af beslutningsteioestimations- og test-
problemer.
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6.2 Beslutningsteoriens anvendelse i statistikken

Det er &benbart, at man kan opfatte et estimations- ell@sgitoblem som et beslut-
ningsproblem af en karakter som omtalt i det foregdendetafSkal man f.eks. es-
timere en paramet@érpa basis af malingex , - - - , X,,, er estimatoren( X, ---, X,,),
hvor¢ afbilderR™ — € = {66 € ©} jo en beslutningsfunktion som omtalt p. 516.
Skal man testé?,: § = 6, mod H,: 6 = 6, skal man jo veelge enteh eller 4,

pa basis af udfaldet af stokastiske variaklg - - - , X,,, d.v.s. at vi igen har en beslut-
ningssituation. Vi skal nu vise, hvorledes tilstedevaerelsf en tabsfunktion muliggar
konstruktion af andre estimatorer eller muligger fastledsgn af et rimeligt niveau. Vi
indleder med

6.2.1 Beslutningsteoriens anvendelse i estimationsteori en

| mange estimationsproblemer vil en tabsfunktion afhaergdéstéanden mellem esti-
matett(x) = t(z1,---,2,) 09 den sande parametér De to simpleste former for
tabsfunktioner vil da veere

Ly (0, t(x)) = c|f — t(2)]
09

Lo (0, () = (0 — 1(2))",

hvor ¢ er en positiv konstant o§ en endimensional parameter. Vi vil nu sgge at
bestemme minimax- og Bayes lgsninger svarende til disséuaktioner. Beslutnings-
funktionerne er her estimatorerngX’) = t(Xy,---, X,,), 0g en aktion er et valg af
en bestemt veerdi & Vi har risikofunktionerne

R (0, 1) = By (el — 1(X)])
0g
Ra(6,1) = By (c(e . t(X))Q),
og det er klart, at minimax estimatorerne bestemmes vedratralisere

sup By (6 — t(X)])
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henholdsvis
sup o ( (6 — (X))
sup o((0-1(x)")

Uden yderligere forudsaetninger om, hvilke estimatongrbetragter, og hvilke forde-
linger der er involveret, er det ikke muligt at opstille eksipte udtryk for minimaxlgs-
ningerne.

Vi vender os derfor til et konkret tilfeelde i falgende ekseip

EKSEMPEL 6.2.Vibetragter uafhaengige stokastiske variakle - - - , X, med
E(X;) =00ogV(X;) =% i=1,---,n. Vivilanvende den kvadratiske tabsfunktion

L0 t(z1, - ) = L(0,t(z)) = (0 — (=)
Vivil kun betragte estimatorer, der Bnezerei X, -- -, X,,, d.v.s. af formen

t(e) =t(2y, - @) =g+ g + -+ Q. (6.15)
Vi vil nu bestemme minimaxestimatoren af denne form. Vi laar,

E((X)) =Flag+ a1 X1+ -+ anXy) =ag+ a0+ -+ a,f
0g

V(t(X)) = V(ag+ a1 Xy + -+ an X)) = afo’ + -+ alo’.

Seetter Vi + - - -+ o, = B0gal + - -+ a? = §%, har vi altsa

E(t(X)) = ao+p0
V(t(X)) = 6%
Falgelig er

R(0,1) Vg ((a - t(X))Q)
= Be(0” +t(X)? — 20t(X))
0% + Eg (6(X)?) — 20 Eq (4(X))

= 92(6 1) +92@0(6—1)+520’2+c«%.
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Viser nu, atR(4, 1) er ubegreenset for alle beslutningsfunktioner, for hvitkg 1. En
minimaxlgsning ma derfor tilfredsstille3 = 1, d.v.s.

o+, = 1

For et sddant haves

R(0,t) =00 +al=(a]+---+a)o’ +al.

Det er klart, aty, ma veerd), og ata, - - - , o, bestemmes ved at minimalisere

g(0/1,---70/n)20/12—|—---—|—0/727’

under bibetingelsen
o+ Fa, =1,

At bestemme dette minimum er en simpel gvelse i anvendels®aén for Lagrange
multiplikatorer. Vi anfgrer betragtningerne for fuldstéghedernes skyld. Vi far, at
a;,i=1,--- n, skal tilfredsstille

dg
(()O/i

+A=0 i=1,--,n

o, =1,

hvor A er Lagrange multiplikatoren. Dette giver

20, + A =10 r=1,---
o+, = 1

Ved addition af de farste ligninger fas

2@ 4+ -+ a,)+nr=1
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d.v.s.

Det verificeres nu let, at dette virkelig er et globalt minimspunkt forg, saledes at vi
har f&et vist, at minimaxestimatoren &r. ¢

Vi resumerer indholdet af ovenstdende eksempel i

SETNING 6.2.Lad X, -- -, X,, veere uafhaengige stokastiske variable med

E(X;) = 6 og V(X;) = o?. Hvis vi anvender en kvadratisk tabsfunktion og kun
betragter estimatorer, der er linezer&, -- -, X,,, er minimaxestimatoren fat lig
X=1%X,.

Vi vil nu betragte Bayes estimatorer. Det er her noget letsgrangive preecise udtryk
for estimatorerne. Vi har altsa nemlig fglgende

SETNING 6.3.Vibetragter uafhaengige identisk fordelte stokastisketde
Xi,--+,X,, der for givet® = # har frekvensfunktionefi(=|6). Den stokastiske
variable® har a priori fordeling med frekvensfunktigsif). Hvis vi anvender den ab-
solutte tabsfunktion (6.2.1), er Bayes estimatorer fiig enhver median i a posteriori
fordelingen for®, og hvis vi anvender den kvadratiske tabsfunktion (6.20Bayes
estimatoren lig middelveerdien i a posteriori fordelingen.

BEMARKNING 6.3.Vima her indskyde, at saetningen ikke er fuldsteendigt foemail
Vi m& bl.a. forudseette, at de p. 521 anfarte ombytninger t&giationsordenen er
tilladte. v

Bevis.Vi viser farst resultatet vedrgrende den kvadratiske tatigfon. Vi har, at
Bayes strategien bestemmes ved at minimalisere

B ((0—t()°)



532 KAPITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

hvor F,, altsd angiver middelvaerdien i a posteriori fordelingenh&fi imidlertid

B ((O-1(0)") = Fa((O-Fa(@)+F(O)1(2)”)

Br (012 (0))") 4B ((P2(0) —t(2))
+27, ((0-F0(0)) ) (R (©) (1))

= B ((0-Fa(0)") +Fa ((Fa(0) —1(x) ")
Vo (0)+(Fa(0)— ().

Da det farste led er uafhaengigtiakes det, at vi far minimum for

6k(0|x) dx
t(z) = . (0) = { gf)k(mm) ’

hvilket skulle vises.

Ved lidt mere indviklede betragtninger fglger tilsvarenate

£, (16— t()])

antager sin minimumsveerdii,. bestemt ved

P{O<m X =2} < = <P{O® <m,|X = 2},

1
2 =
d.v.s.m, — medianen i a posteriori fordelingen (se f.eks. [8] p. IX 7). ]

Vi giver et eksempel til yderligere belysning af forholdene

EKSEMPEL 6.3.En bygmester, der modtager alle sine sten fra samme teglvesrk
gennem lang tid konstateret, at defektprocenten blandewkrdde partier er steerkt
svingende. Den hyppigste defektprocent (modus) er ca. g¥niddeldefektprocenten
er ca. 2%. Han modtager nu et nyt parti sten og konstaterdgrasr én darlig ud af
5, han tilfeeldigt udveelger. Han kunne derfor estimere dgfelcenter? i dette parti
ved den relative hyppighed af defekte, i.e. Vet 20%. Dette er selvsagt ikke seerlig
rimeligt, mandens a priori viden taget i betragtning. Vi sédge at formulere en a
priori fordeling for defektprocenten og dernaest bestemmBayes estimator, idet vi
vil anvende en kvadratisk tabsfunktion.
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Det er ikke muligt uden videre at opstille en kanonisk modeld’s fordeling. Da®
er en sandsynlighed, sgger vi derfor blot en fordeling parualet[0, 1], der virker
rimelig, og som har den anfarte middelveerdi og modus. Dalerifor veere naturligt
at teenke pa en beta-fordeling. Ba(«, 3)-fordeling har middelveerdi /(o + 3) og
modus(a — 1) /(e + 5 — 2) (ses ved differentiation af teetheden). Vi kan derfor ofestil
ligningerne

o
o+
o — 1

a4+ -2

= 0.02

= 0.01.

En lgsning til disse ligninger er (afrundet)= 2 og 3 = 100. EnBe(2, 100)-fordeling
har teetheden

1

o) = B(2, 100)

a(1 —6)" =10100-6(1 — ).

Vi indtegner grafen forf i et koordinatsystem og far

40¢
35f
30t
25¢
20t
15

10

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Viser, at grafen vokser fra veerdiémpunktetd — ( til ca. 371 0.01 og derefter aftager,
til den (naesten) har ndet abscissén- 0.1. Den virker derfor yderst plausibel som a
priori fordeling af defektprocenterne.

For givet® = ¢ vil det vaere rimeligt at antage, at-antallet af defekte i stikpraven pa
de’ - vil fglge enB(5, #)-fordeling.

Ifalge skemaet 520 vil a posteriori fordelingen@fgivet X = 2 veere enBe(2 +
x,100 + 5 — x)-fordeling, i.e., da vi observerede = 1, enBe(3, 104)-fordeling.
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Middelvaerdien i denne fordeling er

og dette er ifglge seetning 6.3 Bayes estimatet/fobDette resultat virker langt mere
plausibelt end de 20%. Starrelsesordenen af.o2’ er den samme, som vi er vant til
for de gvrige defektprocenter (1-2%), men selvfglgeligretend middelveerdien 2%,
da vi jo rent faktisk har en stor relativ hyppighed af defakter stikprogve.

| nedenstaende graf har vi indtegnet a posteriori teethemtei. f

407

— Awpriori |
---- A posteriori

35¢

301

25¢

201

15F

10

0 0.02 0.04 0.06 0.08 l 0.1

Vi ser, at teetheden er rykket til hgjre i forhold til a pricgétheden. Endvidere har vi
faet en stgrre spredning svarende til, at vi har faet en "ekstobservation.

Vi vil nu forsgge at fa et overblik over betydningen af valgka priori fordeling, idet
vivil undersgge, hvad der sker, hvis vi i stedet fofRer{2, 100)-fordeling havde valgt
enBe(1, 1)-fordeling, i.e. en rektanguleer fordeling. Vi far daea(1 + 1,145 — 1)-
fordeling som a posteriori fordeling, i.e. & (2, 5)-fordeling. En sadan har teetheden

k(fx) = 5T 0 (1 — &)t =150(1 — 0)*.

Graferne for de to fordelinger er indtegnet i nedenstaenyue. fi
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Vi bemaerker, at der er en meget stor forskel mellem a postésidelingen her og séd a
posteriori fordelingen i eksemplets farste halvdel. Dettet udtryk for, at overgangen
fra a priori til a posteriori fordeling er "treeg"”, d.v.s. a padori fordelingen ligger -
naturligt nok - "neer" ved a priori fordelingen.
¢

Med det noget saerpreegede valg af a priori fordeling blivgieBastimatet fof nu lig
2/7 = 0.29, hvilket jo igen ligger langt fra det fgrst opndede Bayesest

Med ovenstaende eksempel skulle det vaere antydet, at \aflgetpriori fordeling
(selvfalgelig) er meget vigtigt. Man kan ikke blot veelge emmelig vilkarlig og
sa ga ud fra, at modificeringen til a posteriori fordeling tklaskeerene", saledes at

man alligevel far fornuftige estimater.
Vi gar nu over til at behandle beslutningsteoriens anvesedéltestteorien.
6.2.2 Beslutningsteoriens anvendelse i testteorien

Vi skal i det fglgende kun beskaeftige os med test af en simypsdtiese

f =6

mod et simpelt alternativ
H1 : = 91 s

d.v.s. vi har parameterrummet

Q= {90791}
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og vi gnsker pa basis af de uafhaengige stokastiske variggle - , X,, at testef,
mod H .

Xy, -+, X,, har den simultane frekvensfunktion
f(z]0) = (a1, -+ -, 2,]0).
Der er de mulige aktioner

ay: atveelgdy
ay: atveelgd,

hvor a, altsa svarer til det vanlige begreb at acceptere en hypetesd-or at kunne
behandle problemerne som beslutningsproblemer er detigatsingdvendigt at have
en tabsfunktion/.. Vi forudseetter, at der ikke er noget tab ved at veelge dep rett
parameter. Vi har derfor

T;(ﬂ(),(],()) = T;(ﬂ],(l]) =0
T;(ﬂ(), (11) = f/()
T;(91 s (10) = f/]

Da der hersker en éntydig korrespondance mellem det leitishrade” for et test
og selve testet, kan vi fastleegge beslutningsfunktioneedeat specificere det, de
derved svarer til. Vi har altsa for ethvettbeslutningsfunktionen

. [ ay, hviszeCC
C(T) - ay, hV|ST € C

Vi kan nu vise fglgende saetning om minimaxlgsningen til st@ende beslutningsprob-
lem.

SATNING 6.4.Lad situationen veere som ovenfor beskrevet. Da er minirstette
givet ved det kritiske omrade

_ f(T17 7mn|00)
C{(:,H’...7mn’)|f(.’lf]7"-7flfn|9])<C )

hvor ¢ fastlaegges ved
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Bevis.Vi gennemgar beviset i det tilfaelde, hvarer kontinuert fordelt.

Vi har risikoenR.(f, d). Den er givet ved

R(#y,d) = FEq, (Tl(ﬂm d(X)>)

/E(y Tl(ﬂo, d(m))f(mmo) da

+ ./.re[:c L(F)o, d(m))f’(mmo) da

= LoP{X e =0,}+0-P{X clC|6 =0y}

Analogt finder vi

R(f,d) = I1P{X €CC|0 =0}
Vi forudsaetter nu, af er en minimaxstrategi. Hvis vi saetter

P{X € Cl|# =6y} = o,
og hvis vi for et andetd har

P{X € Al =6y} = «,
er

P{X eCAld=0,}>P{X elClo =0},

thi ellers ville A svare til en minimaxlgsning. Denne relation giver ved osarytil
komplementeermaengderne

P{X e Al =0} <P{X € C|h =0},

og ifalge definition 3.7, p. 311, &' et bedste kritisk omrade. Formen for et sadant er
givet ved Neyman-Pearson’s lemma. Tilbage bliver alenesstdinme:; men det er
trivielt, at det skal veelges, sa
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idet funktionen p& hgjresiden er voksende som funktigiiaf venstresiden aftagende.
Maximum af disse 2 ma derfor minimaliseres, nar de er lig iniea. ]

Vi forudseetter nu endvidere, @ har en a priori fordeling(9), ¢ = fy, 6. Vikan da
pa seedvanlig vis beregne a posteriori fordelinkgghz) og far

k(0]z) = flxl0)e(0)
h(z)
Vi kan nu bestemme Bayes strategien. Vi har nemlig

SETNING 6.5.Lad situationen veere som ovenfor beskrevet. Da er Baye®egita
givet ved det kritiske omrade

c—{m,...,mn)ﬁ(w--nmeo) g(ﬂ%}_

<
flay, - 2n61) — g(f0) Lo
Bevis.| fglge seaetning 6.1 bestemmes Bayes strategien ved at nisémea

E. (L((—), dc(m))) = (60, de()) k(Bolr) + L(01, dex(2)) k(01 |2)

Hvis denne stgrrelse skal minimaliseres for ethwerba vi definere” ved

reC o Lok(flx) < Lik(6]x)
= T <
® T < Hi.
o s <

BEMAERKNING 6.4.Vikonstaterer, at svel minimaxtestet som Bayes testetdstb
tests ifglge Neyman-Pearson’s lemma. De adskiller sigealedl konstanten, d.v.s.
ved niveauet. v
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Vivil nu diskutere og illustrere de forskellige aspektedisse to saetninger ved hjeelp
af et konkret eksempel.

EKSEMPEL 6.4.Vibetragter indbyrdes uafheengige identisk Poisson ftedtbkastiske
variableX, - -- | X,,, hvor altsax; € P(f). Vi gnsker at teste

Vi har med den i det foregdende anvendte symbolik tabsfan&ti’, givet ved

T;(ﬂ(), (11) = f/() = 6[11
T;(91 s (10) = f/] s

hvor vi som et eksempel altsd har valgt at seétte= 67.,. Dvs., at tabet ved at bega
en sakaldt type | fejl seettes til 6 gange tabet ved at begdpenityejl.

Da observationerne er stokastisk uafhaengige, er

kel

f(z, - anlf) = ]

i=1

9%979 = ! gL mie—ne

For at bestemme de forskellige tests lgser vi nu fglgendghed (jfr. eksempel 3.1
p. 314)

(1, -+, 2nl) PR PIE S
- < & ———<ec
e, -, 2a0|2) —



540 KAPITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

hvor ¢ sa fastleegges som i saetning 6.4 eller saetning 6.5. Niveauigstet bliver

n —loge
P X; > ———0=1
{Z 7 Tloge | }
,—log e
P(n)zn og('}

log 2
n —logec
N(n,n) > g2 }
n —logc— nlog?2
log 2,/n }
S 0.31n]0g(3}
~—  0.69yn )

Denne starrelse vil for Bayes testet ga nfiddr n — oo, dac her er uafhaengig af.

Vi ser altsd, ahiveauet for Bayes testet gar mod) for stikprgvestgrrelsen gaende
mod ~o. Dette resultat gaelder ogsa for minimaxtestet, men detlevdinskeligere at
vise dette. Disse forhold illustrerer en af de fejl, man kagdved at fiksere et tests
niveau til e.g. 5%nar man har involveret omkostningsfunktioner. ¢

Vivilmed n = 10 observationer bestemme minimaxlgsningen til testet ialgehde
EKSEMPEL 6.5.Ifglge seetning 6.4 skal vi bestemmesa

IZWP{X elC|0=0,}=TL,P{X € Cl0=0,},
d.v.s.

fqP{Z)Q < c1|9:2} :6L1P{ZX7; > o]0 = 1},
hvor e, er starrelserin — logc)/log 2. Vi har altsa, at

P{P(20) < ¢y — 1} = 6P{P(10) > ¢ }.

Vi praver os frem. Vi far ved hjeelp af tabel

o1 [ P{P(20) <1 — 1} [ 6-P{P(10) > 1}
15 0.105 6-0.083 = 0.498
16 0.157 6-0.049 = 0.294
17 0.221 6-0.027 = 0.162
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Da fgrste sgjle er voksende:i og anden sgjle aftagende, ser vicatlig 17 giver
minimaxlgsningen. Det kritiske omrade ved en minimaxegiatr altsa

C= {(ﬁ, 7m10)|§:1‘7¢ > 17}.
i=1
Det svarer til et test pa niveau
P{in > 1710 = 1} — P{P(10) > 17} = 2.7%,
d.v.s. af en starrelsesorden, vi er vant til (1-5%). ¢

Vi bestemmer nu en Bayes Igsning.

EKSEMPEL 6.6.Vi antager nu, at der er givet en a priori fordeling over deigell
veerdier aff, i.e.

Plo=1} = g(l)=

P{O = 2}

I
JQ
=
[
>
I
WMo o] =

Ved hjeelp af saetning 6.5 far vi, at konstanten i det bedstetes

2/3-T1  2/3- T, 1
c = — — —.
/3 To  1/3-60; 3
Heraf fas
, — log ¢ 1 log:
o= nloge 10+logd

log 2 log 2

Det kritiske omrade ved en Bayes strategi er derfor

10
Ch = {(1‘17'“ 71‘10)|Zl‘7¢ > 16}-
i=1



542 KAPITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

Dette svarer til et test pa niveau
P{in > 16|10 = 1} — P{P(10) > 16} = 5%,
igen et niveau af seedvanlig starrelse. Styrken for testet 2 er

p {Z X; > 16|10 = 2} — P{P(20) > 16} = 84.3%.

Endelig vil vi illustrere betydningen af at veelge eflg.— 1 som hypotese of, — 2
som alternativ i

EKSEMPEL 6.7.Vi sa i foregaende eksempel, at Bayes testet/af # = 1 mod
f,: & = 2 svarende til et test pa niveau 5%. Vi vil nu bestemme nivefuréBayes
testet af den modsatte hypotese, Hg.: # =2mod H;: # = 1. Vihar da

f(z1, -, 20]2) < N eI 9w <
- e ¢
flzq, - wn|l) — ¢ e™n 127w —
n+loge
& 2y < ——r,
ZT — log?2

hvor ¢ bestemmes til

1/3-674 _ s
2/3-L,
d.v.s.

n+loge 10+ 1log3
log2  log2

= 16.0.

Det kritiske omrade er derfor

10
Cy = {(m1,--- o) Y wi < 16.0}.
i=1
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Niveauet er
PLY" x <1610 =2} = P{P(20) < 16} = 221%,

d.v.s. noget hgjere, end vi er vant til. P& den anden sidegiesti? = 1 lig
PLY" X <1610 =1} = P{P(10) < 16} = 97.3%,

d.v.s. acceptabelt hgj.

Hvis vi pa forhand havde fikseret niveauetf testet/, mod 7/ til at veere sa naer
som muligt veds %, havde vi faet det kritiske omrade

10
(s = {(Th 71‘10)|Zl‘7i <(33}7
i=1

hvor c5 fastleegges ved
p {Z X; < eslf = 2} — P{P(20) < e3} ~ 5%.

Af tabel fas, ate; = 12 givera = 3.9%, hvilket er det neermeste, vi kan komme.
Styrken for testet erd — 1

P{Z)@; <1200 = 1} — P{P(10) < 12} = 79.2%.

Vi vil nu sammenligne de i dette og det foregéende eksempaliatests til afggrelse
af, omd = 1 ellerd = 2. Vi samler resultaterne i nedenstaende skema.

Test 1 Test2 Test3
=1 =2 =1 =2 =1 =2
P(veelged = 1) 95% 15.7%|| 97.3% 22.1%|| 79.2% 3.9%
P(veelged = 2) 5% 84.3% 27% 77.9%( 20.8% 96.1%

Pla1)
P(a2)

For bedre at kunne vurdere disse tests anfgrer vi igen talkisémen /. og a priori
sandsynlighederne fab.

1.(0,a) G=110=2
a1=veelged — 1 0 I
as=veelged =2 | 61, 0
A priori 1 9
sandsynlighed 3 3
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Vi ser, at Bayes testene er naesten ens, hvad angar de imadveandsynligheder
(at de ikke er helt ens, skyldes alene, at de stokastiskablarer diskrete, sdledes
at P{X < ¢} # 1 —P{X > ¢}). Vi bemaerker endvidere, at de begge har den
egenskab, at sandsynligheden for at bega en fejl er lavedtwde (middel-)tabet ved

at bega en fejl er starst. Denne egenskab besidder test Baibédke. Disse forhold
kommer ogsa til udtryk, nar man betragter Bayes-risikoedédre tests. Vi har nemlig
generelt, at Bayes-risikoen ved testaf 6, modf — 6, er

jfr. definitionen p. 521, idet

R(09.d) = Fa,(1.(00,d(X))) = LoP{X € Cl0 = 0o}

R(),d) = P, (L(m,d(x))) — L,P{X eCClo=0).
Udtrykt ved fejl af type | og type Il fas derfor

r(g,d) = (Tab ved fejl af type llp(Fejl af type 1);(6,)
+ (Tab ved fejl af type [P (Fejl af type 11}(6,)

For de tre betragtede tests fas

1 2
2 1
2 1

d.v.s. vi ser igen, at test 3 med det fikserede nivead 5% (praecis= 3.9%) er det
klart darligste hvad angéar Bayes-risikoen.

Man kunne naturligvis opstille nogle ganske analoge batiager vedrgrende mini-
maxtestet i eksempel 6.5. ¢

| mange testsituationer vil man uden at have en konkrettaksibn oftest veere i den
situation, at man ikke mener, de forskellige fejl, man kagéyer lige graverende. Hvis
man af en eller anden grund (f.eks. et eksisterende stgmdamm, et tabelveerk med
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5%-fraktiler, ens foresattes traditionsbundne holdntog etc.) veelger at operere med
niveauetr = 7%, er det abenbart ikke underordnet, hvad man vaelger somésgaig
hvad man vaelger som alternativ. Den morale, man kan udledesaktaende eksem-
pler er,at man da bgr veelge som sin hypotese den (eller de) parameteevdi(er),
som det er "dyrt" fejlagtigt at forkaste , idet man da kun vil bega denne handling med
en sandsynlighed, der hgjest er fig—= 5%. Hvis man tester den modsatte hypotese,
vil man ikke umiddelbart have band pa sandsynligheden foegh de "slemme" fejl.

For at eksemplificere ovenstaende kommer vi med fglgenddrézke)

EKSEMPEL 6.8.En laborant pa et analyselaboratorium har faet til opgawender-
sgge, om et bestemt firma A markedsfarer varer, der ikke ezreogstemmelse med
varedeklarationen. Efter at have foretaget sine malingetdboranten falgende mu-
ligheder for valg af hypotese og alternativ

Hy:  Asvarer er "forfalskede"

1. .
H,: Asvarer eriorden,
eller
5 Hy:  Asvarer eriorden

H{:  Asvarer er "forfalskede".

Laboranten har ingen konkret tabsfunktion, men han har ddgmemmelsen, at det
vil veere mere alvorligt at beskylde A for at bedrage, hvis kateederlig, end det
omvendte, sa ifalge ovenstédende princip bgr han veelgetat tes

H}: As varer er i orden

mod

;. As varer er ikke i orden

Med dette eksempel afslutter vi vor gennemgang af beslgst&orien og skal henvise
leesere, der matte vaere interesserede i en uddybning odggederéksemplifikation af
teorien til de i Bibliografien anfagrte artikler og leerebager
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