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Kapitel 3

Hypoteseprøvning

Vi skal i dette kapitel beskæftige os med den anden hovedformfor statistisk inferens
ved siden af estimationsteorien, nemlig hypoteseprøvningen eller testteorien.

3.1 Generel problemstilling og metode

3.1.1 Indledning og definitioner

Vi introducerer de noget vanskeligt tilgængeligebegreberved hjælp af et gennemgående
eksempel og giver så de præcise definitioner i afsnittets slutning.

Lad os antage, at vi har 2 giftblandinger A og B, der kun afviger på koncentrationerne,
som er,

A: 400 mg giftstof/liter
B: 380 mg giftstof/liter:

Nu er mærkaterne forsvundet fra en beholder, der står der, hvor der sædvanligvis er
anbragt beholdere med koncentrationen B. Da vi står over forat skulle anvende gift af
en bestemt koncentration, vil vi - for at være "sikre" på ikke at lave fejl - undersøge,
om det overhovedet kan antages, at beholderen er af koncentration A. Hvis ikke, må vi
kunne gå ud fra, at den er af koncentration B.

Vi tager nu36 prøver af giftstoffet fra beholderen og måler koncentrationen med en
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302 K APITEL 3. HYPOTESEPRØVNING

gennemprøvet teknik; vi ved således, at udfaldet af målingerne kan beskrives ved
stokastiske variableX1; � � � ; X36, der er indbyrdes uafhængige ogN(�; 482)-fordelte,
hvor� er den sande koncentration og� = 48 her antages at være kendt fra tidligere
stikprøver.

Vores problemstilling omformuleres nu til

Hypotese: H0 : � = 400
Alternativ: H1 : � = 380:

Det må da være rimeligt at basere vor afgørelse på værdien af�X , gennemsnittet af
målingerne.

Fordelingen af�X vil i de 2 situationer væreN(400; 482=36) henholdsvisN(380; 482=36),
jvf. sætning 2.6, p. 226.

340 360 380 400 420 440
 

 

 

 

 

 

 

f(.,380) f(.,400)

Lad os antage, at vi har målt�X = �x = 396.

En rimelig beslutningsregel vil være at acceptereH0 for �x � vist c og forkasteH0 for�x < c. De tilsvarende områderf�x � cg og f�x < cg kaldes henholdsvisacceptom-
rådet ogdet kritiske område.

Intuitivt indlysende forekommer det at vælgec = 390. Lad os prøve at aflæse nogle
konsekvenser af dette. Hvilke fejl kan man begå i en sådan procedure? Der er 2 funda-
mentale:

Fejl af type I: at forkaste en sand hypotese.
Fejl af type II: at acceptere en falsk hypotese.

For at understrege forskellen mellem de 2 typer nævner vi, ati en retssag, hvor hypotese
og alternativ er eller bør være
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er

Fejl af type I: dømme uskyldig
Fejl af type II: frikende skyldig

Skal man vurdere rimeligheden af et valgtc, må det ske ved vurdering af sandsynlighe-
den for fejl af de 2 typer.

Vi sætter� = Pffejl af type Ig� = Pffejl af type IIg
og har da i eksemplet med giftstofferne� = Pfforkaste� = 400j� = 400g= Pf �X < 390j� = 400g= Pf �X � 40048=p36 < 390� 40048=p36 j� = 400g= PfN(0; 1) < �10=8g= 0:1056:
Helt tilsvarende� = Pfacceptere� = 400j� = 380g= Pf �X > 390j� = 380g= Pf �X � 38048=p36 < 390� 38048=p36 j� = 380g= PfN(0; 1) > 10=8g= 0:1056
At de to sandsynligheder er lige store, fremgår også umiddelbart af tegningen

Hvis man af en eller anden grund mener, at den fundne værdi for� er for stor, kan man
ved at ændre påc gøre� mindre. Hvis man e.g. ønsker� = 5%, kan man finde det
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    forkaster || accepterer

α β

tilsvarendec som følger5% = � = Pfforkaste� = 400j� = 400g= Pf �X < cj� = 400g= Pf �X�40048=p36 < c�40048=p36 j� = 400g= PfN(0; 1) < c�4008 g
Ved hjælp af tabel fås dac�4008 = �1:645 eller c = 400 � 13:36 = 386:84. I dette
tilfælde er� = Pfacceptere� = 400j� = 380g= Pf �X � 38048=p36 � c� 3808 j� = 380g= PfN(0; 1) � 386:84� 3808 g= 1� PfN(0; 1) < 0:8553g= 0:197
Grafisk kan disse udregninger tydeliggøres.
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Generelt kan der naturligvis ikke siges noget om valg afc; �; � etc. Dette afhænger af
den aktuelle situation. Det er dog normalt - når man ikke har f.eks. økonomisk eller
lignende kriterier for valg af� - da at vælge� = 1%, 5% eller10%.

I kapitel 6 vil vi vise, hvorledes tilstedeværelsen af økonomiske kriterier for ens beslut-
ningstagen kan føre til en bestemmelse af�.

Den næste dag står vi i en ny situation. En medhjælper har hældt vand i en af behold-
erne på A-lageret, og vi er interesseret i at erfare, om det kan antages at være den, vi
står med. Den rimelige hypotese og det rimelige alternativ må nu væreH0 : � = 400 H1 : � < 400
En fornuftig beslutningsregel er fremdeles

Acceptområde: f�x � cg
Kritisk område: f�x < cg:

Vi søger nu igen for givetc sandsynlighederne for fejl af type I og af type II. Vi har� = Pffejl af type Ig= Pf �X < cj� = 400g= PfN(0; 1) < (c � 400)=8g
og � = Pffejl af type IIg= Pf �X � cj� < 400g:
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Denne kan ikke umiddelbart udregnes, idet�X ’s fordeling afhænger af, hvilken værdi� antager. Derfor defineresstyrken p(�):p(�) = Pfforkaste hypotesenj�g
og i den aktuelle situation fåsp(�) = Pf �X < cj�g = ��c � �8 � ;
hvor� angiver fordelingsfunktionen for enN(0; 1)-fordeling, og vi ser, atp(c) = 12 ,
ogp(400) = �. I øvrigt er grafen

360 370 380 390 400 410 420
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

c

p

α

Man ser let, at lim�!+1 p(�) = 0 og lim�!�1 p(�) = 1.

Hvis vi fikserer� = 5%, kan vi finde det dertil hørendec:5% = � � c�4008 � ) c�4008 = �1:645) c = 386:8:
Det er åbenbart, at den ideelle styrkefunktion er
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idet vi da ville have sandsynligheden1 for at forkaste en falsk hypotese og sandsyn-
ligheden0 for at forkaste en sand hypotese.

Hvorledes kan vi finde et test, hvis styrkefunktion nærmer sig denne? Intuitivt indl-
ysende er det vel, at et test må få større "skelneevne", såfremtdet baseres på flere
observationer, hvorfor man jo kunne forsøge at gøren større. Vi måler nuX1; � � � ; Xn
og �X 2 N(�; 482=n). Styrken bliver derforpn(�) = Pf �X < cj�g = �� c� �48=pn� = �� cn � �48=pn� ;
hvor c = cn nu afhænger afn.

Hvis vi f.eks. ønsker� = 5%, fåsc�40048=pn = �1:645 ) c = 400� 78:96=pn:
Styrken bliver altsåpn(�) = ��400�78:96pn��48=pn � = � �400��48 pn� 78:9648 �
Da�(1) = 1 og�(�1) = 0, fås� > 400 ) limn!1 pn(�) = 0 ^ � < 400 ) limn!1 pn(�) = 1;
d.v.s. at vi ved at tage tilstrækkelig mange observationer kan få en styrke, der ligger
"vilkårligt tæt" ved den optimale.

Hvis vi f.eks. ønsker, at styrken i et punkt, f.eks.� = 390, skal være mindst99%, får
vi, idet vi stadig regner med� = 5%,pn(400) = 5% ^ pn(390) = 99%;
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d.v.s. �� c�40048=pn� = 5% ^ �� c�39048=pn� = 99%
eller c�40048=pn = �1:645 ^ c�39048=pn = 2:326:
Disse ligninger omskrives tilc � 400 = �78:96 1pn ^ c� 390 = 111:648 1pn :
Ved elimination afc fås10 = (111:648+ 78:96) 1pn = 190:608 1pn
eller pn = 19:0608;
d.v.s. n = 363:3 ' 364:
Indsættes dette resultat i ovenstående relation mellemn og c fåsc = 400� 78:9619:0608 ' 395:86:
Hvis man havde haft et andet alternativ, f.eks.H0 : � = 400 , H1 : � 6= 400;
var det kritiske område blevet af formen f �X < c1g [ f �X > c2g .
I dette tilfælde var styrkefunktionen blevetp(�) = Pf �X < c1j�g+ Pf �X > c2j�g= �� c1 � �48=pn�+ 1��� c2 � �48=pn� :
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Vælges, som naturligt er,c1 og c2 symmetriske om400, fås følgende graf

1

400

p

α

µ

Her gælder det naturligvis også, at vi kan fastlægge værdienaf p i forskellige punkter
og bestemme det til disse værdier hørenden.

BEMÆRKNING 3.1 (BESTEMMELSE AF STIKPRØVESTØRRELSE (n)). Et alminde-
ligt forekommende problem er at bestemme, hvor stor en stikprøve, der skal benyttes
for at opnå en vis diskriminationsevne. Sæt f.eks., at der ønskes konstrueret et test
med niveau�, og det samtidig kræves, at sandsynligheden for afvisning (styrken) skal
mindst1� � for et specificeret alternativ.

Et eksempel kunne være et test i Poisson-fordelingen. LadfX1; X2; : : : ; Xng, Xi 2P (�); være stikprøven. Lad hypotesen og alternativ være:H0 : � = �0H1 : � = 5�0 = �1
Problemet kan da præciseres således:

Følgende relationer, som bestemmes ved hjælp af styrkefunktionen, skal være opfyldt:PfacceptH0j� = �0g � 1� �
og PfafvisH0j� = �1g � 1� �:
Som vi senere skal se, er det kritiske område

Pni=1Xi > c. Bestemn.

Denne metode er illustreret i Eksemplerne 3.11-3.14 for normalfordelte observationer.H



310 K APITEL 3. HYPOTESEPRØVNING

Vi vil nu til sidst give de stringente matematiske definitioner på alle de begreber, vi har
indført i de foregående eksempler (plus et par nye).

DEFINITION 3.1.Enstatistisk hypoteseer et udsagn om fordelingen af en eller flere
stokastiske variable. Hvis den statistiske hypotese fuldstændig fastlægger fordelingen,
kaldes den ensimpel statistisk hypotese, hvis ikke, kaldes densammensat. N
HvisXi 2 N(�; 1), i = 1; � � � ; n, er "� = 400" en simpel hypotese, og "� < 400" en
sammensat hypotese.

DEFINITION 3.2.Et tester en beslutningsregel baseret på realiserede udfald af eksper-
imentet. Beslutningsreglen kan antage værdierne "accepterer hypotesen" og "forkast
hypotesen". N
DEFINITION 3.3.Hvis der er givet en mængdeC således, at vi

forkaster; hvis (x1; � � � ; xn) 2 C
accepterer; hvis (x1; � � � ; xn) 2 {C

da kaldesC det kritiske område for testet og{C acceptområdet. N
Som vi har set i eksemplet, fastlægges det kritiske område ofte ved en relation som�x � c etc. Da kaldes�X vor teststørrelse. Vi formulerer det stringent i

DEFINITION 3.4.Hvis det kritiske område for et test er fastlagt ved en relationt(x1; � � � ; xn) 2 C1
hvor t(X1; � � � ; Xn) er en stikprøvefunktion, kaldest(X1; � � � ; Xn) teststørrelsen.N
Lad nu fordelingen afX1; � � � ; Xn afhænge af den ukendte parameter�. Parameterom-
rådet er
 (=mængden af mulige parameterværdier), og
0 er en delmængde af
. I
det følgende betragtes hypotesenH0 : � 2 
0 (3.1)
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mod alternativetH1 : � 2 
 n
0:
Vi har da

DEFINITION 3.5.Hvis vi som kritisk område for et test af hypotesen (3.1) anvender
mængden C, da erstyrken i � for testet ligp(�) = Pf(X1; � � � ; Xn) 2 Cj sand parameter= �g:
Afbildningenp kaldesstyrkefunktionen. N
I det generelle tilfældeer hypotesenH0 sammensat, således at vi ikke kan tale om sand-
synligheden� for at begå en type I fejl, d.v.s. tale om sandsynligheden forat forkaste
en sand hypotese. I stedet definerer vi begrebet niveau for ettest.

DEFINITION 3.6.Ved signifikansniveauet(eller blotniveauet) � for et test forstås
den maximale sandsynlighed for at forkaste hypotesen, når den er sand. N
Denne definition bliver langt mere overskuelig ved indførelse af styrkefunktionenp.
Da har vi nemlig, at signifikansniveauet� er givet ved� = sup�2
0 p(�); (3.2)

d.v.s. at niveauet blot er supremum af styrkefunktionen, når H0 er sand.

Vi skal ikke komme meget ind på optimalitetsegenskaber ved tests, men blot nævne to
definitioner. De bygger begge på, at der er en bijektiv sammenhæng mellem et test og
det dertil hørende kritiske område.

Vi betragter uafhængige stokastiskevariableX1; � � � ; Xn med frekvensfunktionf(x; �).
Vi har da

DEFINITION 3.7.Lad C være en delmængde afRn. Da er C etbedste kritisk område
af størrelsen� for et test af den simple hypoteseH0 : � = �0 mod det simple alternativH1 : � = �1, såfremti) Pf(X1; � � � ; Xn) 2 CjH0g = �;
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og såfremt det for enhver delmængdeA af Rn medPf(X1; � � � ; Xn) 2 AjH0g = �,
gælderii) Pf(X1; � � � ; Xn) 2 CjH1) > Pf(X1; � � � ; Xn)g 2 AjH1g:
Vi siger endvidere, at det ved C definerede test er etstærkeste testaf hypotesenH0
med alternativetH1. N
BEMÆRKNING 3.2.Definitionen går blot ud på, at man blandt alle tests af niveau�
vælger det, der har den største styrke i�1, d.v.s. størst sandsynlighed for at forkaste
hypotesen, nårH1 er sand, d.v.s. nårH0 er falsk. H
Hvis alternativetH1 ikke længere er simpelt, men sammensat, har vi

DEFINITION 3.8.Det kritiske område C er etuniformt bedste kritisk område af stør-
relsen� for et test af den simple hypoteseH0 mod det sammensatte alternativH1,
hvis C er et bedste kritisk område for test afH0 mod enhver simpel hypotese iH1. Vi
siger, at det ved C definerede test er etuniformt stærkeste test(engelsk: UMP-test=
uniformly most powerful test) med signifikansniveau� for test afH0 modH1. N
Som nævnt skal vi ikke komme meget ind på teorien for uniformtstærkeste tests, men
vi bemærker, at der ikke altid eksisterer et sådant for test af en simpel hypotese mod et
sammensat alternativ. I næste afsnit skal vi se et enkelt eksempel på konstruktion af et
uniformt stærkeste test.

Til sidst i afsnittet bemærker vi, at der er en sammenhæng mellem testteorien og inter-
valestimationsteorien. Denne sammenhæng kan f.eks. udtrykkes som i

SÆTNING 3.1.Lad [t; t] være et(1� �)-konfidensinterval for parameteren�, d.v.s.Pn� 2 �t(X1; � � � ; Xn); t(X1; � � � ; Xn)� o= 1� �:
Da er mængdenC = n(x1; � � � ; xn)j�0 62 �t(x1; � � � ; xn); t(x1; � � � ; xn)� o
kritisk område for et test afH0 : � = �0 modH1 : � 6= �0 med signifikansniveau�.
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BEMÆRKNING 3.3.Hvis man har de realiserede udfaldx1; � � � ; xn, kan man altså
testeH0 ved at udregne1� � konfidensintervallet for� og dernæst undersøge, om�0
er indeholdt i det. Hvis ja, accepteres hypotesen, hvis nej,forkastes den. Anderledes
udtrykt: Konfidensintervallet består netop af de parameterværdier, der med de fore-
liggende data vil blive accepteret ved et test på niveau�. H
Bevis.Vi harPfforkaste hypotesenj� = �0g= Pn�0 62 �t(X1; � � � ; Xn); t(X1; � � � ; Xn)� j� = �0o= 1� (1 � �)= �;
d.v.s. at testet ifølge definition 3.6 har niveauet�. �
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3.1.2 Testprincipper

I dette afsnit vil vi beskrive nogle retningslinier for konstruktion af teststørrelser og
kritiske områder.

Vi bemærker først, at sætning 3.1 om sammenhængen mellem konfidensintervaller og
kritiske områder i forbindelse med eksempel 2.23 side 262 direkte giver anledning til
en mængde tests.

Vi giver dernæst en sætning, der handler om konstruktion af stærkeste tests i tilfældet
med en simpel hypotese og et simpelt alternativ.

SÆTNING 3.2 (NEYMAN -PEARSON’ S FUNDAMENTALE LEMMA ). Lad der være gi-
vet stokastiske variable med simultan frekvensfunktionf(x1; � � � ; xn; �). Vi betragter
den simple hypoteseH0 : � = �0 mod det simple alternativH1 : � = �1. Lad der være
givet en mængdeC � Rn, for hvilken nedenstående 3 betingelser er opfyldte.i) L(�0)L(�1) = f(x1; � � � ; xn; �0)f(x1; � � � ; xn; �1) � k 8(x1; � � � ; xn) 2 Cii) L(�0)L(�1) = f(x1; � � � ; xn; �0)f(x1; � � � ; xn; �1) � k 8(x1; � � � ; xn) 2 {Ciii) � = P�(X1; � � � ; Xn)2 CjH0	
Da er C et bedste kritisk område af størrelse� for test afH0 modH1.
Bevis.Forbigås. Se f.eks. [20][p. 201] �
BEMÆRKNING 3.4.Sætningen siger ganske enkelt, at det bedste test har formen:
Hvis L(�0)=L(�1) � k, så forkastH0, ellers acceptéresH0. Testet kaldes det bed-
ste, fordi det har størst styrke, hvis� = �1. H
Vi giver nu et eksempel på anvendelse af Neyman-Pearson’s lemma.

EKSEMPEL 3.1.Vi har uafhængigestokastiske variableX1; � � � ; X20 medXi 2 P(�).
Vi ønsker at finde et uniformt stærkeste test med signifikansniveau� = 5% af hypote-
sen H0 : � = 110
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mod alternativetH1 : � > 110 :
Vi betragter først et�0 > 110 og anvender Neyman-Pearson’s lemma til at konstruere et
stærkeste test afH0 : � = 110 modH 01 : � = �0. Vi har, idet medn = 20,L(�) = nYi=1 �xixi! e��= 1Qxi!��xie�n�:
Følgelig erL( 110)L(�0) � k , e�n 110e�n�0 � 110��xi(�0)�xi � k, e20�0�2(10�0)��xi � k, (��xi) loge(10�0) � loge k � 20�0 + 2, �xi � � loge k � 20�0 + 2loge(10�0) = c
Ifølge Neyman-Pearson’s lemma er mængdenC = f(x1; � � � ; xn)j�xi � cg
et bedste kritisk område for et test afH0 : � = 110 modH 01 : � = �0.
Det vil sige, atC angiver de stikprøveresultater for hvilke summen er størreend et vist
tal c. Dette tal kaldes ofte denkritiske værdi .

Vi skal nu bestemme den kritiske værdic, så niveauet bliver5%. Vi har altså,5% = PfforkasteH0jH0g= P( 20Xi=1Xi � cj� = 110)= PfP (2) � cg:
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Af tabel fås, atc = 5, idetPfP (2) � 4g = 0:95. Vi har altså fået det kritiske områdeC = ((x1; � � � ; x20)j 20Xi=1 xi � 5) :
Vi ser nu, at havde vi gennemført de samme betragtninger med et �00 > 110 , var vi
kommet frem til den samme mængde C. Altså er C et bedste kritisk område for et test
af H0 mod et vilkårligt alternativ� = �1 > 110 , og følgelig kaldes C etuniformt
bedste kritiske områdefor test afH0 modH1. �
Som nævnt i det foregående afsnit vil der ikke altid eksistere et uniformt stærkeste
test for en given hypotese og et givet alternativ. Vi må derfor opstille andre regler for
konstruktion af et test.

En sædvanlig fremgangsmåde er at finde en stikprøvefunktionT = t(X1; � � � ; Xn), hvis fordeling afhænger af den ukendte parameter og er kendt
underH0, da kan vi anvendeT som teststørrelse og forkaste hypotesen, hvis vi ob-
servererT = t (for langt) ude i fordelingens haler.

EKSEMPEL 3.2.LadX1; � � � ; Xn væreN(�; 1)-fordelte, og lad os testeH0 : � = 0 mod H1 : � 6= 0:
UnderH0 vil �X væreN(0; 1n )-fordelt, d.v.s.

N(0,1/n)

α/2 α/2

Vi forkaster for store og for små værdier af�X. �
Reglen er imidlertid ikke formuleret generelt nok. Hvis vi havde hypotesenH0 : � � 0
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mod alternativetH1 : � < 0, ville �X ’s fordeling ikke være kendt underH0. Alligevel
er det klart, at det kritiske område for et rimeligt test må væref�x < cg:
Det er imidlertid vanskeligt at give en fremgangsmåde, der dækker alle i praksis forek-
ommende tilfælde.

Det gør imidlertidkvotienttestet. Fra afsnittet om maximum likelihood metoden
erindrer vi, atL(�), hvorL er likelihoodfunktionen, er et udtryk for "rimeligheden"
af parameteren�, idetL(�) = f(x1; � � � ; xn; �);
d.v.s. lig frekvensfunktionen taget i de observerede værdier, givet parameteren er�. Vi
fandt da et estimat for� ved at vælge den værdî� der gjordeL(�) størst mulig. Den
samme grundtanke ligger bag kvotienttestet. Man afgør, om man vil acceptere� 2 
0
ved at vurdere forholdet mellemL(�), når� 2 
0 (H0 sand), og når� 2 
 n 
0 (H0
falsk).
Vi formulerer dette i

DEFINITION 3.9.Lad os antage, at vi ønsker at testeH0 : � 2 
0 modH1 : � 2
n
0, hvor
0 � 
, på basis af observationerneX1; � � � ; Xn med simultan frekvens-
funktionf(x1; � � � ; xn; �). Vi definerer kvotientenq vedq(x1; � � � ; xn) = sup�2
0 L(�)sup�2
L(�) = sup�2
0 f(x1; � � � ; xn; �)sup�2
 f(x1; � � � ; xn; �)
Kvotienttestprincippet (likelihood ratio test principle) går da ud på, at vi som kritisk
område for testetH0 modH1 anvenderC = f(x1; � � � ; xn)jq(x1; � � � ; xn) < q0g;
hvorq0 � 1 fastlægges ved signifikansniveauet�� = sup�2
0 P�q(X1; � � � ; Xn) < q0j�	:
StikprøvefunktionenQ = q(X1; � � � ; Xn) kaldeskvotientteststørrelsen. N
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Vi vil nu anskueliggøre denne meget vigtige metode ved at give 3 eksempler af stigende
kompleksitet.

EKSEMPEL 3.3.Vi betragter en stokastisk variabelX 2 N(�; 1), � 2 
 = f�0; �1; �2g,
og vi ønsker at testeH0 : � 2 
0 = f�0g
mod H1 : � 2 
 n
0 = f�1; �2g:
Ud fra en observation afX, vil vi afgøre, hvilket�, vi vil antage. Parameterrummet

består altså kun af 3 punkter. På figuren nedenfor har vi skitseret, hvorledes det kritiske
område for et kvotienttest af ovenstående hypoteser dannesud fra et givetq0 = q0. Den
midterste fordeling er tætheden, hvis� = �0, medens de to øvrige svarer til�1 og�2.

       
 

 

 

 

 

θ θ θ1 0 2

 forkaster ||  accepterer   || forkaster

       
 

 

 

 

 

 

q(x)<q’                ||                    q(x)>q’                    ||                q(x)<q’

q’

Vi ser, at det kritiske område er af formenfx < ag [ fx > bg, hvilket jo er ganske
rimeligt. �
I det næste eksempel betragter vi en lidt mere kompliceret problemstilling.

EKSEMPEL 3.4.LadX1; � � � ; Xn være uafhængigeN(�; 1)-fordelte stokastiske vari-
able. Vi ønsker at testeH0 : � = 0 modH1 : � 6= 0. H0 består altså alene af punktet
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sammensat alternativ).

Likelihood-funktionen erL(�) = nYi=1 1p2�e�12 (xi � �)2 = p2��n exp��12�(xi � �)2�:
Vi ved at maximum likelihood estimatet er givet ved�̂ = �x; d.v.s. sup� L(�) = p2��n exp��12�(xi � �x)2�
og følgelig erq(x1; � � � ; xn) = L(0)L(�̂) = p2��n exp(�12�x2i )p2��n exp��12�(xi � �x)2�= exp(�12�x2i + 12�x2i � 12n�x2)= exp(�12n�x2):
Nu erq(x1; � � � ; xn) < q0 , loge q(x1; � � � ; xn) < loge q0, �n2 �x2 < k1, f�x < �cg _ f�x > cg;
hvor k1 og c er konstanter, der principielt kan udtrykkes vedq0. Dette er imidlertid
ikke så interessant, idetc kan fastlægges direkte ved niveauet�:Pf �X < �c _ �X > cj� = 0g = �;
d.v.s. vi ender med samme test som i eksempel 3.2. �
Endelig betragter vi et eksempel, hvor såvelH0 somH1 er sammensatte. Eksemplet
er langt og ret teknisk, såudregningernekan eventuelt forbigås ved en første gennem-
læsning.
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EKSEMPEL 3.5.LadX1; � � � ; Xn være indbyrdes uafhængigeN(�; �2)-fordelte, hvor�2 nu er ukendt. Lad hypotese og alternativ væreH0 : � = �0; �2 > 0 mod H1 : � 6= �0; �2 > 0:
Grafisk kan situationen afbildes således,
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hvor den fede streg angiver parameterrummet underH0 og den resterende del af pa-
rameterrummet (d.v.s.� 6= �0, �2 > 0) svarer tilH1.
Vi har likelihood-funktionenL(�; �2) = p2��2�n exp�� 12�2�(xi � �)2�;
og likelihood kvotienten bliverq(x1; � � � ; xn) = sup�2 L(�0; �2)sup�;�2 L(�; �2)
Vi erindrer fra tidligere, atL(�0; �2) antager maximum i�2 = 1n�(xi � �0)2 = s02
og L(�; �2) antager maximum i(�; �2) = ��x; 1n�(xi � �x)2� = (�x; s2�)
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De respektive maximumsværdier ersup�2 L(�0; �2) = p2��n exp(�n2 )sup�;�2 L(�; �2) = p2��ns�n� exp(�n2 ):
Følgelig erQ = q(X1; � � � ; Xn) ligSn�S0n = ��(Xi � �X)2�(Xi � �0)2�n=2 :
Nu er �(Xi � �0)2�(Xi � �X)2 = �(Xi � �X)2 + n( �X � �0)2�(Xi � �X)2= 1 + 1n� 1 n( �X � �0)2�(Xi � �X)2=(n� 1)= 1 + 1n� 1T 2;
hvor betegnelsenT 2 åbenbart skyldes, atT er t(n�1)-fordelt underH0, d.v.s. såfremt� = �0. Det kritiske område er bestemt vedq(x1; � � � ; xn) < �0;
d.v.s. vi forkaster, hvis�1 + 1n� 1T 2��n=2 � q0:
Denne ulighed løses med hensyn tilT for q0 � 0. Vi får derved et kritiske område af
formenfT < �ag [ fT > ag:
Man fastlægger nu den kritiske værdia ved hjælp af signifikansniveauet�, idet� = supH0 PfforkasteH0g = PfT < �a _ T > aj� = �0g:
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IdetT er t(n� 1)-fordelt, når� = �0,
t(n−1)

α/2 α/2

−a a

sættesa = t(n � 1)1��=2, d.v.s. lig1 � �=2 fraktilen i t-fordelingen medn � 1
frihedsgrader.

Vi har altså fået følgende test:

Beregn teststørrelsenT = pn( �X � �0)p�(Xi � �X)2=(n� 1)
og forkast, hvisT � t(n� 1)�=2 = �t(n � 1)1��=2 eller T � t(n � 1)1��=2: �
Som det fremgår af definitionen (og de to foregående eksempler), finder man kvo-
tientteststørrelsen ved at indsætte maximum likelihood estimatorer i stedet for parame-
trene i likelihood-funktionen. Det kan derfor ikke forbavse, at der eksisterer tilsvarende
pæne sætninger om kvotientstørrelsens asymptotiske egenskaber, som der gør for max-
imum likelihood estimatorer.

Vi betragter parameterrummet
 � Rk
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og 
r0 = f� 2 
j�r+1 = �(r+1)0; : : : ; �k = �k0g;
d.v.s.
r0 er den delmængde af
, hvor de sidstek � r koordinater er konstante.

Vi ønsker altså generelt at teste, om de sidstek� r parametre kan have bestemte, forud
fastsatte værdier,�(r+1)0; � � � ; �k0.
Lad nuX1; � � � ; Xn være stokastisk uafhængige og identisk fordelte med frekvens-
funktionenf(x; �), � 2 
. Vi har da

SÆTNING 3.3.Lad f(x; �) være regulær med hensyn til alle�i, i = 1; � � � ; k. Kvo-
tientteststørrelsen for testetH0 : � 2 
r0 modH1 : � 2 
n
r0 sættes ligq(X1; � � � ; Xn).
Da gælder, at�2 loge q(X1; � � � ; Xn) asymtotisk2 �2(k � r);
hvisH0 er sand, d.v.s. hvis� 2 
r0.
Bevis.Forbigås. Beviset bygger på, at man kan vise, at det dominerende led i Tay-
lor udviklingen er (-2) gange logaritmen til likelihood kvotienten er kvadratisk. Ved
anvendelse af sætning 2.9, side 237, fås da, at størrelsen asymptotisk er fordelt som
kvadratet på en normalt fordelt størrelse, d.v.s. som en�2-fordelt størrelse. For nøjere
detaljer henvises til [55, p. 419]. �
BEMÆRKNING 3.5.Sætningens store betydning er åbenbart, at man (ved hjælp af�2 fordelingen) kan finde et kritisk område, der asymptotisk har den rigtige størrelse,
uden at kendeQ’s eksakte fordeling, som tit kan være svær at bestemme. Endvidere
er grænsefordelingen uafhængig af begyndelsesfordelingen, hvilket naturligvis også er
en fordel. H
BEMÆRKNING 3.6.Det må endvidere indskydes, at der gælder en lignende sætning i
visse ikke-regulære tilfælde (e.g. for den rektangulære fordeling over intervallet[0; �]).
Det er imidlertid bemærkelsesværdigt, at antallet af frihedsgrader bliver2(k � r), og
at fordelingen er eksakt og ikke asymptotisk. For nærmere detaljer henvises til [34,
p. 237]. H
Vi skal nu give et eksempel på anvendelse af sætningen.
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EKSEMPEL 3.6.Ved kast med en mønt har man observeret følgende antal kast, før
man opnåede krone:2; 2; 3; 0;0; 1; 0;0;1; 0:
Kan det antages, at mønten er "fair", d.v.s. giver samme sandsynlighed for plat og
krone.

Såfremt der er tale om "uafhængige" kast med en mønt, der har sandsynlighedenp
for at vise krone, kan ovenstående resultater opfattes som realisationer af stokastiske
variableX1; � � � ; X10, hvorXi 2 NB(1; p) (jfr. afsnit 1.2.3).

Vi vil undersøge antagelsen ved at testeH0 : p = 12 mod H1 : p 6= 12 :
Vi anvender kvotienttestet. Likelihood-funktionen er medn = 10L(p) = nYi=1 p(1� p)xi= pn(1� p)Pxi
Ved at løseL0(p) = 0 m.h.t.p findes umiddelbartp̂ = nn+ �xi ;
d.v.s. supL(p) = � nn+ �xi�n�1� nn+ �xi��xi :
Da supH0 L(p) = L(12) = 2�n � 2��xi ;
og daXxi = 2 + 2 + 3 + 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 0 = 9
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fås, at den observerede værdi af kvotientteststørrelsen erq(x1; � � � ; x10) = L(12)supL(p) = 2�10 � 2�9�1019�10 � � 919�9 ;
d.v.s.�2 loge q = �2(�19 loge 2� 10 loge 10� 9 loge 9 + 19 loge 19)= 0:05274:
Vi ser, at betingelserne for at anvende sætning 3.3 er til stede medk = 1 og r = 0,
d.v.s.�2 logeQ er asymptotisk2 �2(1). Det kritiske område er derfor bestemt vedq(x1; � � � ; x10) < q0, �2 loge q(x1; � � � ; x10) > �2 loge q0;
hvor�2 loge q0 fås som en fraktil i�2(1)-fordelingen, i.e.Pf�2(1) > �2 loge q0g ' �:
For � = 5% fås�2 loge q0 = �2(1)0:95 = 3:84, og da den observerede værdi af�2 loge q åbenbart er mindre end denne værdi, accepteres hypotesen altså på et 5%
niveau. Af tabel ses, at hypotesen vil blive accepteret på alle niveauer, der er mindre end
80% (da�2(1)0:20 = 0:064). Det må derfor være rimeligt at antage, at den pågældende
mønt falder på begge sider med lige stor sandsynlighed. �
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3.2 Specielle tests

Vi vil nu give en gennemgang af de almindeligt forekommende tests for parametre i
nogle af de fordelinger, vi oftest beskæftiger os med. Vi indleder med

3.2.1 Tests i en binomialfordeling

Vi indleder med at betragte tests i binomialfordelingen. LadX1; � � � ; Xk være uafhæn-
gigeB(ni; p)-fordelte stokastiske variable. Vi betragter nu forp0 2 (0; 1) hypotesernep = p0; p � p0; p � p0
og alternativernep 6= p0; p < p0; p > p0:
Nu vides, at summen er sufficient for parametrene i en binomialfordeling, således at vi
som teststørrelse kan anvendeZ = kXi=1Xi:
Sætter vin = kXi=1 ni;
fås Z 2 B(n; p):
Vi har da følgende skema over nogle hypoteser og alternativer angåendep. I skemaet
er endvidere anført de kritiske områder for tests på niveau�. Da binomialfordelingen
er diskret, kan man ikke altid opnå, at niveauet eksakt er�. Endelig er styrken for de
pågældende tests anført i et vilkårligt punktp.
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Hypo-
tese

Alter-
nativ

Kritisk område Styrkep=p0 p6=p0 z<B(n; p0)�=2_z>B(n; p0)1��=2 PfB(n; p)<B(n; p0)�=2g+PfB(n; p)>B(n; p0)1��=2gp�p0p=p0 p>p0 z>B(n; p0)1�� PfB(n; p)>B(n; p0)1��gp�p0p=p0 p<p0 z<B(n; p0)� PfB(n; p)<B(n; p0)�g
Foruden ovenstående skema henleder vi opmærksomheden på, at konfidensintervallerne
p. 265 også giver mulighed for at konstruere et test af e.g. hypotesenH0 : p = p0 mod
alternativetH1 : p 6= p0 (ved hjælp afF-fordelingen).

EKSEMPEL 3.7.Ved en undersøgelse af virkningen af stress lærte en psykolog 18 stud-
erende 2 forskellige måder at binde en knude på. Halvdelen afstudenterne lærte
metode A først og halvdelen metode B. Senere (henimod midnat) anmodedes de stud-
erende efter en 4-timers eksamen om at binde knuden påny. Manregistrerede, hvorvidt
de brugte den første, de havde lært, eller den anden. Man ville på forhånd vente, at
der var flest, der ville bruge den først lærte metode på grund af den psykisk stressede
situation, man havde bragt studenterne i. Man fik følgende resultat:

Valg af metode
Lært som nr. 1 Lært som nr. 2

16 2

Vi har her, at de 16 kan opfattes som et realiseret udfald af etX 2 B(18; p), hvorp
er sandsynligheden for at vælge den først tillærte metode. For at undersøge, om vor
forestilling er korrekt, vil vi se, om den modsatte hypoteseoverhovedet kan antages at
være rigtig, i.e. vi vil testeH0 : p � 12 mod H1 : p > 12 :
Vælger vi et signifikansniveau� = 5%, fåsPfB(18; 12) � 12g = 0:9519, hvorfor det
kritiske område bliverC = fxjx > 12g:
Da den observerede værdi af teststørrelsen ligger i det kritiske område, kan vi ikke på
et 5% niveau antage hypotesenp � 12 . Vi må derfor gå ud fra, at stresspåvirkningen
har en "regressions"-effekt, i.e. at forsøgspersonerne har en tendens til at vende tilbage
til den først tillærte metode, når de handler under stress. �
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3.2.2 Sammenligning af to binomialfordelinger

Lad der nu være givet 2 binomialt fordelte stikprøverX1; � � � ; Xk1 Xi 2 B(ni; p1)Y1; � � � ; Yk2 Yi 2 B(mi; p2):
Vi betragter igen de sufficiente størrelserX = k1Pi=1Xi 2 B(n; p1)Y = k2Pi=1Yi 2 B(m; p2)
hvor vi har satn = �ni ogm = �mi.
Vi er interesseret i at undersøge hypotesernep1 = p2; p1 � p2; p1 � p2
og alternativernep1 6= p2; p1 > p2; p1 < p2:
Vi finder nu indledningsvis fordelingen afY for givetX +Y , nårp1 = p2 = p. Vi kan
skrivePfY = yjX + Y = tg = PfY = y ^X + Y = tgPfX + Y = tg= PfY = y ^X = t � ygPfX + Y = tg= PfY = ygPfX = t� ygPfX + Y = tg :
DaX + Y 2 B(n +m; p), får vi, at denne størrelse er= �my �py(1� p)m�ynt� ypt�y(1� p)n�t+y�m+nt �pt(1� p)m+n�t= �my �� nt�y��m+nt �
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d.v.s atY for givetX+Y = t er hypergeometrisk fordeltH(t;m;m+n), hvisp1 = p2.
Med ovenstående resultater er det nu muligt for os at angive teststørrelser og kritiske
grænser for ovenstående hypoteser. Vi samler resultaternei følgende skema.X 2 B(n; p1) ^ Y 2 B(m; p2); X + Y = t

Hypotese Alternativ Kritisk områdep1 = p2 p1 6= p2 y < H(t;m;m + n)�=2_y > H(t;m;m + n)1��=2p1 � p2p1 = p2 p1 > p2 y < H(t;m;m + n)�p1 � p2p1 = p2 p1 < p2 y > H(t;m;m + n)1��
Der gælder samme bemærkninger angående niveauet som anførttil skemaet p 327.
Styrken for ovenstående tests kan selvfølgelig findes, men fordelingen afY for givetX + Y er ret kompliceret, hvisp1 6= p2. Derfor forbigås styrken.

EKSEMPEL 3.8.Ved kvalitetskontrol af nogle emner fremstillet på hver sinproduk-
tionsgren fik man følgende resultater

Defekte I orden I alt
I 2 stk. 18 stk. 20 stk.

II 2 stk. 13 stk. 15 stk.

Vi kan opfatte antallet af defekte fra de 2 produktionsgrenesom realiserede udfald af
binomialt fordelte stokastiske variableX ogY , hvorX 2 B(20; p1)Y 2 B(15; p2)
Vi er interesserede i at undersøge, om de 2 produktionsgrenehar samme defektprocent.
Dette kan gøres ved at testeH0 : p1 = p2 mod H1 : p1 6= p2:
Fordelingen afY for givetX + Y = 4 erH(4; 15; 35). Frekvensfunktionen for denne
fordeling erf(y) = �15y �� 204�y��354 � :
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I nedenstående tabel anfører vi frekvensfunktionenf(y) samt fordelingsfunktionenF(y)
for en H(4; 15; 35)-fordeling. Til sammenligning har vi endvidere anført frekvens-
funktioneng og fordelingsfunktionenG for enB(4; 37 )-fordeling, idet denne for store
værdier afn ogm skulle være en god approksimation til den hypergeometriskefordel-
ing (sætning 1.8, p. 103).y f(y) F(y) g(y) G(y)0 0:093 0:093 0:107 0:1071 0:327 0:419 0:320 0:4272 0:381 0:800 0:360 0:7873 0:174 0:974 0:180 0:9674 0:026 1:000 0:034 1:000

Frekvens- og fordelingsfunktion forH(4; 15; 35)- ogB(4; 37 )-fordelingerne

Ønsker vi at foretage et test på f.eks. 10% niveauet, ser, vi,at det nærmeste, vi kan
komme, er det kritiske områdefy < c1 = 1g [ fy > c2 = 3g � fy = 0g [ fy = 4g:
Dette svarer til niveauet0:093 + 0:026 = 0:119 = 11:9%. Beregnes niveauet ved
hjælp af binomialapproksimationen fås0:107 + 0:034 = 0:141 = 14:1%, hvilket
afviger noget fra det eksakte niveau. �
EKSEMPEL 3.9.på anvendelse af approksimativ bestemmelse af kritisk område. I
nedenstående tabel er der anført resultatet af 2 forskellige markedsanalyseinstitutters
undersøgelser over folks stillingtagen til placeringen afen ny motorvej.

God linieføring Dårlig linieføring I alt
I 222 1778 2000

II 225 1275 1500

Nu anvender de 2 institutter forskellige interviewformer,og man er derfor interesseret
i at erfare, om det er den samme "ting", de "måler" hos folk.

Vi opfatter de 222 henholdsvis 225 som realiserede udfald af2 uafhængige binomialt
stokastiske variableX 2 B(2000; p1)Y 2 B(1500; p2):
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Med denne model kan vore spørgsmål fra før omformuleres til,om det kan antages, atp1 ogp2 er ens. Vi undersøger dette ved at testeH1 : p1 = p2 mod H1 : p1 6= p2:
Ifølge skemaet p. 329 er det kritiske områdey < c1 _ y > c2;
hvor c1 og c2 passende kan findes ved at krævePfH(447; 1500; 3500) � c1g ' �2 ogPfH(447; 1500; 3500) � c2g ' 1� �2 :
Vi har nu, atP�H(447; 1500; 3500)� x	'P�B(447; 37) � x	'P8<:N(0; 1) � x+ 12 � 447 � 37q447 � 37 � 47 9=; = ��x� 191:110:5 � :
Vælger vi signifikansniveauet� = 5%, bestemmesc1 og c2 derfor approksimativt af��c1 � 191:110:5 � = 2:5% ^ ��c2 � 191:110:5 � = 97:5%
Ved hjælp af normalfordelingstabel fåsc1 � 191:110:5 = �1:96 ^ c2 � 191:110:5 = 1:96
Ved løsning af disse ligninger får vi approksimationernec1 = 170:5^ c2 = 211:7:
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Det kritiske område sættes derfor tilC = fyjy < 171 _ y > 211g;
og da225 2 C, vil vi forkaste hypotesen på et5% niveau. Vi må derfor antage, at
tallene fra de 2 analyseinstitutter er udtryk for forskellige ting. �
3.2.3 Tests i en Poissonfordeling

Vi går dernæst over til at betragte Poisson fordelingen. LadX1; � � � ; Xn være uafhængigeP(�)-fordelte stokastiske variable. Vi kan igen nøjes med at betragte den sufficiente
stikprøvefunktionZ = �Xi 2 P(n�). Vi har nu ganske analogt til p. 327 følgende
skema over test af forskellige hypoteser om�.Z2P(n�)

Hypo-
tese

Alter-
nativ

Kritisk område Styrke i��=�0 �6=�0 z<P(n�0)�=2_z>P(n�0)1��=2 PfP(n�)<P(n�0)�=2g+PfP(n�)>P(n�0)1��=2g���0�=�0 �>�0 z>P(n; �0)1�� PfP(n�)>P(n�0)1��g���0�=�0 �<�0 z<P(n�0)� PfP(n�)<P(n�0)�g
3.2.4 Sammenligning af to Poissonfordelinger

Hvis der er givet 2 Poisson fordelte stikprøverX1; � � � ; Xn; Xi 2 P(�1)Y1; � � � ; Ym; Yi 2 P(�2);
reducerer vi igen sufficient, d.v.s. vi betragterX = nXi=1Xi 2 P(n�1)
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og Y = nXi=1 Yi 2 P(m�2)
Vi går nu frem som ved binomialfordelingen, d.v.s vi finder den betingede fordeling afY givetX + Y . Vi har som førPfY = yjX + Y = tg = PfY = y ^X = t � ygPfX + Y = tg= PfY = ygPfX = t� ygPfX + Y = tg= e�m�2 (m�2)yy! e�n�1 (n�1)t�y(t � y)!e�n�1 �m�2 (n�1 +m�2)tt!= �ty�� m�2n�1 +m�2�y� n�1n�1 +m�2�t�y
d.v.s. den betingede fordeling afY givetX + Y = t er en binomialfordelingB�t;m�2=(n�1+m�2)�. Nu er et udsagn som�1 = �2 ensbetydende med, at param-
eteren i den udledte binomialfordeling er� = m�2n�1 +m�2 = mn+m = �0
Vi ser altså, at en sammenligning af de 2 Poisson fordelingerkan foregå som et test i
en binomial fordeling. Vi har nu følgende oversigt over tests på niveau�.X 2 P(n�1) ^ Y 2 P(m�2); X + Y = t

Hypotese Alternativ Kritisk område�1 = �2 �1 6= �2 y < B(t; �0)�=2_y > B(t; �0)1��=2�1 � �2�1 = �2 �1 > �2 y < B(t; �0)��1 � �2�1 = �2 �1 < �2 y > B(t; �0)1��
Udtrykket for den betingede styrke (dvs. styrken for givetX + Y = t) kan let findes
v.h.a. binomialfordelingen. En metode er at indføre kvotienten
 = �1=�2
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hvoraf�(
) = m
 � n+m
Styrken for eksempelvis testet�1 = �2 mod�1 6= �2 bliver dap(
) = PfB(t; �(
)) < B(t; �0)�=2g+PfB(t; �(
)) > B(t; �0)1��=2g
Beregning af den ubetingede styrke er noget mere kompliceret og medtages ikke her.

EKSEMPEL 3.10.I en virksomhed, hvor man har 2 drejebænke, har man en formod-
ning om, at bænk I er hårdere belastet end bænk II. Inden for enuge konstaterede man
12 sammenbrud på bænk I og 7 på bænk II.

Vi antager, at antallet af sammenbrud følger en Poisson proces med intensitet�1 hen-
holdsvis�2 sammenbrud pr. uge. Vi kan altså opfatte observationerne 12og 7 som
realiserede udfald afX 2 P(�1) henholdsvisY 2 P(�2). For at undersøge vor for-
modning�1 > �2, vil vi se, om den modsatte hypotese overhovedet kan antagesat
være sand. Vi vil altså testeH0 : � � �2 mod H1 : �1 > �2:
Det kritiske område er derforfy < cg, hvorc bestemmes vedP�B(12 + 7; 12) � c	' �, dam = n = 1 medfører�0 = 12 . Vi vælger� = 5%. Af
tabel ser viPfB(19; 12) � 6g = 0:0835PfB(19; 12) � 5g = 0:0318:
Det kritiske område er derforfy < 6g, og vi ser, at hypotesen accepteres. Vi kan
altså ikke på et5% niveau afvise muligheden�1 � �2, d.v.s. vi kanikke tillade os at
konkludere, at�1 > �2. Det er klart, at hvis vi undersøger hypotesenK1 : �1 � �2 mod K2 : �1 < �2
på et5% niveau, får vi igen accept. Vi må derfor konkludere, at det ikke er muligt
at konstantere forskelle i sammenbrudsintensiteten på de to drejebænke, som er sig-
nifikante på et5% niveau. �
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3.2.5 Tests i normalfordelingen

Vi skal i dette afsnit give tests vedrørende middelværdi og varians for normal fordelte
variable. Vi har i de tidligere afsnit set, hvorledes man kankonstruere sådanne tests, så
de anføres uden særlige kommentarer.

I tabellerne på side 336, 337, 338 og 339 betragtes uafhængige stokastiske variableX1,� � � ,Xn medXi 2 N(�; �2). Her er anvendt betegnelserne�X = 1n nXi=1XiS02 = 1n nXI=1(Xi � �)2 S2 = 1n� 1 nXi=1(Xi � �X)2
I tabellerne på side 340, 341, 342, 343, 344 og 345 betragtes uafhængige stokastiske
variableX1; � � � ; Xn ogY1; � � � ; Ym medXi 2 N(�1; �21) ogYi 2 N(�2; �22). Her er
anvendt betegnelserne�X = 1n nPi=1Xi �Y = 1m mPi+1YiS021 = 1n nPi=1(Xi � �1)2 S022 = 1m mPi=1(Yi � �2)2S21 = 1n�1 nPi=1(Xi � �X)2 S22 = 1m�1 mPi=1(Yi � �Y )2S2 = (n� 1)S21 + (m � 1)S22n+m � 2= 1m+n�2� nPi=1(Xi � �X)2+ mPi=1(Yi � �Y )2�fs = m + n� 2� = �1 � �2s�21n + �22m � = �1 � �2�r 1n + 1m1r = c2n� 1 + (1� c)2m � 1 c = 1nS211nS21 + 1mS22
I tabellerne er der angivet udtryk for bestemmelse af stikprøvestørrelse. Metoden er il-
lustreret i eksemplerne 3.11, 3.12, 3.13 og 3.14, der følgerumiddelbart efter tabellerne.
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EKSEMPEL 3.11.Vi betragter en virksomhed, som producerer emner med et givet
karakteristikum (kvalitetsindeks), der er af afgørende betydning for emnets anvende-
lighed.

LadXi 2 N (�; �2); i = 1; : : : ; n, betegne en stikprøve af emner fra produktionen,
som antages at være indbyrdes uafhængige.

Vi ønsker at teste hypotesenH0 : � = �0
mod alternativetH1 : � > �0;
SåfremtH0 er sand, ønskes en acceptsandsynlighed på mindst 1-�:Pf acceptj� = �0g � 1� �
Hvis � er væsentligt større end�0, f.eks. �0 + �, ønskes en acceptsandsynlighed på
højst�. Kravet bliver derforPf acceptj� > �0 + �g � �
For� = � = 5% fås af tabellen side 336n = (u95% � u5%)12 = (1:6449� (�1:6449))21 = 3:2898
Altså skal stikprøven mindst indeholde 4 emner. �
EKSEMPEL 3.12.Vi betragter samme problemstillingsom i Eksempel 3.11, menønsker
nu at undersøge produktionens variabilitet (fremfor niveauet�) ved at teste hypotesenH0 : �2 = �20
mod alternativetH1 : �2 > �20
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Som før ønskes en høj acceptsandsynlighed, hvis kvalitetener tilfredsstillende:Pf acceptj�2 = �20g � 1� �
Hvis �2 bliver væsentligt større end�20, f.eks. �2 = 3�20, ønskes naturligvis en lille
acceptsandsynlighed�:Pf acceptj�2 = 3�20g � �
Af tabellen side 339 fremgår det, at stikprøvestørrelsenn skal bestemmes af
 = �2(n � 1)1���2(n � 1)� = 3;
som ikke kan løses analytisk med hensyn tiln.

Vi vælger som eksempel� = 5% og � = 10%, som ofte benyttes i praksis. Ved at
indsætte forskellige værdier afn fås følgende resultatern 5 10 12 15 16
 8.92 4.07 3.52 3.04 2.92

Altså skal der udtages en stikprøve pån=16 emner for, at vi kan være mindst 95%
sikre på, at emnerne opfylder kvalitetskravet (� H0 er sand). I dette tilfælde er der
dog en sandsynlighed på (højst) 10% for at acceptere en stikprøve, som ikke er af en
tilfredsstillende kvalitet (hvis�2 � 3�20 � H1 er sand). �
EKSEMPEL 3.13.Vi betragter en virksomhed, som producerer emner på to ensartede
produktionslinjer. LadXi 2 N (�1; �21); i = 1; : : : ; n; og Yj 2 N (�2; �22); j =1; : : : ;m; betegne et kvalitetsindeks for emner fra de to produktionslinjer. På basis af
tidligere stikprøver er det godtgjort, at�21 = 22 og�22 = 1:52.
Vi ønsker at teste hypotesenH0 : �1 = �2
mod alternativetH1 : �1 > �2
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Det ønskes undersøgt hvor stor en stikprøve (forudsat vi vælger n = m), der skal
udtages fra hver af de to produktionslinjer for at opfylde følgende krav:Pf acceptj�1 = �2g � 1� �
i.e. en høj acceptsandsynlighed, såfremt kvaliteten af emner fra de to produktionslinjer
er ensartet, ogPf acceptj�1 � �2 � 2g � �;
i.e. en lille acceptsandsynlighed, hvis kvaliteterne afviger væsentligt fra hinanden.

Det antages at stikprøverne fra de to produktionslinjer skal være lige store (n = m).
For�1 � �2 = 2, � = 5% og� = 5% fås af tabellen side 340� = �1 � �2p�21 + �22 = 2p22 + 1:52 = 0:8
og n = u95% � u5%�2 = (1:6449� (�1:6449))20:82 = 16:91
Altså fås stikprøvestørrelsernen = m = 17. �
EKSEMPEL 3.14.Såfremt man i Eksempel 3.13 ønskede at tage hensyn til, at derer
forskel på varianserne (�21 6= �22) ved bestemmelsen af stikprøvestørrelserne (idet der
nu gældermn = �1�2 ) fås i stedet af tabellen side 340:� = �1 � �2p�21 + �1�2 = 2p22 + 2 � 1:5 = 2p7 ;
hvorved man fårn = (u95% � u5%)2�2 = (1:6449� (�1:6449))2(2=p7)2 = 18:94 � 19
og m = n�2�1 = 18:941:52 = 14:2 � 15
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Altså fås den samme totale stikprøvestørrelsen +m = 34 i begge tilfælde.

Forhåndsviden om, at�21 6= �22 giver dog anledning til en anden allokering af det totale
antal emner i stikprøverne, således at der udtages flest emner fra produktionslinjen med
størst variation. �
Vi giver nu et meget vigtigt eksempel, der skal illustrere anvendelsen af den teori, vi
har formuleret.

EKSEMPEL 3.15 (PARRET /UPARRET T-TEST). For at sammenligne 2 sovemidler A
(dextrohyoscyamin hydrobromid) og B (laevo-hyoscyamin hydrobromid) har man målt
den forøgede søvnlængde, 10 personer har opnået ved brug af de 2 sovemidler. De
opnåede resultater var - målt i timer -

Person A B
1 0.7 1.9
2 -1.6 0.8
3 -0.2 1.1
4 -1.2 0.1
5 -0.1 -0.1
6 3.4 4.4
7 3.7 5.5
8 0.8 1.6
9 0.0 4.6
10 2.0 3.4

For at kunne vurdere disse data må vi opstille en matematisk model. Vi antager,
at observationerne er realiserede udfald af stokastisk uafhængige, normalt fordelte
stokastiske variableX1; � � � ; X10 (sovemiddel A) ogY1; � � � ; Y10 (sovemiddel B). Disse
ting må begrundes ved forsøgets art og udførelse (personerne får ikke at vide, hvilket
middel de har fået, hvorledes det har virket på andre etc.).

Endvidere antager vi, atXi2 N(�i + �1; �21) i = 1; � � � ; 10Yi 2 N(�i + �2; �22) i = 1; � � � ; 10:
Her angiver parameteren�i, om person nr.i generelt er påvirkelig af sovemidler og
i hvor høj grad etc. Parameteren er altså en personparameter. Parametrene�1 og �2
angiver så effekten ved anvendelse af de specielle sovemidler A henholdsvis B. Disse
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er altså personuafhængige. De størrelser, vi må være interesserede i at sammenligne,
er altså�1 og �2. Da vi a priori ikke har nogen fornemmelse af, at den ene skulle være
bedre end den anden, må det rimelige test væreH0 : �1 = �2 mod H1 : �1 6= �2:
For at kunne udføre dette test betragter viDi = Xi � Yi 2 N(�1 � �2; �21 + �22):
Man skal her hæfte sig ved, at de dannede differenserDi ikke er influerede af de
enkelte personers underliggende gennemsnitlige søvnlængder,�i.
Sætter vi�1 � �2 = � og �21 + �22 = �2, er altsåDi 2 N(�; �2), og vi kan derfor
sammenligne de to sovemidler ved at testeH0 : � = 0 mod H1 : � 6= 0:
Af tabellen side 336 fremgår, at vi som teststørrelse kan anvendeZ = �Dp10p�(Di � �D)2=9 ;
som er2 t(9) underH0. Hvis vi anvender et signifikansniveau på5%, bliver den
kritiske områdeC = fzjz < t(9)2:5% _ z > t(9)97:5%g= fzjz < �2:262_ z > 2:262g:
De observerede værdier afD1; � � � ; D10 er�1:2;�2:4;�1:3;�1:3; 0:0;�1:0;�1:8;�0:8;�4:6;�1:4;
og heraf fås �d = �1:58�d2i = 38:58�(di � �d)2 = 13:62;
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d.v.s. z = �1:58p10p13:62=9 = �4:06 2 C:
Den observerede værdi af teststørrelsen ligger altså i det kritiskeområde, og vi forkaster
derfor hypotesen på et5% niveau. Vi må derfor antage, at de 2 sovemidler ikke har
samme effekt.

For at illustrere vigtigheden af at vælge den korrekte matematiske model kunne vi nu
alternativt forestille os, at de anførte målinger stammer fra forsøg med 20 forskellige
patienter.

Denne ændring i forudsætningerne har den helt afgørende betydning, at vi nuikke
kan eliminere de underliggende gennemsnitlige søvnlængder ved at tage differenser
som ovenfor. Derved bliver bedømmelsen af forskellen på de to sovemidler naturligvis
mere usikker.

Den rimelige model kunne nu væreXi 2 N(�1; �21); i = 1; � � � ; 10;Yi 2 N(�2; �22); i = 1; � � � ; 10;
hvor �1 og �2 angiver middelsovelængden for en tilfældigt udvalgt person ved at an-
vende henholdsvis A eller B som sovemiddel. Vi vil nu undersøge, om�1 = �2. Først
bør vi imidlertid teste, om�21 = �22. Det rimelige alternativ er�21 6= �22. Ifølge tabellen
side 345 er det kritiske område ved et test på5% niveauet givet veds21s22 < F(9; 9)2:5% _ s21s22 > F(9; 9)97:5%
Af tabel fåsF(9; 9)97:5% = 4:03 = 1=F(9; 9)2:5%. Beregningerne af teststørrelsen
fremgår af følgende skema. A B�zi 7:5 23:3�z2i 34:43 90:37�(zi � �z)2 28:80 36:08
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Den observerede værdi af teststørrelsenz erz = s21s22 = 28:80=936:08=9 = 0:78;
der ligger i acceptområdet. Vi kan derfor nu antage, at�21 = �22, og vi kan danne et
centralt, sammenvejet (pooled) skøn over det fælles�2:s2 = 28:80 + 36:0818 = 3:60 = 1:92
Vi tester nu under antagelse af�21 = �22:H0 : �1 = �2 mod H1 : �1 6= �2:
Af tabellen side 341 får vi, at teststørrelsen erT = �X � �YSq 1n + 1m :
Det kritiske område er - idet vi stadig anvender� = 5% -t < t(18)2:5% = �2:101_ t > t(18)97:5% = 2:101:
Den observerede værdi afT ert = �1:581:9q15 = �1:86:
som ligger i acceptområdet, d.v.s. vi må konkludere, at det med det foreliggende mate-
riale ikke kan afvises, at de 2 sovemidler er ens under de sidst benyttede antagelser om
forsøget. �
Dette resultat er meget lærerigt, idet vi jo under de først anførte forudsætninger om
forsøgets udførelse fik, at der var en forskel på de 2 sovemidler. Det er altså af
afgørende betydning for undersøgelsens udfald, at forudsætningerne nøje specificeres,
at man holder variation inden for patienter og mellem patienter ude fra hinanden etc.
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I det viste eksempel bliver usikkerheden meget mindre, hvisman kan undersøgeDi =Xi � Yi i stedet for som vist i sidste del af eksemplet. Testet, hvor man kan foretage
differensdannelse, kaldes ofte etparret t-test eller ett-test forparvise differenser.
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3.2.6 Test i �-fordelingen

Vi skal i dette afsnit anføre nogle tests i�-fordelingen, når formparameterenk er kendt.
Vi bemærker, at dette inkluderer testning i eksponentialfordelingen.

I tabellerne side 355 og 356 har vi dels betragtet uafhængigestokastiske variableX1; � � � ; Xn medXi 2 G(k; �) og dels uafhængige variableX1; � � � ; Xn ogY1; � � � ; Ym hvorXi 2 G(k1; �1) ogYi 2 G(k2; �2). Der er anført teststørrelser m.v.
for test af� og for test af sammenhængen mellem�1 og �2. Signifikansniveauet er
overalt lig�.
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EKSEMPEL 3.16.Vi betragter igen situationen i eksempel 2.12, p. 238, hvor der var
givet 20 målinger af tidsafstanden mellem successive kundeankomster ved kasseap-
paraterne i et supermarked. Man har en formodning om, at tidsafstanden mellem
kundeankomster her er mindre, end den er ved kasserne i en anden afdeling. For at
undersøge dette har man ved disse andre kasser ligeledes målt tidsafstanden mellem
kundeankomster. Af praktiske grunde har det dog kun været muligt at måle tidsafs-
tanden mellem hver tredie kundes ankomst. Man fik følgende data, igen målt i 1100
min. 168; 351; 337; 274; 63;155;120; 406; 242;152
Kan vi nu på basis af dette materiale slutte, at den ovenfor anførte formodning virker
rimelig?

For at besvare dette spørgsmål må vi som sædvanlig først formulere en matematisk
model. I eksempel 2.12, p. 238, arbejdede vi ud fra antagelsen, at kundeankomster
fulgte en Poisson proces.

Dette medførte, at de anførte 20 observationer kunne opfattes som realiserede udfald af
uafhængigeEx(�1)-fordelte stokastiske variableX1; � � � ; Xn. Hvis forudsætningerne
om Poisson processen også holder stik for de andre kasser, erde anførte 10 obser-
vationer realiserede udfald af uafhængigeG(3; �2)-fordelte stokastiske variable, fordi
summen af 3 uafhængige ensfordelteEx(�2) stokastiske variable følger enG(3; �2)-
fordeling, jfr. sætning 1.19, side 122. Vi har altså de uafhængige variableX1;� � � ; X20; Xi 2 Ex(�1) = G(1; �1)Y1;� � � ; Y10; Yi 2 G(3; �2)
Middelafstanden mellem kundeankomster ved "kasse 1" erE(Xi) = �1 og ved "kasse
2" 13 E(Yi) = �2. Vor antagelse kan nu formuleres som�1 < �2. Vi må nu undersøge,
om det overhovedet kan antages, at�1 � �2, d.v.s. vi skal teste denne hypotese mod
alternativet�1 < �2, i.e.H0 : �1 � �2 mod H1 : �1 < �2:
Af tabellen side 356 fås, at vi som teststørrelse kan anvendeZ = �Xi=(20 � 1)�Yi=(10 � 3) :
Det kritiske område er ved test på5% niveauC = fzjz < F(40; 60)5%g = fzjz < 0:61g:
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Den observerede værdi af teststørrelsen erz = 1467=202368=30 = 0:93 62 C:
Vi vil derfor acceptere hypotesenH0, d.v.s. vi kan ikke afvise antagelsen�1 � �2.
Afvigelsen mellem de målte gennemsnitsafstande er derfor ikke signifikant på et5%
niveau, og med det foreliggende datamateriale er der følgelig ingen basis for at hævde,
at�1 < �2.
Hvis man fra supermarkedets ledelse ikke var tilfreds med denne konklusion, måtte
man foretage yderligere indsamling af data. Som et krav til et test baseret på yderligere
data kan man f.eks. stille, at sandsynligheden for at acceptere�1 � �2 skal være mindre
end2:5%, hvis�1 < 12�2. Vi må her endvidere fastlægge, hvor mange observationer
vi skal tage fra hver kasse. Da vi kun måler afstandene mellemhver tredie kunde ved
"kasse nr. 2", vil det være rimeligt at tage 3 gange så mange observationer fra "kasse
1" som fra "kasse 2".

Vi har altså nu uafhængige stokastiske variableX1;� � � ; X3m; Xi 2 G(1; �1)Y1;� � � ; Xm; Yi 2 G(3; �2)
og vi skal testeH0 : �1 � �2 mod H1 : �1 < �2
på niveauet� = 5%. Kaldes styrkefunktionen for testetpm, skalm vælges så stor, at�1 < 12�2 ) pm(�1; �2) > 97:5%:
Ifølge tabellen side 356 erpm(�1; �2) = PfF(6m; 6m) < �2�1F(6m; 6m)�g;
d.v.s. vi skal bestemmem, såPfF(6m; 6m) < 2F(6m; 6m)5%g � 97:5%;
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dvs., at den kritiske værdi2F(6m; 6m)5% skal være mindst 97.5% fraktil iF(6m; 6m)-
fordelingen. Vi kræver altsåF(6m; 6m)97:5% � 2F(6m; 6m)5%:
Af tabel fås m F(6m; 6m)97:5% 2F(6m; 6m)5%10 1:67 1:3120 1:43 1:48
Heraf ses, at de stillede krav er opfyldt form � 20. Med henblik på en fornyet
undersøgelse af kundeankomster ved kasseapparaterne vil man derfor anbefale, at der
tages 60 målinger ved "kasse 1" og 20 målinger ved "kasse 2". Den statistiske analyse
af disse observationer vil da foregå som før. �



360 K APITEL 3. HYPOTESEPRØVNING

3.2.7 Test i polynomialfordelingen

Vi vil i dette og de følgende to afsnit give en række eksemplerpå tests i polynomial-
fordelingen.

LadX = (X1; � � � ; Xk) 2 Pol(n; p1; � � � ; pk). Vi betragter da først hypotesenH0 : p1 = p10; � � � ; pk = pk0
mod alternativetH1 : 9i(pi 6= pi0):
Det er vanskeligt at finde et eksakt test for denne situation,men vi har følgende asymp-
totiske resultat.

SÆTNING 3.4.Kvotienttestet på niveau� for test afH0 modH1 er asymptotisk æk-
vivalent med testet givet ved det kritiske områdeC = ((x1; � � � ; xk)j kXi=1 (xi � npi0)2npi0 > �2(k � 1)1��) :
Bevis.Af sætning 3.3 p. 323 fås, idet vi erindrer, at polynomialfordelingen kun har friek � 1 parametre (p. 105), at�2 logq(X1; � � � ; Xk) asymptotisk2 �2(k � 1);
hvisH0 er sand. Her betegnerq(X1; � � � ; Xk) kvotientteststørrelsen for test afH0 modH1. Det kan nu vises, at størrelsen�2 logq(X1; � � � ; Xk) = �2 logQ
og størrelsenkXi=1 (Xi � npi0)2npi0
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har samme grænseværdi forn!1, d.v.skXi=1 (Xi � npi0)2npi0 asymptotisk2 �2(k � 1)
underH0. Nu er det kritiske område for kvotienttestetC1 = f(x1; � � � ; xk)jq(x1; � � � ; xk) < q0g= f(x1; � � � ; xk)j � 2 logq(x1; � � � ; xk) > c1g;
hvor c1 = �2 log q0 fastlægges ved niveauet�. Heraf fås det i sætningen anførte
resultat. �
BEMÆRKNING 3.7. Ifølge sætning 1.9, p. 105, erE(Xi) = npi0 således, at leddet(xi � npi0)2
angiver kvadratet på afvigelsen mellem det forventede antal i den i’te klasse og det
observerede antal i klassen. StørrelsenkXi=1 (xi � npi0)2npi0
er da blot et relativt mål for afvigelsen mellem det observerede og det forventede antal
i de forskellige klasser, og det er derfor såre rimeligt at forkaste hypotesen, hvis denne
afvigelse er for stor. H
BEMÆRKNING 3.8.Approksimationerne i sætningen er specielt gode, hvis allenpi0
er lige store eller næsten lige store. Endvidere er de gode, hvis allenpi0 � 5 (hvisk � 1 � 6, må 1 eller 2 afnpi0’erne dog godt være små). H
EKSEMPEL 3.17.En fabrik af glødelamper oplyser, at brændetiden for en tilfældigt
udvalgt lampe falder i intervallerne 0–700 timer, 700–800 timer og over 800 timer
med sandsynligheder på henholdsvis0:2, 0:7 og 0:1 (jfr. eksempel 3.9, p. 330). Ved
målinger på 100 lamper fandt man følgende brændetider.

Brændetid 0–700 700–800 800–1
Antal 14 75 11
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Kan det nu fremdeles antages, at de fra fabrikken opgivne sandsynligheder stemmer?

Vi kan opfatte antallene(x1; x2; x3) af lamper i de 3 klasser som et realiseret udfald
af X = (X1; X2; X3) 2 Pol(100; p1; p2; p3). Vi undersøger, om der er overensstem-
melse mellem de anførte data og fabrikkens opgivelser ved attesteH0 : p1 = 0:2; p2 = 0:7; p3 = 0:1
mod alle alternativer. Det kritiske område er approksimativt ved test på niveau�C = �(x1; x2; x3)jX (xi � 100pi0)2100pi0 > �2(3� 1)1��� :
Den observerede værdi af teststørrelsen er(x1 � 20)220 + (x2 � 70)270 + (x3 � 10)210 = 3620 + 2570 + 110 = 2:26:
Da�2(2)70% = 2:41, ser vi, at hypotesen vil blive accepteret på alle niveauer� 30%.
Der er derfor ingen grund til at tvivle på de fra fabrikken opgivne sandsynligheder.�
Ofte er man interesseret i at teste en hypoteseH0 : pi = pi(�); i = 1; � � � ; k
mod H1 : 9i�pi 6= pi(�)�;
hvor � = (�1; � � � ; �r) er ukendte parametre, som bestemmerpi. Det forekommer da
intuitivt indlysende at indsætte estimatorer�̂ = (�̂1; � � � ; �̂r) i teststørrelsen således, at
vi får Z = kXi=1 �Xi � npi(�̂)�2npi(�̂)
og så igen forkaste for store værdier afZ.
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Det viser sig rent faktisk, at dette igen er et fornuftigt test, blot er grænsefordelingen afZ nu en anden, idet man ved hjælp af sætning 3.3 kan indse, atZ asymptotisk 2 �2(k � 1� r);
d.v.s frihedsgradsantallet er faldet medr svarende til, at vi har estimeretr parametre.

Vi formulerer resultatet af disse overvejelser mere præcist i

SÆTNING 3.5.Kvotienttestet på niveau� for test afH0 : pi = pi(�) mod H1 : 9i�pi 6= pi(�)�;
hvor � = (�1; � � � ; �r) er en ukendt parameter, er asymptotisk ækvivalent med testet
givet ved det kritiske områdeC = ((x1; � � � ; xk)j kXi=1 �xi � npi(�̂)�2npi(�̂) > �2(k � 1� r)1��) ;
hvor �̂ = (�̂1; � � � ; �̂r) er et maximum likelihood skøn over�.
Bevis.Forbigås. Se f.eks. [35][p. 423]. �
BEMÆRKNING 3.9.Sætningen er ikke helt præcis i udformningen. Der skal således
bl.a. gælde, at ingen af parametrene�i kan beregnes ud fra der � 1 øvrige. Endvidere
skal funktionernepi(�) have kontinuerte afledede med hensyn til alle�i. Endelig skal
vi bemærke, at det er tilstrækkeligt, at estimatorerne�̂1; � � � ; �̂r er asymptotisk effi-
ciente. Dette indebærer f.eks., at vi kan anvende estimatorer, der kun asymptotisk er
lig maximum likelihood estimatorerne. H
Vi skal nu betragte nogle anvendelser af sætningen.

3.2.8 Test i kontingenstabel

Vi vil først omtale de såkaldtekontingenstabeller. I dette tilfælde er udfaldet af det
tilfældigeeksperiment karakteriseret ved 2 egenskaber, i.e. den ene egenskab er netop 1
af visse udtømmende og hinanden udelukkende hændelserA1; � � � ; Ar og den anden
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tilsvarende medB1; � � � ; Bs. Eksperimentet er gentagetn gange, ogXij betegner
hyppigheden af hændelsenAi \Bj . Vi ordner vore data i et skema somB1 BsA1 X11 � � � X1s

...
...

...Ar Xr1 � � � Xrs (3.3)

Det er et skema som (3.3), der benævnes enkontingenstabel(engelsk: contingency=mu-
lighed).

Vi sætter sandsynligheden for at få et udfald i klassenAi \Bj lig pij, i.e.pij = P(Ai \Bj):
Af beviset for sætning 3.4 fås nu, atrXi=1 sXj=1 (Xij � npij)2npij asymptotisk 2 �2(rs� 1): (3.4)

Man vil nu hyppigt være interesseret i at undersøge, om der eruafhængighed mellem
de to inddelingskriterier, i.e. omP(Ai \Bj) = P(Ai)P(Bj) 8i; j:
Her er den marginale sandsynlighed for hændelsenAi:P(Ai) = sXj=1P(Ai \Bj) = sXj=1 pij:
Denne størrelse betegnes kortpi: , hvor punktummet angiver, at der er summeret over
det pågældende index. Tilsvarende defineresp:j . Vi kan nu formulere vort problem
som et testproblem med hypoteseH0 : pij = pi� � p�j 8i; j;
hvor pi� = sXj=1 pij ; p�j = rXi=1 pij;
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mod alle alternativer.

Vi estimerer parametrenepi� ogp�j ved de respektive relative hyppighederp̂i� = Xi�n ; Xi� = sXj=1Xijp̂�j = X�jn ; X�j = rXi=1Xij :
Vi indsætter nupij = p̂i� � p̂�j i (3.4) og får derved størrelsenZ = rXi=1 sXj=1 �Xij � n(Xi�=n)(X�j=n)�2n(Xi�=n)(X�j=n) : (3.5)

Da�p�j = �pi� = 1, har vi estimerets�1+r�1 parametre. Ifølge (bemærkningerne
til) sætning 3.5 er derforZ asymptotisk 2 �2�rs � 1� (r + s � 2)� = �2�(r � 1)(s � 1)�
underH0. Af den samme sætning følger nu direkte

SÆTNING 3.6. I kontigenstabellen (3.3) er kvotienttestet på niveau� for hypotesen
om uafhængighed mellem inddelingskriterierneasymptotisk ækvivalent med testet givet
ved det kritiske områdeC = n(x11; � � � ; xrs)j rXi=1 sXj=1 �xij � n(xi�=n)(x�j=n)�2n(xi�=n)(x�j=n)> �2�(r � 1)(s � 1)�1��o:
Vi skal nu give et eksempel på anvendelsen af sætningen.

EKSEMPEL 3.18.På et laboratorium karakteriserer man visse metallegeringer ved
deres hårdhed (lille, normal, stor) og ved deres elasticitet (lille, normal, stor). For
at få oplyst, om der er sammenhæng mellem disse 2 egenskaber,har man foretaget en
analyse af 100 prøver. Man fik følgende data.
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Antal Hårdhed Total
Lille Normal Stor

Lille 10 8 3 21
Elasticitet: Normal 12 21 7 40

Stor 7 22 10 39
Total 29 51 20 100

Vi undersøger, om der er nogen sammenhæng ved at teste, om derer uafhængighed
mellem inddelingskriterierne.

Vi bestemmer først estimater over de forventede antal i hverklasse. De bliver

Estimeret
forventet Lille Normal Stor Total

antal
Lille 6.09 10.71 4.20 21.00
Normal 11.60 20.40 8.00 40.00
Stor 11.31 19.89 7.80 39.00
Total 29.00 51.00 20.00 100.00

Her beregnes f.eks. værdien i klassen (E stor, H lille) somx3� � x�1n = 39 � 29100 = 11:31:
Ved hjælp af dette skema findes den observerede værdi af teststørrelsen (3.5) let. Den
er z = (10� 6:09)26:09 + � � �+ (10� 7:80)27:80 = 6:182:
Det kritiske område er ved et test på niveau� approksimativt lig medC = �(x11; � � � ; x33)jz > �2�(3� 1)(3� 1)�1��	= �(x11; � � � ; x33)jz > �2(4)1��	:
Da 6:182 < �2(4)0:90, vil vi derfor acceptere hypotesen på alle niveauer mindre end10%. Med det foreliggende materiale er der derfor ikke påvist sammenhæng mellem
de 2 inddelingskriterier. �
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3.2.9 Homogenitetstestet

Vi vil til slut give et test for homogenitet afk (observerede grupperede) fordelinger.
Vi har givet et skema af formen

Fordeling nr. Gruppe nr. Total1 � � � m1 X11 � � � X1m n1
...

...
...

...k Xk1 � � � Xkm nk
Total X�1 � � � X�m n

Her angiverXij antallet af observationer fra deni’te fordeling i denj’te gruppe. To-
talenni er lig antallet af observationer fra deni’te fordeling, d.v.s.ni = Xi� =Xj Xij :
Endvidere har vi igen anvendt betegnelsenX�j =PiXij.
Vi ønsker nu at undersøge hypotesenH0, at dek observerede fordelinger er tilfældige
stikprøver fra den samme population, i.e. at sandsynligheden for at falde i denj’te
gruppe(j = 1; � � � ;m) er ens for alle fordelinger (homogenitet). Denne sandsynlighed
kan derfor sættes lig�j underH0.
Da (Xi1; � � � ; Xim) 2 Pol(ni; �1; � � � ; �m), hvis ovenstående hypotese er korrekt, ermXj=1 (Xij � ni�j)2ni�j asymptotisk 2 �2(m� 1):
Af �2-fordelingens reproduktivitetssætning (p. 106) følger nu, atkXi=1 mXj=1 (Xij � ni�j)2ni�j asymptotisk 2 �2�k(m � 1)� (3.6)

underH0. Parametrene�j estimeres naturligvis ved de tilsvarende relative hyppigheder,
i.e. �̂j = X�jn ; j = 1; � � � ;m:
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Indsættes disse estimatorer i (3.6), fås størrelsenZ = kXi=1 mXj=1 (Xij � niX�j=n)2niX�j=n (3.7)

Da vi har estimeretm � 1 uafhængige parametre (idet
P �j = 1), får vi som før, atZ asymptotisk 2 �2�k(m � 1)�m + 1� = �2�(k � 1)(m� 1)�:

Efter disse betragtninger er det nu klart, at vi har

SÆTNING 3.7.Kvotienttestet på niveau� for homogenitetshypotesenH0 mod alle al-
ternativer er asymptotisk ækvivalent med testet ved det kritiske områdeC = n(x11; � � � ; xkm)j kXi=1 mXj=1 (xij � nix�j=n)2nix�j=n> �2�(k � 1)(m � 1)�1��o:
BEMÆRKNING 3.10.Vi ser, at teststørrelsen beregnes på samme måde som teststør-
relsen for uafhængighedstestet i kontigenstabellen. Vi ser endvidere, at de asympto-
tiske fordelinger ligeledes stemmer overens, således at det, hvad angår denumeriske
betragtninger, er underordnet, om man opfatter situationen på den ene eller den anden
måde. Det er dog vigtigt, at man gør sig klart, atmodellerneer forskellige. I kontigen-
stabellen er totalenn givet, og ved homogenitetstestet er det rækkemarginalsummernen1; � � � ; nk, der er givne. H
Vi illustrerer sætningen med

EKSEMPEL 3.19.På en levnedsmiddelfabrik ønsker man at undersøge 3 forskellige
konserveringsmidlers indflydelse på den færdige vares udseende.

Man har derfor bedømt en række prøver behandlet med et af de 3 konserveringsmidler
efter udseendet. Man anvendte følgende klasser: Meget fint udseende, Fint udseende,
Acceptabelt udseende og Dårligt udseende. Man fik herved data, som fremgår af ne-
denstående skema.
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Behandling Udseende Total
Meget fint Fint Acceptabelt Dårligt

1 45 27 20 12 104
2 25 10 9 10 54
3 56 47 30 18 151

Vi vil nu teste en hypotese om, at de 3 fordelinger har samme sandsynligheder for at
falde i de respektive klasser, mod alle alternativer.

Vi finder først alle marginalsummer.

1 2 3 4 Total
1 45 27 20 12 104
2 25 10 9 10 54
3 56 47 30 18 151

Total 126 84 59 40 309

Herefter kan vi let beregne estimater for de forventede antal i de enkelte grupper fra de
3 fordelinger. ni�̂j 1 2 3 4 Total

1 42.41 28.27 19.86 13.46 104.00
2 22.02 14.68 10.31 6.99 54.00
3 61.57 41.05 28.83 19.55 151.00

Total 126.00 84.00 59.00 40.00309.00

Ved hjælp af dette skema findes den observerede værdi af teststørrelsen tilz = (45� 42:41)242:41 + � � �+ (18� 19:55)219:55 = 5:269:
Det kritiske område ved test på niveau� er approksimativtC = f(x11; � � � ; x34)jz > �2�(3� 1)(4� 1)�1��g= f(x11; � � � ; x34)jz > �2(6)1��g:
Da5:269 < �2(6)50% = 5:35, vil vi acceptere hypotesen på alle niveauer mindre end50%. Vi vil derfor ikke på det foreliggende grundlag afvise hypotesen, at de 3 behan-
dlingsmetoder har samme effekt. Man siger også, at hypotesen H0 ikke er statistisk
signifikant. �
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3.3 Fordelingsfrie tests

I mange situationer vil det ikke være muligt at specificere enbestemt underliggende
fordeling, når man har et testproblem. Da kan man ofte med fordel anvende et såkaldt
fordelingsfrit eller ikke-parametrisk test. Vi indleder med

3.3.1 Fortegnstestet og Wilcoxon-testet

Vi vil dog først starte med

DEFINITION 3.10.Vi siger, at et test af en statistisk hypotese erfordelingsfri , når
det bygger på en stikprøvefunktion, der har en fordeling, som under nulhypotesen er
uafhængig af fordelingen af de oprindelige observationer. N
Læg mærke til, at det oftest forudsættes, at observationerne både er uafhængige og at
de har samme (men dog ikke specificerede) fordeling.

Ved en del undersøgelser er man mere interesseret i, hvor stor medianen eller andre
fraktiler er, end hvor stor middelværdien er. Lad os eksempelvis betragte studietids-
fordelingen ved DTU for bygningsingeniører, der tog afsluttende eksamen i 1965. Man
kunne nu være interesseret i et udsagn af følgende art:90% af de studerende har af-
sluttet deres studium inden for et tidsrum på512 år (= den normerede studietid + 1 år
dengang). Observationerne var som følger:

Tid: 412år 512år 612år 712år 812år 912år
Antal: 55 31 19 4 2 2

Hvis vi sætterZ lig med antallet af observationer� 512 år, erZ binomialtfordelt, dvs.Z 2 B(113; 0:90) underH0. Under det alternative,H1 : det er færre end90% af de
studerende, der fuldfører i løbet af512 år, vil Z være2 B(113; p), p < 0:90. Man vil
derfor forkaste for små værdier afZ. Den kritiske værdi kan fastlægges ved kravetPfB(113; 0:90)� cg � 5%:
Benyttes en normalfordelingsapproksimationPfB(113; 0:90)� cg 'PfN(113 � 0:90; 113 � 0:90 � 0:10) � c+ 12g <� 5%
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findesc <� 95:95 ' 96;
d.v.s. vi må klart forkaste hypotesen, da den observerede værdi afZ er 86.

Et test af denne type kaldes et fortegnstest. Dette er fællesbetegnelsen for tests af
denne og lignende art. De bygger på følgende princip. LadX1; � � � ; Xn være identisk
fordelte medPfX 2 Ag = p. Da vil antalletZ af observationer, der falder iA,
være2 B(n; p). Udsagn vedrørendep kan derfor testes som tidligere gennemgået for
binomialsandsynligheder (afsnit 3.2.1).

Lad os betragte et andet eksempel:

EKSEMPEL 3.20.En fabrikant af fiskesnører er interesseret i at kunne reklamere med,
at trækstyrken for snørerne er80 kp. Fra et større parti udtoges 5 stk., som blev under-
søgt. Man fik følgende resultater for trækstyrken (i kp):81:7; 81:0;79:9;81:9; 79:2:
Vi antager nu, at disse målinger kan opfattes som realiserede udfald af uafhængige,
identisk fordelte stokastiske variableX1; � � � ; X5, der er symmetrisk fordelte omkring
deres middelværdi�. Dette medfører, at medianen også er lig� (median=50% fraktil).
Vi ønsker at undersøge, om man kan antageH0, at� = 80 kp. UnderH0 vil antalletZ
af observationer under80 kp være2 B(5; 12 ). Vi forkaster forZ stor (svarer til median< 80) og forZ lille (svarer til median> 80), d.v.s. det kritiske område erfz < c1g [ fz2 > c2g;
hvorPfB(5; 12 ) < c1g = PfB(5; 12) > c2g = �2 ved test på niveau�. Af binomi-
alfordelingstabel fås for� = 5% c1 ' 1 og c2 ' 4. Vi har observeret værdien 2,
der falder i acceptområdet, hvorfor hypotesen om, at trækstyrken var80 kp, ikke kan
afvises.

Nu kan man mene, at vi i ovenstående udnytter lovlig lidt af den information, vi besid-
der. En bedre udnyttelse fås med det såkaldte
Wilcoxon-test. Vi betragter udfaldeneXi � �, d.v.s.Xi � 80, og får1:7; 1:0;�0:1;1:9;�0:8:
Tallenejxi��j nummereres efter voksende størrelse. Herved defineres talletsrang Ri
som det nummer, det har i opstillingen. I eksemplet har vijx3 � �j < jx5 � �j < jx2 � �j < jx1 � �j < jx4 � �j;
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d.v.s.R1 = 4; R2 = 3; R3 = 1; R4 = 5; R5 = 2:
Som teststørrelse kan vi nu anvendeW = XXi>�Ri = XXi>80Ri;
idet fordelingen afW er kendt underH0, såfremt fordelingsfunktionenF for Xi’erne
er kontinuert .

Vi skal ikke komme ind på beviset for dette resultat, men blothenføre til f.eks. i [40,
p. 46]. Nulhypotesefordelingen findes tabelleret (e.g. i [41, p. 325]).

Forn = 5 fås følgende tabel over de kumulerede sandsynligheder:w 0 1 2 3 4 5 6 7PfW � wg 0.031 0.062 0.094 0.156 0.219 0.312 0.406 0.500w 8 9 10 11 12 13 14 15PfW � wg 0.594 0.688 0.781 0.849 0.906 0.938 0.969 1.000

Det er klart, at vi forkaster for store og små værdier afW , idet små værdier betyder, at
vi har få observationer, der er større end�, og de, der er større, ligger samtidig relativt
nær ved�. Analogt på niveau� = 5% erC ' fw < 1g _ fw > 14g:
(Dette svarer til et niveau på� = 3:1% + (100 � 96:9)% = 6:2%, hvilket er det
nærmeste, vi kan komme til5%). Den observerede værdi afW er i det konkrete tilfældew = r1 + r2 + r4 = 4 + 3 + 5 = 12:
Vi kan altså med det foreliggende materiale ikke afvise fabrikantens påstand. �
Der melder sig nu det naturlige spørgsmål: Hvilken af de to metoder er at foretrække?
For at løse dette spørgsmål har man defineret den såkaldtePitman-efficiensaf det ene
test i forhold til det andet. Formelt: Lad testene�1 og �2 have samme niveau�, og
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lad�1 have styrken� i �n1 medn1 observationer. Vi fastsætter nun2, så test�2 også
har styrke� i �n1 . Holdes� og � fast, og ladesn1 ! 1, må �n1 nærme sig�0,
nulhypoteseværdien.
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Hvis nu grænseværdienlimn1!1 n1n2 = e�2 ;�1
eksisterer og er uafhængig af� og�, kaldes denden asymptotiske, relative efficiens
ellerPitman-efficiensenaf �2 i forhold til �1.
Test med stor efficiens behøver altså færre observationer for at skelne et alternativ
end det andet test, skønt de har samme niveau. Pitman-efficiensen er som sagt en
grænseefficiens, men eksempler viser tit, at brøkenn1=n2 er tæt ved grænseværdien
selv for smån.

Vi nævner, at Pitman-efficiensen af fortegnstestet i forhold til Wilcoxon-test er ca. 0.7.
I forhold til t- eller u-test er den2=�=0.63. Wilcoxon-tests efficiens i forhold til u- eller
t-test er ca. 0.95, når den underliggende fordeling er normal. Hvis fordelingen ikke er
normal, kan Wilcoxon-testet i nogle tilfælde væreu- eller t-testet overlegent.

Vi forlader nu disse såkaldteenstikprøveproblemer og går over tiltostikprøvepro-
blemerne. Ligesom i det foregående afsnit vil vi af pladshensyn kun kunne give en
summarisk indføring i metoderne. Af hensyn til tilegnelsenvil vi gøre dette ved hjælp
af eksempler.

For at sammenligne 2 diæter har man fodret2� 5 rotter i 3 uger med hver af diæterne.
To rotter, der blev fodret med den ene diæt, døde af eksperimentet uvedkommende
grunde. Der foreligger altså observationer af vægttilvæksten:X1; X2; X3 med samme
kontinuerte fordelingsfunktionF ogY1; � � � ; Y5 med den kontinuerte fordelingG. Man
har grunde til at tro, atY -diæten er bedst, altså atY ’erne gennemgående er større end



374 K APITEL 3. HYPOTESEPRØVNINGX ’erne. Man vil derfor testeH0 : F(x) = G(x) mod H1 : G(x) = F(x� �); � > 0:
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Vi forudsætter altså (ret restriktivt), at de to fordelinger er identiskealenebortset fra
en forskydning.

De observerede værdier blevX : 5; 3; 10Y : 8; 16; 29; 25; 22:
Idet vi sætterR(Zj) lig rangen af observationenZj , d.v.s.R(Zj) erZj ’s nummer i den
ordnede stikprøve, kan det vises, at et test afH0 modH1 kan baseres på teststørrelsenWx = nXj=1R(Xj);
idet denne underH0 har en fordeling, der er uafhængig afX ’ernes ogY ’ernes fordel-
ing. (se f.eks. [40, p. 3]. TeststørrelsenWx kaldesWilcoxon’s tostikprøveteststør-
relse. Det kritiske område for test afH0 modH1 er af formen.C = f(x1; � � � ; ym)jwx � c1g
hvor c1 fastlægges (på sædvanlig vis) ved tabel overW ’s fordeling (nulhypotese-
fordelingen afWx er rigt tabelleret).

Små værdier afWx betyder, atX ’erne har haft meget lave range, d.v.s. atX ’erne må
formodes at være de mindste, d.v.s. atH1 må gælde. Derfor forkaster vi forWx lille.
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Hvis man har et tosidigt alternativ, skal man selvfølgelig også vælge et tosidigt kritisk
område.

I vort konkrete tilfælde får vi Xi Yi R(Xi) = ri3 15 2810 416222529
Total 7

Altså er den observerede værdi afWx lig 7. Af tabel fås, at det kritiske område ved
test på niveau5% er (idetm = 3 ogn = 5 (m � n) benyttes i tabelopslaget)C = fwx � 7g;
således at vi vil forkaste hypotesen på dette niveau.

I tilfælde, hvor tabelmaterialet ikke er tilstrækkelig omfattende, kan man anvende

SÆTNING 3.8.LadX1; � � � ; Xn ogY1; � � � ; Ym være uafhængige stokastiske variable
med kontinuerte fordelingsfunktionerF , henholdsvisG. Da har Wilcoxon-teststørrelsenW = nXi=1 R(Xi);
hvorR(Xi) er rangen afXi i den ordnede stikprøve, middelværdi og variansE(W ) = 12n(m+ n+ 1)V(W ) = 112mn(m + n+ 1);
såfremtH0 : F = G er sand. Endvidere erW approksimativt 2 N�E(W );V(W )�
for n;m!1.
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Bevis.Forbigås, jfr. [40, p. 31]. �
EKSEMPEL 3.21.Vi vil nu gennemgå eksempel 3.15, p. 349, ved hjælp af fordelings-
frie metoder.

Vi ser først på den korrekte model, hvor man ser på differenserne D1; � � � ; D10. Vi vil
undersøge, om disseD’er kan tænkes at have en fordeling med median0. Hvis dette
er tilfældet, vil vi ikke kunne postulere nogen forskel mellem de 2 sovemidler.

Vi løser først problemet ved hjælp af etfortegnstest. Under hypotesen er antalletZ afD’er mindre end eller lig0 enB(10; 12 )-fordelt stokastisk variabel. Den observerede
værdi afZ er 1. Sandsynligheden for denne hændelse forenet med hændelsen"0 ob-
servationer mindre end0" er (underH0)�100 �2�10 + �101 �2�10 = 11 � 2�10 ' 0:01:
Vi vil derfor forkaste hypotesen på alle niveauer større end0:02, d.v.s. at hypotesen
om, at medianen er lig0, er statistisk signifikant på et niveau på ca. 1%.

I en situation som ovenstående, hvor man har den ekstreme situation, at alle observa-
tioner på nær 1 er strengt større end 0, kan man udmærket anvende et fortegnstest - på
trods af dets lavere efficiens - og konkludere, at de 2 sovemidler ikke har samme effekt.

Hvis man ville anvende det mere efficienteWilcoxon enstikprøvetest, må vi forud-
sætte, at fordelingen afD’erne er kontinuert - hvilket må siges at være en yderst rimelig
antagelse. Vi ordner observationernes numeriske værdier og får følgende skema:i Di R(jDij)1 1:2 42 2:4 93 1:3 5124 1:3 5125 0:0 16 1:0 37 1:8 88 0:8 29 4:6 1010 1:4 7
Heraf fås, at den observerede værdi af Wilcoxon enstikprøveteststørrelsen erw1 = Xdi�0R(jdij) = 1:
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Ved hjælp af tabel (se f.eks. [41]) kan man findePfW1 � w1g = PfW1 � 1g ' 0:001;
således at vi vil forkaste hypotesen ved test på alle niveauer større end0:002. Den
sidste teststørrelse er ikke uventet endnu mere signifikantend teststørrelsen fundet ved
fortegnstestet.

Vi bemærker iøvrigt, atX3 = X4. Vi taler da om en såkaldttie. Hvis fordelingen
virkelig er kontinuert, er sandsynligheden for at få en tie lig 0. Hvis man alligevel får
ties, er det almindeligt da at give en observation den rangværdi, der svarer til gennem-
snittet af de rangværdier (midtrange), der skal tilordnes observationerne. I det aktuelle
tilfælde er gennemsnittet lig(6 + 5)=2 = 5:5. Dette princip anvendes også i andre
situationer, hvor man skal bruge rangværdier, og hvor man har observeret ties.

Endelig betragter vi den (hypotetiske) situation,at observationerne stammer fra målinger
på 20 forskellige patienter. Da kan vi - stadig under forudsætning af, at fordelingen er
kontinuerte - anvende Wilcoxon tostikprøvetest. Vi anfører et skema analogt til det
p. 375 givne. A B R(Ai)�1:6 1�1:2 2�0:2 3�0:1 �0:1 4120:0 60:10:7 80:8 0:8 9121:11:61:92:0 143:4 3:4 15123:7 174:44:65:5

Total 8012
Af tabel fås (idetn = m = 10), at det kritiske område ved test på niveau5% erfw2 � 78g [ fw2 � 132g;
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således at vi kan acceptere hypotesen om, at sovemidlerne virker ens. Sammenfattende
kan vi altså sige, at de fordelingsfrie metoder overalt i dette eksempel fører til samme
konklusion som metoderne, der bygger på normalfordelingsantagelsen.

Hvis vi anvender sætning 3.8, fåsW2 approksimativt 2 N�1210 � 21; 112100 � 21� = N(105; 175);
således atPfW2 � 80:5g ' PfN(105; 175) � 80:5g= PfN(0; 1) � 80:5� 105p175' 3:2%
Da denne størrelse er større end 2.5%, vil vi igen acceptere på et 5% niveau. �
Efter denne gennemgang af fortegns- og Wilcoxon-testene betragter vi
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3.3.2 Invers normalvægttest (van der Waerden-test)

Vi vil nu gennemgå endnu et heuristisk test, hvor vi erstatter X ’erne med fraktiler i en
normalfordeling. Metoden er udviklet af van der Waerden.

Vi benytter os af følgende resultat om ordnede observationer. LadX1, : : : , XN være
stokastisk uafhængige med fælles kontinuert fordelingsfunktionF . De ordnede obser-
vationer benævnes som sædvanligX(1), : : : ,X(N). Det kan da vises, at middelværdien
af den stokastiske variableF(X(m)) erE�F(X(m))� = mN + 1 ;
hvilket grafisk kan anskueliggøres som følger:

X
m

F(X
(m)

)

m
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Ideen i van der Waerden-testet er så at erstatteX(m) med mN+1 -fraktilenwm i N(0; 1)-
fordelingen:
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hvor altsåwm = ��1� mN + 1�
Vi går nu over til selve testproblemet. Lad der som før være givet indbyrdes uafhængige
observationerX1; : : : ; Xn med kontinuert sumfordelingF og Y1; : : : ; Ym med kon-
tinuert sumfordelingG. Vi ønsker som før at finde et test forF(x) = G(x), der er
følsomt over for forskellig placering. Vi sætterN = n + m og ordner som før alle
observationer i én stikprøve.Xi’s rang i den blandede stikprøve kaldesri.
Van der Waerden-teststørrelsendefineres nu vedZw = nXi=1 ��1� riN + 1�:
SåfremtF = G vilZw approksimativtN(0; �2w)-fordelt

under grænseovergangenN !1, hvor så�2w = nmN (N + 1) NXi=1���1� iN + 1��2;
jfr. [6, p. 159].

Et test på niveau� for F(x) = G(x) mod alternativetG(x) = F(x � �), � 6= 0, vil
derfor tilnærmet være bestemt ved det kritiske område� zw�w � u�=2	[� zw�w > u1��=2	
Modifikationerne for ensidede alternativer er åbenbare.

EKSEMPEL 3.22.Vi betragter igen situationen fra eksemplet p. 373.

Vi vil foretage en lignende analyse, blot under anvendelse af van der Waerden’s test i
stedet for Wilcoxon-testet.

Herefter ordnes materialet, og beregningerne opstilles i følgende skema:



3.3. FORDELINGSFRIE TESTS 381X Y ri ��1( i9 ) ���1( i9 )�23 1 �1:22 1:48845 2 �0:77 0:59298 0:184910 4 �0:14 0:019616 0:019622 0:184925 0:592929 1:4884�2:13 4:5716
Af skemaet ses, at den asymptotiske varians�2w skønnes ved�̂2w = 3 � 58 � 7 � 4:5716 = 1:2245 = 1:112:
Den observerede værdizw�̂w = �2:131:11 = �1:92:
Da PfZw=�̂w � �1:92g ' �(�1:92) = 0:0274;
vil hypotesen også ved anvendelse af dette test blive forkastet. �
3.3.3 Rangtest for skalaparametre (Siegel-Tukey)

Lad der være givet en stokastisk variabelZ med en kontinuert sumfordelingH, der har
median i0, d.v.s.H(0) = PfZ � 0g = 12 :
Lad nuZ1 ogZ2 være stokastisk uafhængige med fordelingsfunktionH. Vi sætterX = Z1 + �Y = �Z2 + � � > 0:
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Da vil frekvensfunktionerne forX ogY , som vi kalderF(x) ogG(y) være givet ved:F(x) = PfX � xg = PfZ1 + � � xg = H(x� �)G(y) = PfY � yg = Pf�Z2 + � � yg = H(y��� );
jfr. p. 42. Vi ser nu, atF(�) = G(�) = H(0), hvorforX og Y begge har media-
nen�. Vi siger som bekendt, atX og Y ’s fordelinger kun afviger fra hinanden med
skalaparameter�. Som eksempel kan vi anføre, at hvisX er N(�; 1)-fordelt ogYN(�; �2)-fordelt, da afviger deres fordelinger alene med skalaparameteren�.

HvisZ1 ogZ2 har en varians�2, fåsV(X) = V(Z1 + �) = �2V(Y ) = V(�Z2 + �) = �2�2 = �2V(X):
Vi ser altså, at i dette tilfælde erV(X) = V(Y ), såfremt� = 1.

Vi går nu over til selve testproblemet. Vi observerer indbyrdes uafhængige stokastiske
variableX1; : : : ; Xn med fælles kontinuert fordelingF og Y1; : : : ; Ym med fælles
kontinuert fordelingG. Vi forudsætter, atF og G har samme median, og at deres
fordelinger kun afviger med skalaparameter�. Vi vil nu testeH0 : � = 1; d.v.s.F = G mod H1 : � 6= 1:
Vi danner nu igen én blandet stikprøve af samtligem+ n observationer, ordner disse i
stigende rækkefølge og tilforordner range på følgende måde:

Observation nr. 1 2 3 4 � � � N � 3 N � 2 N � 1 N
Rang 1 4 5 8 � � � 7 6 3 2

dvs.X(1) får rang 1,X(N) rang 2,X(2) rang 3 etc.

Idet vi sætterXi’s rang ligri, vilW = nXi=1 ri
under nulhypotesen følge Wilcoxon-teststørrelsens fordeling (tostikprøvestørrelsens
fordeling), d.v.s. det kritiske område bliverfw � w�=2g [ fw > w1��=2g
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hvis alternativet er tosidet. Her angiverw� �-fraktilen iW ’s fordeling.

Modifikationerne for ensidede alternativer er åbenbare (cf. nedenstående eksempel).

EKSEMPEL 3.23.Givet observationerneX1, X2,X3 med kontinuert fordelingsfunk-
tionF og observationerY1; : : : ; Y7 med kontinuert fordelingsfunktionG. Vi antager,
atF ogG har samme median og kun adskiller sig ved en skalaparameter som ovenfor.
Vi ønsker at testeH0 : F = G, d.v.s.� = 1 modH1 : � < 1. Man fik følgende udfald:X : �16:5; 7:1; �28:1Y : 1:5; �4:2; 9:8; 5:0; �11:0; 2:1; 3:6:
Vi ordner observationerne som ovenfor beskrevet:X3 X1 X2�28:1 �16:7 �11:0 �4:2 1:5 2:1 3:6 5:0 7:1 9:81 4 5 8 9 10 7 6 3 2
Den observerede værdi af Wilcoxon-teststørrelsen er1 + 4 + 3 = 8
Da vi har alternativet� < 1, d.v.s. variansen påY mindst, vil det kritiske område væreC = fw � w�g:
Sandsynligheden for at finde mere ekstreme udfald findes i tabellen for Wilcoxons
tostikprøvetest. Det kritiske område (medm = 3 ogn = 7) erC = fw � 8g
ved test på 5% niveau. Vi fandtw = 8 og må altså afvise, at skalaparameteren� = 1.
Dvs, vi må antage, atV(Y ) < V(X). �
NB! Det må meget nøje indskærpes, at dette test for variationen kun har mening,
såfremt de opstillede forudsætninger holder. F.eks. kan enaccept af hypotesen meget
vel skyldes, atX ’erne ogY ’erne har forskellige varianser, men også forskellige medi-
aner. Man bør endvidere gøre sig klart, at der er tale om et test for skalaparametre og
ikke for spredninger, idet forkastelse af en hypotese megetvel kan forekommen skønt
fordelingerne har samme varians, men hvor forudsætningerne om samme "form" af
fordelingerne ikke er til stede.
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Kapitel 4

Modelkontrol

I dette kapitel skal vi gennemgå nogle metoder til at undersøge, om observerede data
kan tænkes at følge en given model. I de 2 tidligere kapitler har vi altid arbejdet med
forudsætningen, at der var givet uafhængige stokastiske variableX1; � � � ; Xn, der ful-
gte en fordelingF(x; �), som var kendt på nær en ukendt parameter�. På basis af
sådanne forudsætninger har vi så foretaget inferens om�. Det er klart, at disse analyser
mangler en undersøgelse af

1. om observationerne kan tænkes at være realiserede udfaldaf uafhængige stokastiske
variable

2. om den underliggende fordeling kan tænkes at væreF(x; �).
Det er disse to problemer, vi vil beskæftige os med i dette kapitel.

4.1 Test for tilfældighed

Vi vil først omtale en metode, der er uafhængig af den underliggende fordeling, nemlig
et såkaldt run test.

385
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4.1.1 Run test

Vi betragter først det simple eksperiment at kaste en mønt 20gange. Udfaldet kan
f.eks. være

P P K K P P K K K P K P P P K P K K K P (4.1)

Vi har her 10 P og 10 K, og rækkefølgen virker tilfældig. Havdevi i stedet fået

P K P K P K P K P K P K P K P K P K P K (4.2)

ville de fleste vel nok fatte mistanke til det udførte eksperiment, skønt der stadig er
10 P og 10 K. Hvis vi tilsvarende havde fået

P P P P P P P P P K K K K K K K K K K K (4.3)

ville vi igen mene, at der måtte være noget i vejen.

Hvad er det nu, der adskiller udfaldene i (4.2) og (4.3) fra udfaldene i (4.1). Det er
evident ikke den relative hyppighed af P’er, idet den er den samme i de 3 tilfælde. En
måde at skelne på er at tælle antallet af runs, hvor enrun er en række bestående af
samme symbol. I (4.1) er antallet af runs lig 11, idet vi har

P P|{z}1 K K|{z}2 P P|{z}3 K K K| {z }4 P|{z}5 K|{z}6 P P P| {z }7 K|{z}8 P|{z}9 K K K| {z }10 P|{z}11
Det ses umiddelbart, at antallet af runs i (4.2) er 20, og at antallet i (4.3) er 2. Vi ser
altså, at den "tilfældige" stikprøve (4.1) har et middelstort runs, hvorimod de "system-
atiske" stikprøver (4.2) og (4.3) har enten et meget stort eller også et meget lille antal
runs.

Disse betragtninger foreslår, at vi som et test for tilfældighed i en stikprøve som (4.1)
kan anvende antallet af runsR og forkaste for store og små værdier afR.

Før vi går videre, præciserer vi nu definitionen af de omtaltebegreber.

DEFINITION 4.1.Lad der være givet en følge af 2 symboler. Ved enrun forstår vi
en succession af identiske symboler indeholdt mellem forskellige symboler (eventuelt
yderpunkter i følgen). Dettotale antal runs R er antallet af sådanne successioner.N
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Hvis der ern1 symboler af den ene slags ogn2 symboler af den anden slags, er det
muligt at bestemme fordelingen afR, hvis symbolerne optræder i tilfældig rækkefølge.
Vi har nemlig

SÆTNING 4.1.Hvis symbolerne optræder i tilfældig rækkefølge, er fordelingen af det
totale antal runsR givet ved frekvensfunktionenf(r) = 8>>>>>><>>>>>>: 2�n1�112 r�1��n2�112 r�1��n1+n2n1 � r lige�n1�112 r� 12��n2�112 r� 32 �+ �n1�112 r� 32��n2�112 r� 12��n1+n2n1 � r ulige

(4.4)

Endvidere er middelværdienE(R) = 2 n1n2n1 + n2 + 1
og variansenV(R) = 2 n1n2(2n1n2 � n1 � n2)(n1 + n2)2(n1 + n2 � 1) :
Bevis.Beviset er rent kombinatorisk og forbigås. Se f.eks. [55, p.148]. �
BEMÆRKNING 4.1.For store værdier afn1 og n2 kan vi ifølge den centrale græn-
seværdisætning anvende en approksimation med den normale fordeling, idet vi har, atR asymptotisk2 N(E(R);V(R)). H
Vi kan nu teste, om rækkefølgen af symbolerne er tilfældig, idet vi går frem som anført
på p.386. Vi formulerer det som en

SÆTNING 4.2.Lad der være givet en følge af 2 symboler medn1 af den ene slags ogn2 af den anden slags. Et test for hypotesen om, at symbolerne optræder i tilfældig
rækkefølge mod alle alternativer, er da givet ved det kritiske områdefrjr � c1g [ frjr � c2g;
hvor teststørrelsenR er det totale antal runs, og hvorc1 og c2 er givet vedF(c1) ' �=2^ F(c2 � 1) ' 1� �=2;
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hvorF er den til (4.4) svarende fordelingsfunktion.

Bevis.Resultatet følger umiddelbart af overvejelserne på de foregående sider. �
BEMÆRKNING 4.2.Ved tabelopslag af kritiske værdier i et runtest benyttes følgende
relationerm = minfn1; n2gn = maxfn1; n2g;
idetm ogn skal bruges som indgange i tabellen. H
EKSEMPEL 4.1.Kan en fordeling af symbolerne som i (4.1) anses for at være til-
fældig? Af tabel fås med� = 5%, at c1 og c2 er ligc1 = 6c2 = 16;
idetn1 = n2 = 10. (NB! Disse må betragtes som givne, hvis niveauet skal være5%).
Da vi havde observeretr = 11, vil vi altså acceptere hypotesen om tilfældighed.�
Vi går nu over til at betragte problemet, om en række stokastiske variableX1; � � � ; Xn
kan antages at være stokastisk uafhængige. Lad de realiserede udfald afX1; � � � ; Xn
være x1; � � � ; xn:
Hvis vi nu erstatter etxi meda, hvisxi er mindre end medianen i fordelingen, og med
et b, hvis den er større, fås en følge som f.eks.a; a; b; a; � � � ; b:
Hvis stikprøven består af uafhængige stokastiske variable, vil fordelingen afa’er ogb’er være tilfældig. HvisXi’erne ikke er uafhængige, vila’erne ogb’erne fordele sig
på en systematisk måde. Vi kan derfor teste for uafhængighedved at danne denne
række afa’er og b’er og så undersøge det totale antal runs. Hvis medianen ikkeer
kendt, kan man anvende den empiriske median. Testet må så opfattes som et betinget
test givet den observerede værdi af den empiriske median.
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Vi illustrerer denne teknik ved et par eksempler.

EKSEMPEL 4.2.Vi vil undersøge, om de i eksempel 2.12, p. 238, anførte målinger
over kundeankomster ved en kasse i et supermarked kan antages at være realisationer
af uafhængige stokastiske variable.

Da x(10) = 46 og x(11) = 52, vil vi inddele materialet i observationer, der er større
end(46 + 52)=2 = 49, og i observationer, der er mindre end49. Vi kan stille data op i
et skema som anført nedenfor.

Observation
a : < 49b : > 49114 aa� 152 bg 243 ag 3186128127 bbb9=; 44641 aa� 5157 bg 6

Observation
a : < 49b : > 4936 ag 771 bg 829 ag 96258127 bbb9=; 10451617 aaa9=; 11211 bg 12

Af tabel fås, at det kritiske område ved et et test på 5% niveauerC = frjr � 6g [ frjr � 16g:
Da det totale antal runs= 12 62 C, vil vi acceptere hypotesen om tilfældighed. Vi
kan derfor ikke afvise den antagelse, at de foreliggende målinger kan opfattes som
realiserede udfald af uafhængige stokastiske variable.

Man får et bedre overblik over situationen, hvis man afbilder stikprøverne i et diagram
som i nedenstående figur.
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Linien parallelt med abscisseaksen angiver medianen. �
4.1.2 Gennemsnittet af kvadrerede successive differenser

I dette afsnit vil vi give et test for tilfældighed i det tilfælde, hvorX1; � � � ; Xn er
normalt fordelte.

Vi betragter gennemsnittet af kvadrerede successive differenser1n� 1 n�1Xi=1(Xi+1 �Xi)2:
HvisXi 2 N(�; �2), i = 1; � � � ; n, og hvisXi’erne er uafhængige, da vilDi = Xi+1 �Xi 2 N(0; 2�2); i = 1; � � � ; n� 1;
i.e. E(D2i ) = V(Di) = 2�2:
Heraf fås umiddelbart, atE 12(n� 1) n�1Xi=1(Xi+1 �Xi)2! = �2:
Sætter viD2 = 12(n� 1) n�1Xi=1(Xi+1 �Xi)2;
er D2 derfor en central estimator for�2 under den antagelse, at observationerne er
uafhængige. Det kan vises, atD2 har større varians (er et mere usikkert skøn) end det
sædvanlige centrale skøn over�2, nemligS2 = 1n � 1 nXi=1(Xi � �X)2:
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Til gengæld erD2 mindre følsom over for f.eks. en svag stigning i middelværdien
(under forudsætning af konstant varians). Her vilS2 vokse forholdsmæssigt mere.
Betragter vi til gengæld en situation, hvor vi har mange fluktuationer, vilD2 vokse
forholdsmæssigt mere endS2.

Disse overvejelser giver anledning til at betragte størrelsenR = D2S2 :
Vi kan nemlig nu anvendeR som teststørrelse for et test af hypotesen om, at der er
tale om en tilfældig stikprøve. Vi forkaster for store og småværdier afR. Store
værdier tyder på hurtige fluktuationer og små værdier på, at der enten er en såkaldt
trend (tendens) i datamaterialet eller langsomme cykliskebevægelser. Hvis man kan
specificere alternativet til blot at være en af de 2 nævnte, anvender man selvfølgelig et
ensidet test.

I nedenstående tabel har vi anført nogle fraktiler for fordelingen afR underH0, i.e.
hvisX1; � � � ; Xn er uafhængige og identisk normalt fordelte.n r0:01 r0:05 r0:95 r0:994 0:31 0:39 1:61 1:695 0:27 0:41 1:59 1:736 0:28 0:45 1:56 1:727 0:31 0:47 1:53 1:698 0:33 0:49 1:51 1:679 0:35 0:51 1:49 1:6510 0:38 0:53 1:47 1:6311 0:40 0:55 1:45 1:6112 0:41 0:57 1:43 1:5915 0:46 0:60 1:40 1:5420 0:52 0:65 1:35 1:4825 0:56 0:68 1:32 1:43
Hvisn > 25, kan vi anvende følgende

SÆTNING 4.3.For storen har vi approksimativt, atR 2 N�1; n� 2(n� 1)(n+ 1)� :
hvisXi ’erne er uafhængige og2 N(�; �2).
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Bevis.Forbigås. �
Vi illustrerer metoden med et

EKSEMPEL 4.3. I nedenstående tabel er der anført middeludbyttet pr. uge (målt i % af
den maksimale kapacitet) for et engelsk koksværk over en periode på et halvt år.

Uge nr. Udbytte Uge nr. Udbytte
1 81.02 14 80.82
2 80.08 15 81.26
3 80.05 16 80.75
4 79.70 17 80.74
5 79.13 18 81.59
6 77.09 19 80.14
7 80.09 20 80.75
8 70.40 21 81.01
9 80.56 22 79.09

10 80.97 23 78.73
11 80.17 24 78.45
12 81.35 25 79.56
13 79.64 26 79.80

Af denne tabel fåsXxi = 2081:94Xx2i = 166736:9454X(xi � �x)2 = 26:40016X(xi+1 � xi)2 = 31:7348:
Dette giver umiddelbart, at den observerede værdi afR err = 31:734826:40016 � 12 = 0:60:
Det kritiske område for et tosidet test af hypotesen om tilfældighed mod alle alterna-
tiver er med niveau� = 10% erC = f(x1; � � � ; x26)jr < r0:05 _ r > r0:95g;
hvor r0:05 ' 0:69 og r0:95 ' 1:32, hvor vi har ekstrapoleret i tabellen p. 391. Det
ses, atr 2 C, hvorfor vi forkaster hypotesen på et 10% niveau, d.v.s. vi må antage,
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at stikprøven ikke består af uafhængige gentagelser af identisk fordelte variable. Da
teststørrelsen er lille, tyder dette på, at der er cykliske svingninger i materialet.

Dette synes også at fremgå af nedenstående graf, hvor vi har indtegnet middeludbyttet
som funktion af ugenummeret
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Vi bemærker, at også et run test ville give denne konklusion. �
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4.2 Kontrol af fordelingslov

4.2.1 Grafiske metoder

Vi skal nu se på, hvorledes man mest hensigtsmæssigt afbilder empiriske fordelinger
grafisk.

Vi betragter først et eksempel med en diskret fordelt variabel.

EKSEMPEL 4.4.En batch bestående af 500 stålplader blev undersøgt for overfladefejl.
Observationerne var

Antal fejl 0 1 2 3 4 5 6 7
Antal plader 90 154 133 77 29 13 3 1

Spørgsmålet er nu, om disse fejl optræder tilfældigt?

Ifølge sætning 1.20, p. 122, er dette spørgsmål ensbetydende med at spørge, om antallet
af fejl pr. plade følger en Poisson fordeling.

Hvis vi nu indledningsvis går ud fra, at dette er tilfældet, har vi altså, at frekvensfunk-
tionen erf(x) = 1x!�xe�� x = 0; 1; 2; � � � :
Da vi ikke kender�, vil vi estimere den. Ifølge skemaet p. 248 er maximum likelihood
skønnet for� lig�̂ = 1n nXi=1 xi= 1500(90� 0 + 154� 1 + � � �+ 1� 7) = 1:71
Vi vil nu sammenligne den empiriske fordeling med enP(1:71)-fordeling. For at sikre
en rimelig nøjagtighed vil vi nu beregne punktsandsynlighederneiP(1:71)-fordelingen.
Af tabel fåsf(0) = e�1:71 = 0:181:
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Vi beregner nuf(1), f(2), � � � rekursivt, idet vi anvender formlenf(x) = e���xx!= e�� �x�1(x� 1)! �x= f(x� 1)�x:
Ved hjælp af denne rekursionsformel får vi nu let følgende skemax f(x) 500 � f(x) Observeret 500f(x)�obs.

0 0.181 90.5 90 0.5
1 0.310 155.0 154 1.0
2 0.265 132.5 133 -0.5
3 0.151 75.5 77 -1.5
4 0.064 32.0 29 3.0
5 0.022 11.0 13 -2.0
6 0.006 3.0 3 0.0
7 0.001 0.5 1 -0.5

I alt 1.000 500.0 500 0.0

Vi ser, at der er en meget fin overensstemmelse mellem det observerede antal plader
med et givet antal fejl og så det antal, man skulle forvente, hvis de fulgte en Poisson
fordeling.

Denne overensstemmelse fremgår også af nedenstående figur,hvor vi har sammen-
lignet de 2 frekvensfunktioner. (Bemærk i øvrigt, at overgangen fra at betragte frekvens-
funktionerne til at betragte de forventede antal blot svarer til en skalaændring på ordi-
nataksen).
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Ved vurderingen af figuren (eller det dermed ensbetydende skema p. 395) bør man
lægge mærke til, at afvigelserne mellem de 2 frekvensfunktioner ikke er systematiske.
Hvis man har et tilfælde, der er så åbenbart som ovenstående,vil næppe nogen være
i tvivl om, at man bør godtage antagelsen om, at antallet af fejl følger en Poisson
fordeling. I andre tilfælde vil det være rart at kunne give enmere præcis regel knyttet
til en numerisk størrelse. Dette vender vi tilbage til i næste afsnit. �
Hvis man skal sammenligne kontinuerte fordelinger, er det ofte lettere at se på fordel-
ingsfunktionerne i stedet for, som i ovenstående eksempel,frekvensfunktionerne.

Vi betragter en fordelingsfunktiony = H(x);
og vi vil undersøge, om den kan antages at være af samme type som F , der antages at
være kontinuert og strengt monoton. Vi vil altså undersøge,om der for et(�; �) med� > 0 gælder8x�H(x) = F�x� �� ��:
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Idet vi medF�1 betegner den inverse funktion tilF , har vi, at ovenstående er, 8x�F�1�H(x)� = x� �� �, 8x��x; F�1(H(x))� 2 `�;
hvor ` er linien med ligningeny = x� �� = 1� x� �� :
Vi kan derfor undersøge, omH kan antages at være af samme type somF , ved at
afbilde punkterne�xi; F�1(H(xi))�; i = 1; � � � ; n (4.5)

i et koordinatsystem. Her erx1; � � � ; xn en punktmængde, der ligger passende spredt
i definitionsområdet forF ogH. Hvis punkterne (4.5) ligger på eller tilnærmelsesvis
på en ret linie, vilF ogH være af samme type, henholdsvis tilnærmelsesvis af samme
type.

DEFINITION 4.2.En afbildning af punkterne (4.5) i et 2-dimensionalt koordinatsys-
tem kaldes etfraktildiagram . N
Der findes ark, hvor transformationenF�1 er fortrykt på ordinataksen. Mest almin-
delige er ark til sammenligning med en normal fordeling og enlogaritmisk normal
fordeling. Det er endvidere ikke svært at se, at almindeligtlogaritmepapir kan bruges
til at undersøge, om en fordeling er enEx(�)-fordeling.

Med henblik på at undersøge, om et realiseret udfald af den empiriske fordelingsfunkti-
on kan antages at følge en kendt fordeling, betragter vi et øjeblik igen definition 4.2. Vi
erindrer, afFn(x) er en stokastisk variabel. Vi kalder det realiserede udfaldaf Fn(x)
for H(x). Vi har daH(x) = 8<: 0 x < x(1)in x(i) � x < x(i+1) i = 1; 2; � � � ; n� 1;1 x(n) � x
hvorx(1); � � � ; x(n) er de ordnede udfald.
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Hvis vi vil sammenligneH med fordelingsfunktionenF , kan vi som ovenfor angivet
gøre dette ved hjælp af et fraktildiagram.

F

H

x
(i−1)

x
(i)

i−n

i−1−−n

Som det fremgår af tegningen, vil vi begå en systematisk skævhed, hvis vi afsætter
punkterne�x(i); F�1�H(x(i))�� = �x(i); F�1� in�� i = 1; � � � ; n:
Det vil være mere rimeligt at sammenligneF(x(i)) med midtpunktet mellem de 2 van-
drette stykker, i.e. med(i� 12)=n. Vi skal altså i stedet indtegne punkterne�x(i); F�1� i� 12n �� i = 1; � � � ; n:
EKSEMPEL 4.5.Vi betragter de i eksempel 1.1 p. 88 og eksempel 2.13, p. 241, anførte
målinger af diameteren af 36 nittehoveder. Vi postulerede ieksempel 2.13, at fordelin-
gen var normal. Denne hypotese vil vi nu undersøge. I figuren herunder er indtegnet et
fraktil diagram for observationerne, hvor den rette linje svarer til enN(�̂; �̂2)-fordeling.
Centrale skøn over� og�2 er udregnet til�̂ = 13:376�̂2 = 0:1252
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Fraktildiagram for nittehoveder

Af figuren fremgår det at de stjerne-markerede punkter, der beskriver den empiriske
fordeling, er fordelt rimeligt omkring den rette linje. Dvs. vi kan godtage antagelsen
om at observationerne følger en normalfordeling. �
EKSEMPEL 4.6.Vi betragter igen de i eksempel 2.12, p. 238 anførte målingerover
kundeankomsttider. Vi ønsker at undersøge, om antagelsen om, at de anførte data kan
beskrives ved en eksponentialfordeling, er rimelig. Vi vilforetage denne sammenlign-
ing ved hjælp af et fraktildiagram.

Vi har altså, atF(x) = 1� e�x;
og det ses, atF�1(p) = � loge(1� p):
Heraf følger, at vi skal afsætte punkterne�x(i);� loge(1� i� 12n )� i = 1; � � � ; n
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i et retvinklet koordinatsystem, hvor disse punkter i bekræftende fald skulle gruppere
sig om en ret linie med hældningen1� . Heraf får vi, at punkterne(x(i); 1� i � 12n ) i = 1; � � � ; n
indtegnet på almindeligt logaritmepapir igen vil fordele sig om en ret linie, hvisH(x)
minder om en eksponentialfordeling.

Vi ordner observationerne og anfører de for tegning af fraktildiagrammet nødvendige
størrelser i nedenstående tabel.i x(i) 1� i� 12n i x(i) 1� i� 12n1 4 0:975 11 52 0:4752 11 0:925 12 58 0:4253 16 0:875 13 62 0:3754 17 0:825 14 71 0:3255 29 0:775 15 127 0:2756 36 0:725 16 127 0:2257 41 0:675 17 128 0:1758 43 0:625 18 157 0:1259 45 0:575 19 186 0:07510 46 0:525 20 211 0:025
Herefter er det intet problem at tegne fraktildiagrammet, der bliver som vist i figuren
herunder.

0 50 100 150 200

10
−1

10
0

Mellemankomsttider (ordnede)

Fraktildiagram for mellemankomsttider
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På grafen har vi endvidere indtegnet linien svarende tilF(x) = 1� exp(� x73:35);
idet vi jo erindrer, at maximum likelihood skønnet for� var 73.35. Denne linie fås
f.eks. ved at forbinde punkterne�0; 1� F (0)� ^ �146:70; 1� (1� e�2)�;
i.e. punkterne(0; 1)^ (146:70; 0:135):
Det ses, at den trappekurve, den empiriske fordeling beskriver, fordeler sig rimeligt om
linien, således at vi kan godtage antagelsen, at observationerne følger en eksponential-
fordeling. �
Vi repeterer nu begrebet en gruppering og definitionen på histogrammet for at få en
samlet fremstilling her (jvf. p. 88).

Hvis der foreligger mange observationer fra en kontinuert fordeling, bliver ovenstående
fremgangsmåde med at se på data enkeltvis for besværlig. Vi foretager da en såkaldt
gruppering af materialet, d.v.s. vi inddeler det interval, der indeholder alle observa-
tionerne, i et antal (lige store) delintervaller. Vi tænkeros nu, at alle observationer,
der ligger i et delinterval, er jævnt fordelt over delintervallet. En sådan inddeling giver
anledning til

DEFINITION 4.3.Den tæthedsfunktion, som er konstant i ethvert delinterval, og hvis
integral over ethvert interval er proportional med antallet af observationer i intervallet,
kaldes det til inddelingen svarendehistogram. N
DEFINITION 4.4.Den til et histogram svarende fordelingsfunktionkaldes ensumpoly-
gon. N
Når man i en konkret situation skal vælge en inddeling, kan man som håndregel an-
vende følgende formel til bestemmelse af det nødvendige antal intervallerk = 1 + 1:44 � loge n:
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Det må dog indskærpes, at der tale om en empirisk begrundet regel, som er udmærket
i mange situationer, men som ingenlunde garanterer en fornuftig inddeling.

Ved en gruppering er det endvidere hensigtsmæssigt at angive klassegrænserne med én
decimal mere end observationerne, således at der ikke opstår tvivl om, hvilken klasse
en observation skal anbringes i.

Hvis man vil sammenligne sumpolygonenH for et grupperet materiale med en fordel-
ingsfunktionF , afbilder man altså punkterne�ti; F�1�H(ti)�� i = 1; � � � ; n;
hvor ti er øvre intervalgrænse i klasse nr.i, i et fraktildiagram.

Vi giver et eksempel til belysning af den ovenfor omtalte teknik.

EKSEMPEL 4.7.Vi betragter de i eksempel 1.1 p. 88 og eksempel 2.13, p. 241, an-
førte målinger af diameteren af 36 nittehoveder. Vi postulerede i eksempel 2.13, at
fordelingen var normal. Denne hypotese vil vi nu undersøge.Vi har, atx(1) = 13:13x(36) = 13:63:
Vi vælger derfor - som det også er gjort i eksempel 1.1 - at inddele intervallet(13:105; 13:705), der omslutter alle observationer i 6 lige store dele. Vi bemærker, at
intervalendepunkterne har én decimal mere end målingerne på nittehovedet. Tallet 6 er
valgt i overensstemmelse med den ovenfor anførte håndregel(1+1:44 loge(36) = 6:1).

Vi bestemmer nu antallet af observationer i hver klasse og får de p. 88–90 anførte ske-
maer og figurer. Vi kunne nu undersøge normalitetsantagelsen ved at indtegne den
teoretiske tæthedsfunktion henholdsvis fordelingsfunktion i figurerne svarende til his-
togram og sumpolygon. Dette udelader vi dog og går direkte over til at betragte frak-
tildiagrammet.

På et såkaldt sandsynlighedspapir kan afsættes punkterne(13:205; 0:08); � � � ; (13:605; 0:94):
Vi indtegner endvidere linien, der svarer til enN(�̂; �̂2)-fordeling, hvor�̂ = 13:376�̂2 = 0:1252
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er maximum likelihood skøn over� og�2. Da���� �� � = 50%���+ � � �� � = 84:1%���� � � �� � = 15:9%;
ses det, at linien svarende tilN(�; �2) går gennem punkterne(�; 50%)^ (�+ �; 84:1%)^ (�� �; 15:9%):
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Vi bemærker, at punkterne grupperer sig tilfældigt om linien, hvorfor vi ikke vil afvise
hypotesen om normalitet. �
Vi vil ikke fordybe os mere i metoder til grafisk testning og til empirisk formulering af
en fordelingslov, men blot henvise til [25], hvor der især, hvad angår normalfordelin-
gen, findes en indgående beskrivelse af metoderne. I [23] findes der afbildet sandsyn-
lighedspapir til brug for undersøgelser af ekstremværdifordelinger.
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4.2.2 Tests for fordelingstype

De i foregående afsnit anførte grafiske metoder til undersøgelser af empiriske fordelinger
er - som tidligere nævnt - tests, hvor man afgør, om et udfald er kritisk, ved at vurdere
en graf. Disse tests kan suppleres med numeriske do. ved hjælp af sætning 3.5, p. 363,
om test i en polymial fordeling. Metoden er den simple, at mantilnærmer de konkrete
fordelinger med polynomialfordelinger og så udfører testsi disse.

Vi illustrerer teknikken med nogle eksempler. Vi betragterførst situationen i eksem-
pel 4.4, p. 394.

EKSEMPEL 4.8.Vi ser på hændelsernefX = 0g; fX = 1g; fX = 2g; fX = 3g; fX = 4g; fX � 5g
Under antagelsen, at de variable er Poisson fordelte, har viestimeret sandsynlighed-
erne, og de forventede antal i hver klasse fremgår af nedenstående skema.x Forventet

antal
Observeret

antal
(Obs.�forv.)2

forv.0 90:5 90 0:0031 155:0 154 0:0062 132:5 133 0:0023 75:5 77 0:0304 32:0 29 0:281�5 14:5 17 0:431
Total 500:0 500 0:753

Vi har slået hændelsenfX = ig, i � 5, sammen i én for at få et forventet antal i
klassen, der er større end eller lig med 5 (jfr. bemærkning 3.6, p. 323). Det er nu
åbenbart, at antallene af observationer i de 6 klasser er en polynomialt fordelt variabel(Z1; � � � ; Z6). Under hypotesen, at de oprindelige variable er Poisson fordelte, har vi
estimeret de i skemaet anførte forventede værdier. Et test på niveau� er derfor (ifølge
sætning 3.5, p. 363) approksimativt givet ved det kritiske områdeC = ((x1; � � � ; xn)j 6Xi=1 �zi � npi(�̂)�2npi(�̂) > �2(6� 1� 1)1��) :
Her betegner (fori = 1; � � � ; 5)pi(�̂) = e��̂ �̂i�1(i � 1)!
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og p6(�̂) = 1Xi=5 e��̂ �̂ii! ;
hvor �̂ =Xxi=n:
Antallet af frihedsgrader bliver som anført6� 1� 1 = 4
idet antallet af led minus 1 er lig6� 1, og vi har så estimeret en parameter, nemlig�̂,
således at vi skal trække yderligere 1 fra.

Den observerede værdi af teststørrelsen er 0.753. Ved test på 5% testniveau er den
kritiske værdi�2(4)0:95 = 9:488, medens den fundne værdi0:753 � �2(4)0:10 =1:064, dvs. meget langt fra signifikant. Vi kan altså acceptere hypotesen om Poisson
fordelingen på alle niveauer� 90%, d.v.s. Poisson fordelingen giver en udmærket
beskrivelse af de anførte data over antallet af fejl pr. stålplade. �
Vi fortsætter nu undersøgelserne i eksempel 4.7.

EKSEMPEL 4.9.Vi kan uden videre danne et test analogt til ovenstående for den hy-
potese, at de i eksempel 4.7 anførte data er realiserede udfald af normalt fordelte vari-
able. Vi vil imidlertid ændre løsningen en smule for at opnå et bedre test. Vi hæfter
os igen ved bemærkning 3.6, p. 323, hvor det er anført, at approksimationerne med�2-fordelingen er specielt gode, hvis allepi0 er lige store. Vi vil derfor danne en ny
klasseinddeling, der sikrer, at dette krav er opfyldt.

Vi ønsker fortsat at have 6 klasser. Vi kan derfor som delepunkter anvende
�1006 � i�%-

fraktilerne(i = 1; � � � ; 5) i den normale fordeling, vi vil sammenligne vore data med.

Vi bemærker nu, at hvis vi sætterp-fraktilen i en fordelingF lig xp, da erp-fraktilen i
den tilF svarende fordeling med positionsparameter� og skalaparameter� ligzp = �xp + �;
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idet p = PfZ � zpg = Pf�X + � � zpg = P�X � zp � �� �
medfører, atzp � �� = xp , zp = �xp + �:
Ved hjælp af denne relation får vi nu let fraktilerne iN(13:376; 0:1252)-fordelingen.
Vi samler resulaterne i følgende skemap = �1006 � i�% up N(13:376; 0:1252)p1623% �0:97 13:2553313% �0:43 13:32250 % 0: 13:3766623% 0:43 13:4308313% 0:97 13:497
Svarende til disse punkter danner vi klasseinddelingen

Klasse Antal
Forventet

antal
(Obs.�forv.)2

forv.( �1 ;13:255) jjjjj = 5 6 16(13:255;13:322) jjjjj jj = 7 6 16(13:322;13:376) jjjjj jjjj = 9 6 96(13:376;13:430) jjj = 3 6 96(13:430;13:497) jjjj = 4 6 46(13:497; 1 ) jjjjj jjj = 8 6 46
I alt 36 36 423

Teststørrelsen skal sammenlignes med1� �-fraktilen i en�2-fordeling med6� 1� 2 = 3
frihedsgrader, idet vi har estimeret 2 parametre ved beregningen af6Xi=1 �Xi � npi(�̂; �̂2)�2npi(�̂; �̂2)



4.2. KONTROL AF FORDELINGSLOV 407

Ved test på f.eks. 5% niveau er den kritiske værdi�2(3) = 7:814. Vi forkaster for store
værdier af teststørrelsen, og da faktisk423 < �2(3)0:90 = 6:25, accepteres hypotesen
på alle niveauer mindre end10%. Vi må altså konkludere, at det foreliggende materiale
kan beskrives ved en normal fordeling. �
Til sidst i dette afsnit vil vi gennemgå det såkaldteKolmogorov-Smirnov test. Vi
betragter en række uafhængige, identisk fordelte stokastiske variableX1; � � � ; Xn med
kontinuert fordelingsfunktionF . Vi ønsker at teste hypotesenH0 : F = F0 mod H1 : F 6= F0;
hvorF0 er en kendt, kontinuert fordelingsfunktion. Der gælder følgende sætning

SÆTNING 4.4 (KOLMOGOROV -SMIRNOV ). UnderH0 er fordelingen afDn = supx jFn(x)� F0(x)j;
hvorFn betegner den empiriske fordelingsfunktionforX1; � � � ; Xn, kendt og uafhængig
af F0. Et test på niveau� er derfor givet ved det kritiske områdeC = f(x1; � � � ; xn)jdn > cg;
hvor c fastlægges vedPfDn > cjF = F0g = �:
Bevis.Forbigås. Se f.eks. [35][p. 452]. �
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I nedenstående tabel har vi anført nogle kritiske grænser for teststørrelsenDn.n d(n)0:80 d(n)0:90 d(n)0:95 d(n)0:991 0:90 0:95 0:98 1:002 0:68 0:78 0:84 0:933 0:57 0:64 0:71 0:834 0:49 0:56 0:62 0:735 0:45 0:51 0:57 0:676 0:41 0:47 0:52 0:627 0:38 0:44 0:49 0:588 0:36 0:41 0:46 0:549 0:34 0:39 0:43 0:5110 0:32 0:37 0:41 0:4911 0:31 0:35 0:39 0:4712 0:30 0:34 0:38 0:4513 0:28 0:33 0:36 0:4314 0:27 0:31 0:35 0:4215 0:27 0:30 0:34 0:4016 0:26 0:30 0:33 0:3917 0:25 0:29 0:32 0:3818 0:24 0:28 0:31 0:3719 0:24 0:27 0:30 0:3620 0:23 0:26 0:29 0:3625 0:21 0:24 0:27 0:3230 0:19 0:22 0:24 0:2935 0:18 0:21 0:23 0:2740 0:17 0:19 0:21 0:2545 0:16 0:18 0:20 0:2450 0:15 0:17 0:19 0:23
>50 1:07pn 1:22pn 1:36pn 1:63pn
Tabel over1� �-fraktilen i fordelingen afDn

Man kan naturligvis også bruge�2-testet til at testeH0 modH1. Fordelen ved at
bruge Kolmogorov-Smirnov testet er bl.a., at testet er eksakt og har større styrke end�2-testet. Det må her indskærpes, at viikke kan bruge Kolmogorov-Smirnov testet,
når vi har estimeret en parameter i fordelingen. I sådanne tilfælde er vi henvist til at
anvende�2-testet.

Vi illustrerer nu metoden ved hjælp af

EKSEMPEL 4.10.Vi betragter de i eksempel 2.20, p. 256, anførte data over sammen-
brudsspændinger for papirkondensatorer. Vi ønsker at undersøge, om det kan antages,
at Xi 2 Min1(1500; 130), i = 1; � � � ; 25. Vi bestemmer udfaldet af den empiriske
fordelingsfunktion
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Værdi Antal Kum Kum. ant
antal i %

900 1 1 4
1080 1 2 8
1200 2 4 16
1380 4 8 32
1440 7 15 60
1500 4 19 76
1560 2 21 84
1620 3 24 96
1680 1 25 100

Af tabellen fås, at den kritiske afvigelse erd(25)0:95 = 0:27, hvis vi anvender niveauet� = 5%. Vi accepterer en hypoteseF = F0, hvisF0’s afvigelse fra det realiserede
udfald af den empiriske fordelingsfunktion er mindre end 0.27. Hvis vi derfor i ethvert
punkt afsætter det realiserede udfald afFn(x)� 0:27, accepterer vi hypotesen, hvisF0
overalt ligger mellem de derved fremkomne bånd. Det er altsåmed andre ord et95%
konfidensområdefor fordelingsfunktionen, vi får dannet på denne måde.

Vi har, atXi 2 Min1(1500; 130) er ensbetydende med, atF0(x) = 1� �1��x� 1500130 �
ifølge definitionen p. 157. Vi anfører beregningen af nogle støttepunkter forF0. Den
beregnedeF0 er ligeledes indlagt i figuren.x x�1500130 1� �1 ��x�1500130 �850 �5 0:01980 �4 0:021110 �3 0:051240 �2 0:131370 �1 0:311500 0 0:631630 1 0:931760 2 1:00
Det ses, atF0 intetsteds skærer grænserne i konfidensbåndet, således at vi kan acceptere
hypotesenH0 : Xi 2Min1(1500; 130) på et 5% niveau. �
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4.2.3 Beregning af empiriske momenter

Vi slutter kapitlet med at give nogle generelle retningslinier for beregning af realisa-
tioner af empirisk middelværdi og varians, i.e. beregning af�x = 1n nXi=1 xi
og s2� = 1n nXi=1(xi � �x)2 eller s2 = 1n � 1 nXi=1(xi � �x)2
Det vil ofte være hensigtsmæssigt at indføre enberegningsenhed� og et beregn-
ingsnulpunkt �, d.v.s. vi sætterti = xi � �� , xi = �ti + �: (4.6)

Vi har da�x = 1nX(�ti + �) = � 1nX ti + � = ��t + � (4.7)
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og X(xi � �x)2 = X(�ti + �� ��t� �)2= �2X(ti � �t)2: (4.8)

Her beregnes
P(ti � �t)2 somX(ti � �t)2 =X t2i � 1n (X ti)2; (4.9)

jfr. p. 235.

Ved hjælp af udtrykkene (4.6)–(4.9) kan man opnå væsentligereduktioner i regnear-
bejdet ved bestemmelse af skøn over middelværdi og varians.Lad os eksempelvis
betragte følgende data (eksempel 2.23, p. 262)x1 = 58:5959:6458:45� 58:6458:00� 57:0357:33� 57:8058:04x10 = 58:41
Vi ønsker at beregne

P(xi � �x)2. Vi vælger� = 58 og � = 1100. Vi får da ti =(xi � 58) � 100, d.v.s.



412 K APITEL 4. MODELKONTROLi ti t2i1 59 34812 164 268963 45 20254 64 40965 0 06 �97 94097 �67 44898 �20 4009 4 1610 41 1681
I alt 193 52493

Heraf fåsX(ti � �t)2 = X t2i � 110(X ti)2= 52493� 11037249 = 48768;
d.v.s.X(xi � �x)2 = � 1100�2 � 48768 = 4:8768:
Hvis vi har grupperede data, opfatter vi blot materialet somom, alle elementer i en
klasse var anbragt i klassemidtpunktet, og derefter anvender vi ovenstående formler.
Her må vi dog være opmærksomme på, at en klasse med midtpunktti og antal ele-
menterai bidrager medaiti og ait2i
til den totale sum henholdsvis kvadratsum.



Kapitel 5

Varians- og
regressionsanalyser

De metoder, vi skal gennemgå i dette kapitel, er nogle af de mest anvendte statistiske
metoder i praksis. Variansanalyser består primært i at klassificere og krydsklassificere
data og teste, om middelværdierne i specielle grupper afviger signifikant fra hinanden.
Variansanalyserne anvendes især ved lidt mere indviklede (klassiske)forsøgsplaner.
Emnet er meget stort, og vi vil kun give en introduktion til emnet og i øvrigt henvise til
den i referencerne anførte litteratur. Regressionsanalysen beskæftiger sig med analyser
af sammenhænge, som f.eks. at bestemme indflydelsen af forskellige produktionsfak-
torer på det totale udbytte af en produktionsproces etc. Også disse metoder vil kun
blive omtalt i deres mest simple form, og vi må igen henvise specielt interesserede til
litteraturlisten.

5.1 Variansanalyser

5.1.1 Ensidet variansanalyse

Vi introducerer problemstillingen ved hjælp af

EKSEMPEL 5.1.På en virksomhed, hvor man fremstiller gødningsstoffer, har man
målt det procentuelle indhold af kaliK2O i nogle stikprøver, man har taget fra 4 forskel-
lige produktionsgrene. Man målte følgende data

413
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Produktionsgren
A B C D

11.9 15.9 13.9 15.6
9.0 17.2 14.6 18.3

10.2 21.0 16.1 14.6
8.5 17.1 14.9 16.9

13.6 19.0 13.7 14.7
11.3 23.2 12.4 –

Som det fremgår, mislykkedes en af analyserne. Årsagen til,at man har taget oven-
stående målinger, kunne være, at der har været fremført klager over for stærkt vari-
erende indhold af kali i gødning stammende fra forskellige grene. Man ønsker derfor
at få undersøgt variationen i kaliindholdet i ovenstående 4stikprøver. �
For at kunne foretage en statistisk analyse af en situation som ovenstående må vi
først formulere en matematisk model. Vi har givetk stikprøver (i eksemplet 4) medn1; � � � ; nk (i eksemplet 6, 6, 6, 5) realiserede udfald af stokastiske variable1 : X11; � � � ; X1n12 : X21; � � � ; X2n2

...k : Xk1; � � � ; Xknk:
Vi antager nu, atX ’erne

1. er indbyrdes uafhængige

2. er normalt fordelte

3. har samme varians�2.
Vi forudsætter endvidere, at der erhomogenitet inden for grupper , d.v.s. at variable
i samme gruppe har samme middelværdi, i.e.

4.E(Xij) = �i.
Det, man nu er interesseret i, er at teste, om dek gruppemiddelværdier er ens, i.e. testeH0 : �1 = � � � = �k mod H1 : 9i; j(�i 6= �j):
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Denne hypotese kaldes (meget naturligt) hypotesen omfuldstændig homogenitet. Det
er sædvane at opspalte hver middelværdi�i i 2 størrelser� og�i, Vi har altsåE(Xij) = �i = � + �i; j = 1; � � � ; ni; i = 1; � � � ; k;
hvor n� = kXi=1 ni�i og

kXi=1 ni�i = 0;
Det ses umiddelbart, at disse relationer entydigt bestemmer � og �i. Her angiver�
altså et universelt niveau, og�i angiver deni’te gruppes specielle effekt. Vi kan nu
omformulere vor hypotese tilH0 : �1 = � � � = �k = 0
mod H1 : 9i(�i 6= 0):
Det er en model som den her beskrevne, der benævnes enensidet variansanalyse-
model. Vi har nu

SÆTNING 5.1.Lad situationen være som beskrevet ovenfor. Da er kvotienttestet på
niveau� for test afH0 modH1 bestemt ved det kritiske områdeC = 8>>><>>>:(x11; � � � ; xknk)j kPi=1ni( �Xi� �X)2=(k�1)kPi=1 niPj=1(Xij� �Xi)2=(N�k) > F(k�1; N�k)1��9>>>=>>>; ;
hvor N = kXi=1 ni�Xi = 1ni niXj=1Xij�X = 1N kXi=1 niXj=1Xij = 1N kXi=1 ni �Xi:
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Bevis.Forbigås. Se f.eks. [48][p. 55]. �
BEMÆRKNING 5.1.Det er muligt at give en heuristisk begrundelse for sætningen.
Lad os betragte de i eksempel 5.1 anførte data. Vi afbilder dem i et koordinatsystem
som anført nedenfor.
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Vi ser nu, at tælleren i teststørrelsen, i.e.1k � 1 kXi=1 ni( �Xi � �X)2
er summen (vægtet) af kvadraterne på de enkelte gruppemiddelværdiers afvigelse fra
den totale middelværdi, d.v.s. den er et udtryk forvariationen mellem de enkelte
grupper. HvisH0 er sand, er den et centralt skøn over�2.
Nu er1N � k kXi=1 niXj=1(Xij � �Xi)2 = 1P(ni � 1)�(n1 � 1)S21 + � � �+ (nk � 1)S2k�;
hvor S2i = 1ni � 1 niXj=1(Xij � �Xi)2
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d.v.s. nævneren er et vejet gennemsnit af variansskønnene beregnet for hver gruppe.
Ifølge reproduktionssætningen for�2-fordelingen (p. 195) er nævneren derfor et cen-
tralt skøn over�2 (jfr. p. 261). Dette skøn er beregnet på grundlag afvariationen inden
for grupper . Det er nu intuitivt klart, at et rimeligt test vil være at forkaste hypotesenH0, at middelværdierne i grupperne er ens, hvis gruppegennemsnittene afviger "for
meget" fra hinanden. Nu er det ikke klart, hvad "for meget" er;vi må finde en størrelse
at måle afvigelsen relativt til, og det er da rimeligt at vælge et skøn over variansen
beregnet på grundlag af variansskøn fra de enkelte grupper.Det virker derfor rimeligt,
at det kritiske område har den anførte form. H
Det er mindre indlysende, at teststørrelsen erF(k � 1; N � k)-fordelt. Dette følger af

SÆTNING 5.2.Der gælderkXi=1 niXj=1(Xij � �X)2 = kXi=1 niXj=1(Xij � �Xi)2 + kXi=1 ni( �Xi � �X)2:
UnderH0 gælder endvidere, at de 2 kvadratsummer på højresiden er stokastisk uafhængige
og�2�2-fordelte medN � k henholdsvisk � 1 frihedsgrader.

Bevis.Spaltningen af kvadratsummen på venstresiden fås ved direkte regning:Xi Xj (Xij � �X)2 = Xi Xj (Xij � �Xi + �Xi � �X)2= Xi Xj (Xij � �Xi)2 +Xi Xj ( �Xi � �X)2+ 2Xi Xj (Xij � �Xi)( �Xi � �X)= Xi Xj (Xij � �Xi)2 +Xi ni( �Xi � �X)2;
idet Xi Xj (Xij � �Xi)( �Xi � �X) = Xi (Xi � �X)Xj (Xij � �Xi)= Xi ( �Xi � �X) � 0 = 0
ifølge definitionen på�Xi.
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Resultaterne vedrørende uafhængigheden og fordelingen afkvadratsummerne følger af
Sætning 1.77, side 195 (se f.eks. [34] eller [48, p. 419 ellerp. 127]). �
BEMÆRKNING 5.2.Vi ser, at vi har fået spaltet observationernes variation omdet "to-
tale" middel op i observationernes variation om gruppemiddeltallene plus gruppemid-
deltallenes variation om det totale middel. Vort test er baseret på disse komponen-
ters indbyrdes størrelsesforhold, d.v.s. det er en analyseaf variationerne omkring de
forskellige middelværdier. Heraf kommer navnetvariansanalyse. H
En umiddelbar følge af sætningen og definition 1.45, p. 201, er følgende

KOROLLAR 5.1.Under hypotesen om fuldstændig homogenitet erZ = kPi=1ni( �Xi � �X)2=(k � 1)kPi=1 niPj=1(Xij � �Xi)2=(N � k) 2 F(k � 1; N � k):
Under den numeriske behandling kan det være hensigtsmæssigt at anvende følgende
regneskema:i Observationer ni Si SKi S2i =ni SAK1i fi1

...i Xi1; � � � ; Xini ni niPj=1Xij niPj=1X2ij SKi � S2ini ni � 1

...k
Total N = kPi=1ni kPi=1Si kPi=1SKi kPi=1 S2ini kPi=1 SAK1i F = kPi=1 fi

Vi beregner nu let kvadratafvigelsessummerne:



5.1. VARIANSANALYSER 419SAK0 = Xi Xj (Xij � �X)2 =Xi Xj X2ij � N �X2= Xi SKi � (Xi Si)2=NSAK1 = Xi Xj (Xij � �Xi)2 =Xi SAK1iSAK2 = Xi ni( �Xi � �X)2 =Xi ni �X2i �N �X2= Xi S2ini � (Xi Si)2=N:
Resultaterne samles sædvanligvis i et såkaldtvariansanalyseskema:

Variation SAK f S2 Teststørrelse
Mellem grupper SAK2 k � 1 SAK2=(k � 1) Z = SAK2=(k�1)SAK1=(N�k)
Inden for grupper SAK1 N � k SAK1=(N � k)
Total SAK0 N � 1

Ved test på niveau� er det kritiske områdeC = f(x11; � � � ; xknk)jz > F(k � 1; N � k)1��g :
HvisH0 accepteres, kan vi som skøn over variansen�2 anvende1N � 1SAK0 = 1N � 1Xi Xj (Xij � �X)2:
HvisH0 ikke accepteres, anvendes1N � kSAK1 = 1N � kXi Xj (Xij � �Xi)2
som skøn over�2.
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BEMÆRKNING 5.3.Formålet med en ensidet variansanalyse er som nævnt at fork-
lare den totale variationSAK0 ved at spalte den i et bidrag, der skyldes variatio-
nen mellem grupper, (SAK2), og et bidrag, der skyldes variationen indenfor grup-
per, (SAK1). Såfremt hypotesenH0 accepteres, er der ikke nogen signifikant forskel
mellem grupperne, og den totale variation kan ikke forklares ved andet end tilfældige
målefejl. Omvendt, hvisH0 afvises, så er der en signifikant forskel mellem grupperne,
som forklares af forskellen mellem grupperne udtrykt gennem SAK2. Tilbage er blot
de tilfældige målefejl, som bidrager medSAK1 til den totale variationSAK0. Dette
svarer til, at estimatet på�2, som er variansen på den tilfældige målefejl, afhænger af
testets udfald. H
Vi vil nu bestemme maximum likelihood skøn over� og �i, i = 1; � � � ; k. Ifølge
sætning 2.11 p. 253, kan disse findes ved hjælp af mindste kvadraters metode. Vi skal
vælge� og�i således, atf(�; �1; � � � ; �k) =Xi Xj (xij � �� �i)2
minimaliseres. Vi har@f@� = �2Xi Xj (xij � �� �i)= �2hXi Xj xij � N��Xi ni � �ii= �2hXi Xj xij � N�i;
d.v.s. @f@� = 0 , � = �x:
Endvidere er@f@�i = �2Xj (xij � � � �i)= �2ni(�xi � �� �i):
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Heraf fås@f@�i = 0 , �i = �xi � �:
Ved en sammenfatning af disse relationer fås�̂ = �X = 1N Xi Xj Xij�̂i = �Xi � �X = 1ni Xj Xij � 1N X� Xj X�j:
Eksempel 5.1 fortsættes i

EKSEMPEL 5.2.Vi er nu i stand til at gennemføre et test for, om kaliindholdet fra
de 4 grene kan antages at være ens. Vi forudsætter, at vi har indbyrdes uafhængige
stokastiske variable, der er normalt fordelte med samme varians. Endvidere forudsætter
vi, at der er homogenitet inden for grupper. Vi skal ikke i dette eksempel komme
ind på undersøgelsen af rimeligheden af disse forudsætninger, men blot konstatere, at
en sådan undersøgelse ikke må mangle ved løsningen af et praktisk problem. Idet vi
anvender de ovenfor anførte betegnelser, vil vi nu testeH0 : �1 = � � � = �k = 0 mod H1 : 9i(�i 6= 0):
Vi har en ensidet variansanalysemodel. Beregningsskemaetbliver, idet vi udelader
observationssøjlen:i ni Si SKi S2i =ni SAK1i fi1 6 64:5 711:55 693:375 18:175 52 6 113:4 2181:30 2143:260 38:040 53 6 85:6 1229:04 1221:227 7:813 54 5 80:1 1293:11 1283:202 9:908 4

Total 23 343:6 5415:00 5341:064 73:936 19
Heraf fås:SAK0 = 5415:00� 5133:085 = 281:915SAK1 = 73:936SAK2 = 5341:064� 5133:085 = 207:979:
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Variansanalyseskemaet bliver

Variation SAK f s2 Test
Mellem grene
Inden for grene

207:97973:936 319 69:3263:891 17:817
Total 281:915 22

Nu er F(3; 19)99:95% = 9:42, d.v.s. vi vil forkaste hypotesen, i hvert fald på alle
niveauer større end0:0005. Vi vil derfor konkludere, at der er et varierende indhold af
kali i gødning fra de forskellige grene.

Vi har derfor, at kaliindholdet i en gødning fra batch nr.i beskrives vedXij 2 N(� + �i; �2);
hvor �̂2 = sak119 = 3:891 = 1:972
og �̂ = �x = 14:94�̂1 = �x1 � �x = �4:19�̂2 = �x2 � �x = 3:96�̂3 = �x3 � �x = �0:67�̂4 = �x4 � �x = 1:08
Vi kan nu formulere vor konklusion således, at kaliindholdet i gødningerne fordeler
sig om en middelværdi, der er estimeret til14:94%, plus et bidrag, der afhænger af
produktionsenhed. Variansen af udfaldene er estimeret til3:891 = 1:972, dvs. en
spredning på 1.97. �
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5.1.2 Tosidet variansanalyse

Den foregående variansanalyse var relativt simpel, fordi der kun var en klassifika-
tionsvariabel, nemlig batch nr. Man kunne forestille sig, at den valgte analysemetode
måske ikke var den mest velegnede til denne form for analyse,således at man ville anal-
ysere de forskellige batches på flere forskellige metoder. Dette ville føre til entosidet
variansanalysemodel. Vi vil starte gennemgangen af denne med et lille eksempel.

På en forsøgsstation skal man vurdere, hvilken af 5 gødningstyper man skal foretrække
ved gødskning af kartofler. Til rådighed for forsøget var 4 marker. Nu må man an-
tage, at disse marker ikke er ens, hvad angår jordbundsforhold, lysforhold m.v. Der-
for besluttedes det at inddele hver mark i 5 lige store stykker og knytte hver af de
5 gødningstyper tilfældigt til en af disse "delmarker". Der blev avlet kartofler på alle
stykkerne, og disse blev gødsket i overensstemmelse med de foregående valg. Ved vok-
sesæsonens slutning tog man kartoflerne op og målte udbyttetpå hvert af de 20 stykker.

Herved opnåedes følgende data (målt i kg):

Gødning
Mark A B C D E

1 310 353 366 299 367
2 284 293 335 264 314
3 307 306 339 311 377
4 267 308 312 266 342

Problemet er nu at teste, om de 5 gødninger er lige effektive med hensyn til middelud-
bytte af kartofler. Vi prøver at formulere en matematisk model, der dækker ovenstående
situation.

Vi antager, at vore observationer er realiserede udfald af stokastiske variableX11 ; � � � ; X1m
...

...Xk1 ; � � � ; Xkm
Disse antages at

1. være stokastisk uafhængige

2. være normalt fordelte

3. have samme varians�2.
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Vi forudsætter endvidere, at der er enadditiv struktur i middelværdierne, i.e. at

4.E(Xij) = �ij = �+ �i + �j .
I 4. fastlægges�i og�j ved relationernekXi=1 �i = 0mXj=1 �j = 0:
Her angiver� altså et niveau,�i effekten af deni’te række og�j effekten af denj’te
søjle. Additivitetsforudsætningen 4. siger med andre ord,at middelværdien af den(i; j)’te variabel er lig niveauet plus deni’te rækkeeffekt plus denj’te søjleeffekt.

I eksemplet svarer 4. til at sige, at middeludbyttet på mark nr. i med anvendelse af
gødning nr.j er lig et niveau plus et bidrag, der skyldes marken, plus et bidrag, der
skyldes gødningen.

Vi er nu interesserede i at testeH01 : �1 = � � � = �k = 0 mod H11 : 9i(�i 6= 0)
og H02 : �1 = � � � = �m = 0 mod H12 : 9j(�j 6= 0)
Før vi går videre med testproceduren, vender vi tilbage til additivitetsforudsætningen,
som vi søger at belyse i

EKSEMPEL 5.3.For at få et indblik i, hvad 4. og hypoteserneH01 ogH02 indebærer,
betragter vi følgende situation. Lad�i, i = 1; 2; 3; 4, og�j , j = 1; 2; 3, være givet ved
skemaernei 1 2 3 4�i 4 �2 1 �3 j 1 2 3�j 1 2 �3
Idet vi sætter� = 5, definerer vi dernæst�ij = �+ �i + �j i = 1; 2; 3; 4; j = 1; 2; 3�i� = �+ �i i = 1; 2; 3; 4��j = �+ �j j = 1; 2; 3
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samt �ij = �+ �i + �j + �i � �j i = 1; 2; 3; 4; j = 1; 2; 3:
Vi danner nu let tabeller over�ij, �i� og��j:j�ij 1 2 3i 1234 10473 11584 603�1 i 1 2 3 4�i� 9 3 6 2j 1 2 3��j 6 7 2
Hvis vi afbilder�ij som funktion afi, får vi følgende graf Til sammenligning anføres
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Vi bemærker, at linierne i alle grafer er parallelle.

Den analoge figur med�ij opfattet som funktion afj er
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For at finde ud af, hvad der er særegent for den additive struktur, anfører vi også
graferne for�ij , der jo også indeholder et produktled.

Tabellen over�ij bliver j�ij 1 2 3i 1234 14280 19110�2 �6608
Graferne for�ij opfattet som funktion afi henholdsvisj bliver
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Vi bemærker nu, at forskellen mellem grafen for f.eks.�1j og �2j er konstant(=�1 � �2 = 6), og at kurverne derfor løber "parallelt" uden at skære hinanden. Deri-
mod ses det, at graferne for e.g.�1j og �2j skærer hinanden, d.v.s. forskellen mellem�1j og �2j er ikke uafhængig afj. Dette udtrykker vi også ved at sige, at der er en
vekselvirkningseffekt. �
Vi vender nu tilbage til spørgsmålet om testning afH01 ogH02. Som i den ensidede
variansanalyse vil vi basere testene på sammenligninger afskøn over�2 - ét baseret
på variationen mellem rækker, ét på variationen mellem søjler og ét, der udtrykker
vekselvirkningsvariationen. Vi vil søge heuristisk at finde frem til teststørrelserne. Vi
nævner først

SÆTNING 5.3.Maximum likelihood estimatorerne for parametrene er�̂ = �X�̂i = �Xi� � �X i = 1; � � � ; k�̂j = �X�j � �X j = 1; � � � ;m;
hvor �X = 1km kXi=1 mXj=1Xij�Xi� = 1m mXj=1Xij�X�j = 1k kXi=1Xij :
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Bevis.Forbigås. Forløber ganske analogt til de p. 420 anførte beregninger. �
Vi anfører nu en til sætning 5.2 analog

SÆTNING 5.4.Der gælderkXi=1 mXj=1(Xij � �X)2 = m kXi=1( �Xi� � �X)2+k mXj=1( �X�j � �X)2 + kXi=1 mXj=1(Xij � �Xi� � �X�j + �X)2:
UnderH01 ogH02 gælder endvidere, at de 3 kvadratsummer på højresiden er stokastisk
uafhængige og�2�2-fordelte medk � 1,m � 1 henholdsvis(k � 1)(m � 1) friheds-
grader.

Bevis.Spaltningen af kvadratsummen på venstresiden følger ved direkte regning:Xi Xj (Xij � �X)2 =Xi Xj �Xij � ( �Xi� � �X)� ( �X�j � �X)� �X+( �Xi� � �X) + ( �X�j � �X)�2=Xi Xj (Xij � �Xi� � �X�j + �X)2 + kXj ( �X�j � �X)2+mXi ( �Xi� � �X)2 + 2Xj ( �X�j � �X)Xi (Xij � �Xi� � �X�j + �X)+ 2Xi ( �Xi� � �X)Xj (Xij � �Xi� � �X�j + �X)+ 2Xi ( �Xi� � �X)Xj ( �X�j � �X):
Som ved beviset for sætning 5.2 ses, at de dobbelte produkterbliver 0, og heraf fremgår
spaltningen.

Resten af sætningen følger af Sætning 1.77, side 195, og forbigås. �
BEMÆRKNING 5.4.Vi skal nu kort kommentere, hvorledes man kan komme frem til
de anførte frihedsgradsantal. Ifølge sætning 2.6, p. 226 har de 2 første kvadratsummer



5.1. VARIANSANALYSER 429k � 1 henholdsvism � 1 frihedsgrader. Vi betragter dernæst de stokastiske variableXij � �Xi� � �X�j + �X i = 1; � � � ; k j = 1; � � � ;m:
Vi vil bestemme antallet af (uafhængige) lineære bånd imellem disse (jfr. p. 227). Det
er ifølge definitionen af�X , �Xi� og �X�j klart, atkXi=1(Xij � �Xi� � �X�j + �X) = 0 j = 1; 2; � � � ;m (5.1)

og mXj=1(Xij � �Xi� � �X�j + �X) = 0 i = 1; � � � ; k (5.2)

Da f.eks. (5.1) medfører, at ogsåkXi=1 mXj=1(Xij � �Xi� � �X�j + �X) = 0;
ses det, at der ved (5.2) kun defineres yderligerek� 1 lineære bånd, således at antallet
af (uafhængige) lineære bånd defineret ved (5.1) og (5.2) erk+m�1. I bemærkningen
p. 226 anførte vi, at antallet af frihedsgrader for kvadratsummen var lig antallet af led
minus antallet af lineære bånd. Anvender vi denne regel, fåskm� (k +m� 1) = (k � 1)(m � 1);
hvilket netop er det i sætningen anførte. H
Da nu f.eks.kXj ( �X�j � �X)2 = kXj �̂2j ; (5.3)

vil vi forvente, at kvadratsummen (5.3) er "stor", hvis nogle�j ’er er forskellige fra 0.
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Her skal vendingen "stor" ses relativt til kvadratsummenXX(Xij � �Xi� � �X�j + �X)2:
Som ved corollaret p. 418 ses, at vi skal sammenligne med fraktiler i en F-fordeling.
Analogt kan vi opstille et test forH01. Vi kan samle disse overvejelser i følgende
variansanalyseskema.Variation SAK f Test

Mellem
søjler

SAK4 = k mPj=1( �X�j � �X)2 m � 1 SAK4=f4SAK2=f2
Mellem
rækker

SAK3 = m kPi=1( �Xi� � �X)2 k � 1 SAK3=f3SAK2=f2
Veksel-
virkning

SAK2 (se nedenfor) (m � 1)(k � 1)
I alt SAK0 = kPi=1 mPj=1(Xij � �X)2 km � 1

hvorSAK2 er givet vedSAK2 = kXi=1 mXj=1(Xij � �Xi� � �X�j + �X)2
Nummeringen afSAK’erne får sin forklaring i det følgende.

SÆTNING 5.5.De kritiske områder ved tests på niveau� erH01 modH11 :C1 = �(x11; � � � ; xkm)j sak3=f3sak2=f2 > F�k � 1; (k� 1)(m� 1)�1���H02 modH12 :C2 = �(x11; � � � ; xkm)j sak4=f4sak2=f2 > F�m � 1; (k � 1)(m � 1)�1��� :
Bevis.Umiddelbar følge af de foregående overvejelser. �
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Hvis ingen af hypoteserne accepteres, anvendesSAK2(m � 1)(k � 1) = 1(m � 1)(k � 1)Xi Xj (Xij � �Xi� � �X�j + �X)2
som skøn over�2. Accepteres f.eks.H01, estimeres�2 ved1f2 + f3 (SAK2 + SAK3);
som er en central estimator for�2. Accepteres begge hypoteser, anvendes estimatoren1km� 1SAK0:
Af hensyn til en hensigtsmæssig numerisk behandling anføres følgende relationerSAK4 = kXj ( �X�j � �X)2 = 1kXj (Xi Xij)2 � 1km (Xi;j Xij)2SAK3 = mXi ( �Xi� � �X)2 = 1mXi (Xj Xij)2 � 1km (Xi;j Xij)2SAK0 = Xi;j (Xij � �X)2 =Xi;j X2ij � 1km (Xi;j Xij)2SAK2 = SAK0 � SAK3 � SAK4:
Ovenstående identiteter følger ved direkte regning.

Vi er nu i stand til at behandle det i indledningen til afsnittet omtalte eksempel.

EKSEMPEL 5.4.Vi antager, at de p. 423 anførte data kan beskrives ved en tosidet var-
iansanalysemodel som anført p. 423. At undersøge, om de 5 gødninger er lige effektive
med hensyn til middeludbyttet af kartofler, svarer til at undersøge, om søjleeffekterne
er lig 0, i.e. om vi kan antageH02 : �1 = � � � = �5 = 0:
Med henblik på at udføre det i sætning 5.5 anførte test beregner vi følgende summer
og kvadratsummerPi Pj xij = 6320;Pj (Pi xij)2 = 8039328; Pi Pj x2ij = 2018650Pi (Pj xij)2 = 10017750;
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og ved hjælp af ovenstående beregningsformler fåssak4 = 148039328� 12063202 = 12712sak3 = 1510017750� 12063202 = 6430sak0 = 2018650� 12063202 = 21530sak2 = 21530� 12712� 6430 = 2388:
Vi samler resultaterne ivariansanalyseskemaet:

Variation SAK f Test
Mellem gødninger 12712 4 16:0
Mellem marker 6430 3 10:8
Vekselvirkning 2388 12
Total 21530 19

DaF(4; 12)0:999 = 9:63 < 16:0, vil det ikke være rimeligt at antage, at de 5 gødninger
er ens. Vi anfører estimaterne for gødningseffekterne�1; � � � ; �5:i 1 2 3 4 5�̂i �24 �1 22 �31 34
Som skøn over�2 anvendes1f2 sak2 = 1122388 = 199 ' 14:12:
Ved at se på værdierne af̂�1; � � � ; �̂5 er det klart, at gødningerne C og E er at fore-
trække fremfor de øvrige. Hvis forskellen ikke havde så udpræget som her, kunne man
sammenligne disse værdier ved hjælp af nogle t-tests.

Vi bemærker til sidst, at vi heller ikke kan antage, at markerne er ens, idetF(3; 12)0:95 = 3:49 < 10:8: �
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Den hidtidige analyse har været baseret på antagelsen om en additiv struktur i mid-
delværdien, nemligE(Xij) = �ij = �+ �i + �j : (5.4)

Hvis vi ikke mener, at vi direkte kan tillade os at postulere denne spaltning, men ønsker
at teste den, må vi have flere observationer i hver celle for atkunne danne et variansskøn
baseret på variationen inden for celler.

Vi betragter altså stokastiske variableXij� i = 1; � � � ; k; j = 1; � � � ;m; � = 1; � � � ; n;
eller skrevet op i et skema: j = 1 j = mi = 1 X111

...X11n � � � X1m1
...X1mn

...
...

...i = k Xk11
...Xk1n � � � Xkm1

...Xkmn
Vi antager, at disse stokastiske variable

1. er stokastisk uafhængige

2. er normalt fordelte

3. har samme varians�2
4. har middelværdierE(Xij�) = �ij.

Her udtrykker betingelsen 4., at der er homogenitet inden for celler.

Vi spalter nu middelværdien�ij, idet vi sætter�ij = �+ �i + �j + �ij (5.5)
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hvor�i, �j og �ij fastlægges vedkXi=1 �i = 0mXj=1 �j = 0kXi=1 �ij = 0 8j 2 f1; � � � ;mgmXj=1 �ij = 0 8i 2 f1; � � � ; kg:
Estimatorerne for modellens parametre anføres i

SÆTNING 5.6.Maximum likelihood estimatorerne for parametrene er�̂ = �X�̂i = �Xi� � �X i = 1; : : : ; k�̂j = �X�j � �X j = 1; : : : ;m�̂ij = �Xij � �Xi� � �X�j + �X i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ;m
hvor �X = 1kmn kXi=1 mXj=1 nX�=1Xij��Xi� = 1mn mXj=1 nX�=1Xij��X�j = 1kn kXi=1 nX�=1Xij��Xij = 1n nX�=1Xij�
Bevis.Forbigås. Forløber ganske analogt til de p. 420 anførte beregninger. �
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Man er nu interesseret i at teste, om spaltningen (5.5) har formen (5.4), d.v.s. at testeH0 : 8i; j(�ij = 0) mod H1 : 9i; j(�ij 6= 0):
Som tidligere nævnt, vil vi basere testet på et skøn over�2, der ikke afhænger af
hypotesenH0 om forsvindende vekselvirkning. Et sådant skøn er1km(n� 1) kXi=1 mXj=1 nX�=1(Xij� � �Xij)2;
hvor �Xij = 1n nX�=1Xij�:
Dette skøn er centralt og�2�2(f)=f-fordelt medkm(n � 1) frihedsgrader. Dette kan
vises som det analoge resultat p. 416. Vi kan derfor nu teste hypotesen�ij = 0 ved at
sammenligne denne variation inden for grupper med vekselvirkningsvariationen. Inden
vi præciserer resultatet, nævner vi, at sætning 5.4 nu antager formen

SÆTNING 5.7.Spaltningen af den totale variation erkXi=1 mXj=1 nX�=1(Xij� � �X)2 = kXi=1 mXj=1 nX�=1(Xij� � �Xij)2+ n kXi=1 mXj=1( �Xij � �Xi� � �X�j + �X)2+ mn kXi=1( �Xi� � �X)2+ kn mXj=1( �X�j � �X)2;
d.v.s. den er spaltet i variationen inden for grupper plus vekselvirkningsvariationen plus
variationen mellem rækker plus variationen mellem søjler.

Der gælder ydermere, at de 4 kvadratafvigelsessummer på højresiden er stokastisk
uafhængige og�2�2-fordelte medkm(n � 1), (k � 1)(m � 1), k � 1 henholdsvism � 1 frihedsgrader underH0,H01 ogH02, jvnf. Sætning 1.77, side 1.77.
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Bevis.Forbigås. Forløber analogt til beviset for sætning 5.2. �
Svarende til denne sætning har vi nuvariansanalyseskemaet

Vari-
ation

SAK f Test

Mellem
søjler

SAK4 = knPj ( �X�j � �X)2 m� 1 SAK4=f4SAK02=f02
Mellem
rækker

SAK3 = mnPi ( �Xi� � �X)2 k � 1 SAK3=f3SAK02=f02
Veksel-
virkning

SAK2 (se nedenfor)
(k � 1)�(m� 1) SAK2=f2SAK1=f1

Inden f.
celler

SAK1 =Pi Pj P� (Xij� � �Xij)2 km(n� 1)
Total SAK0 =Pi Pj P� (Xij� � �X)2 kmn� 1

Her erSAK2 = nXi Xj ( �Xij � �Xi� � �X�j + �X)2SAK02 = SAK1 + SAK2f02 = f1 + f2 = km(n� 1) + (k � 1)(m � 1):
UnderH0, hypotesen om forsvindende vekselvirkning, erSAK02=f02 et centralt skøn
over �2. Hvis vi har fået accepteret hypotesenH0, vil det derfor være rimeligt at
sammenligne de øvrige variationer med denne "bedre" estimator (flere frihedsgrader,
nemligf1 + f2 og derfor mindre varians). Hvis vi ikke får accepteret hypotesen om
forsvindende vekselvirkning, vil det sådan set ikke være rimeligt at fortsætte testnin-
gen, idet man da ikke får en simplere beskrivelse af situationen. (Der erk �m parametre�ij ogk �m parametre�ij).
Vi samler nu de kritiske områder i

SÆTNING 5.8.Ved test på niveau� er det kritiske område for hypotesenH0 om
forsvindende vekselvirkning ligC0 = n(x111; � � � ; xkmn)j sak2=f2sak1=f1 >F�(k � 1)(m � 1); km(n� 1)�1��o:
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Hvis den hypotese accepteres, er de kritiske områder ved test på niveau� af hypotesenH01 om forsvindende rækkevirkning(�1 = � � � = �k = 0), og hypotesenH02 om
forsvindende søjlevirkning(�1 = � � � = �m = 0) ligC1 = n(x111; � � � ; xkmn)j sak3=f3sak02=f02 >F�k � 1; km(n� 1) + (k � 1)(m � 1)�1��o
henholdsvisC2 = n(x111; � � � ; xkmn)j sak4=f4sak02=f02 >F�m � 1; km(n� 1) + (k � 1)(m � 1)�1��o:
Bevis.En umiddelbar følge af de foregående overvejelser. �
Der gælder nogle analoge betragtninger til de p. 431 og p. 427anførte angåendeesti-
matorer for variansen og række- og søjleeffekterne. (Angående de sidste skal man
blot erstatteXij med �Xij i formlerne p. 427).

Vi anfører nogle nyttige beregningsskemaer.ji � � � j � � � I alt

...i Sij = nP�=1Xij�SKij = nP�=1X2ij� Si� = mPj=1SijSKi� = mPj=1 SKij

...

I
alt

S�j = kPi=1SijSK�j = kPi=1 SKij S�� = kPi=1 mPj=1SijSK�� = kPi=1 mPj=1SKij
Endvidere beregnesXi Xj S2ij ; Xi S2i�; Xj S2�j og S2��:
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Da havesSAK0 = Xi Xj X� X2ij� � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2 = SK�� � 1N S2��SAK1 = Xi Xj X� X2ij� � 1nXi Xj (X� Xij�)2= SK�� � 1nXi Xj S2ijSAK3 = 1mnXi (Xj X� Xij�)2 � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2= 1mnXi S2i� � 1N S2��SAK4 = 1knXj (Xi X� Xij�)2 � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2= 1knXj S2�j � 1N S2��SAK2 = SAK0 � SAK1 � SAK3 � SAK4:
Vi giver nu et

EKSEMPEL 5.5.Ved en undersøgelse af forskellige blandemaskiners virkning på ce-
ments styrke har man foretaget følgende forsøg. Man har blandet en prøve Portland
cement grundigt og opdelt den i mindre delprøver. I 3 blandemaskiner har man derefter
fremstillet cementmørtel af disse prøver. Af denne mørtel har man i nogle forme
støbt terninger. Efter 24 timers hærdning tog man terningerne ud af formene. Efter
yderligere 7 dages lagring prøvede man terningernes styrkeved hjælp af 3 knusemask-
iner. De opnåede resultater fremgår af følgende skema, hvorresulateterne er opgivet i
pund pr. kvadrattomme.

Blandemaskine
nr.

Knusemaskine
nr.

Observationer

1 1 5280 5520 4760 5800
1 2 4340 4400 5020 6200
1 3 4160 5180 5320 4600
2 1 4420 5280 5580 4900
2 2 5340 4880 4960 6200
2 3 4180 4800 4600 4480
3 1 5360 6160 5680 5500
3 2 5720 4760 5620 5560
3 3 4460 4930 4680 5600
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Vi antager nu, at disse data er realiserede udfald af indbyrdes uafhængige, normalt
fordelte stokastiske variableXij�, i = 1; 2; 3, j = 1; 2; 3,� = 1; 2; 3; 4medE(Xij�) =�ij og V(Xij�) = �2. Vi antager endvidere, at middelværdien af brudstyrken er
skrevet op som en sum (som i (5.5))�ij = �+ �i + �j + �ij i = 1; 2; 3; j = 1; 2; 3:
Her er� altså det universelle niveau (der angiver det, man kan kalde"brudstyrken af
beton"),�i er den specielle effekt, der skyldes deni’te blandemaskine, og�j den, der
skyldes denj’te knusemaskine. Endelig angiver�ij vekselvirkningen mellem deni’te
blandemaskine og denj’te knusemaskine.

Da formålet med forsøget har været at få belyst blandemaskinernes indvirkning på
brudstyrken, vil vi først teste, om der er nogen vekselvirkning mellem blandemaskiner
og knusemaskiner, i.e. vi vil testeH0 : 8i; j(�ij = 0) mod H1 : 9i; j(�ij 6= 0):
Hvis denne hypotese accepteres, vil vi teste, om det kan antages, at der ikke er nogen
blandemaskineeffekt, i.e. testeH01 : 8i(�i = 0) mod H11 : 9i(�i 6= 0):
For at lette beregningerne indfører vi et beregningsnulpunkt � = 5000 pund/kva-
drattomme og en beregningsenhed� = 10 pund/kvadrattomme (jfr. p. 410). Vi får da
følgende datamatrix

Knusemaskine nr.
1 2 3

1

28
52

-24
80

-66
-60

2
120

-84
18
32

-40
Blan-
dema-
skine
nr.

2

-58
28
58

-10

34
-12
-4

120

-82
-20
-40
-52

3

36
116
68
50

72
-24
62
56

-54
-7

-32
60

Vi danner nu beregningsskemaet over summer og kvadratsummer.
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Knusemaskine nr. Total1 2 31 13610464 �422360 �7410004 5842828
Blandema-
skine nr.

2 187612 13815716 �19411428 �38347563 27021876 16612740 �337589 40342205
Total

42439952 30050816 �30129021 423119789
Ved hjælp af skemaet dannes1nPi Pj s2ij = 14�1362 + � � �+ (�33)2� = 456341N s2�� = 136178929 = 4970:25Pi s2i� = 167217Pj s2�j = 360377:
Vi finder nu kvadratsummernesak0=sk�� � 1N s2�� =119789� 4970:25 =114818:75sak1=sk�� � 1nPi Pj s2ij =119789� 45634 = 74155sak3= 1mnPi s2i� � 1N s2�� = 112167217� 4970:25= 8964:50sak4= 1knPj s2�j � 1N s2�� = 112360377� 4970:25= 25061:17sak2=sak0 � (sak1 + sak3+sak4) = 6638:08:
Endvidere er sak1 + sak2km(n� 1) + (k � 1)(m � 1) = 13180793:08 = 2606:2:
Vi samler nu disse størrelser ivariansanalyseskemaet
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Variation SAK f SAK=f Test
Mellem knuse-
maskiner

25061.17 2 12530.6 4.81

Mellem blande-
maskiner

8964.50 2 4482.3 1.72

Vekselvirkning 6638.08 4 1659.5 0.60

Inden for
celler

74155.00 27 2746.5

I alt 114818.75 35

Ved test på 5% niveau bliver de kritiske værdierF(4; 27)0:95 = 2:73 ogF(2; 31)0:95 =3:31.

Med 0:60 < F(4; 27)0:50 og 1:72 < F(2; 31)0:90 vil vi altså acceptere hypotesen
om forsvindende vekselvirkning på alle niveauer mindre end50% og hypotesen om
forsvindende blandemaskineeffekt på alle niveauer mindreend10%.

Vi vil derfor konkludere, at man med det foreliggende materiale må konkludere, at
blandemaskinerne ikke har signifikant indflydelse på brudstyrken af den færdige beton.

Vi bemærker i øvrigt, atF(2; 31)0:975 < 4:81 < F(2; 31)0:99;
således at vi får afvist hypotesen om, at knusemaskinerne virker ens på f.eks. et5%
signifikansniveau. �
5.1.3 Romersk kvadrat

Somme tider er man i et forsøg nødt til at tage hensyn til, at visse faktorer ikke kan
varieres frit, således at man ikke direkte kan eliminere de systematiske fejl, man frygter,
er tilstede ved forsøget.

Lad os eksempelvis antage, at vi har et apparat til at efterprøve kvaliteten af tekstil-
varer. Apparatet kan i en kørsel efterprøve 4 forskellige stykker tekstil. Nu kunne
der i forsøgsresultaterne være en variation, der skyldes placeringen af tekstilstykket i
maskinen, og en, der skyldes selve kørslen, d.v.s. vi kan ikke regne med at få samme
resulater ved flere efterprøvninger af samme tekstiler.

Vi ønsker at få efterprøvet 4 forskellige vareprøver, A, B, Cog D. Man kan nu sikre
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sig, at man ved at foretage4�4 = 16 forsøg i det mindste kan få efterprøvet hver af de
4 vareprøver A, B, C og D netop 1 gang i hver kørsel og netop 1 gang i hver position af
maskinen. Dette kan f.eks. ske ved, at man efterprøver tekstilerne som i nedenstående
skema

Position
Kørsel 1 2 3 4

1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C

DEFINITION 5.1.Et sådant arrangement afn bogstaver i et kvadrat med sidenn,
således at hvert bogstav står netop 1 gang i hver række og i hver søjle, kaldet etromersk
kvadrat (engelsk: latin square). N
Der findes udførlige tabeller over romerske kvadrater af forskellige størrelser. Vi kan
f.eks. henvise til Fisher og Yates (1948).

Hvis vi udførern2 eksperimenter som anført i det romerske kvadrat, får vi obser-
vationerXijk, som vi vil beskrive vedindbyrdes uafhængigeN(�ijk; �2)–fordelte
stokastiske variable, hvor�ijk er middelværdien af observationen i(i; j; k)’te celle.
Vi opdeler middelværdierne således, at�ijk = �+ �i + �j + 
k;
hvor � er niveauet,�i rækkeeffekten (d.v.s. kørselseffekten),�j søjleeffekten (d.v.s.
positionseffekten) og
k "prøve"effekten. For at sikre entydigheden af disse effekter
må vi forudsætte, at

Pi �i =Pj �j =Pk 
k = 0.

Den totale variation omkring det totale middeltal spaltes nu i variationer, der skyldes
ovennævnte effekter, plus residualvariationen (restvariationen). Der gælderPiPj(Xij � �X)2=nPj( �X�j � �X)2 + nPi( �Xi� � �X)2+ nPk( �Xk � �X)2+PiPj(Xij � �Xi� � �X�j � �Xk + 2 �X)2;
hvor �Xk er middeltallet af målingerne af prøve nr.k. Spaltningen kan fås ved en
viderespaltning af vekselvirkningskvadratafvigelsessummen i den tosidede varians-
analyse med én observation pr. celle.

Frihedsgraderne for komponenterne ern� 1, n� 1, n� 1 og (n� 1)(n� 2). Det kan
ved hjælp af Sætning 1.77, side 195, vises, at de er indbyrdesuafhængige og�2�2-
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fordelte med de respektive antal frihedsgrader, såfremt detilsvarende effekter er lig 0.
Dette kan udnyttes til at konstruere tests for hypoteser om forsvindende effekter. F.eks.
kan en hypotese om, at
k = 0, k = 1; � � � ; n testes ved at anvende det kritiske område� nP( �Xk� �X)2=(n�1)Pi;j(Xij� �Xi�� �X�j� �Xk+2 �X)2=�(n�1)(n�2)� >F�n� 1; (n� 1)(n� 2)�1���
Vi samler resultaterne i et variansanalyseskema

Variation SAK f Test

Mellem

søjler
SAK4 = nPj ( �X�j � �X)2 n� 1 S24=S21

Mellem

rækker
SAK3 = nPi ( �Xi� � �X)2 n� 1 S23=S21

Mellem

prøver
SAK2 = nPk ( �Xk � �X)2 n� 1 S22=S21

Residual SAK1 =Pi Pj (Xij � �Xi� � �X�j � �Xk + 2 �X)2 (n� 1)�(n � 2)
Total SAK0 =Pi Pj (Xij � �X)2 n2 � 1

Vi anfører beregningsformler:SAK4 = nPj( �X�j � �X)2 = 1nPj(PiXij)2 � 1n2 (PiPj Xij)2SAK3 = nPi( �Xi� � �X)2 = 1nPi(PjXij)2 � 1n2 (PiPj Xij)2SAK2 = nPk( �Xk � �X)2 = 1nPk �X2k � 1n2 (PiPj Xij)2SAK0 = Xi Xj (Xij � �X)2 =Xi Xj X2ij � 1n2 (Xi Xj Xij)2SAK1 = SAK0 � SAK2 � SAK3 � SAK4:
Vi anfører nu resultaterne for tekstilprøvemaskinen
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Position i maskinen
Kørsel 4 2 1 3

2 A(251) B(241) D(227) C(229)
3 D(234) C(273) A(274) B(226)
1 C(235) D(236) B(218) A(268)
4 B(195) A(270) C(230) D(225)

Vi trækker240 fra samtlige observationer og får

Position i maskinen
Kørsel 4 2 1 3 Total

2 (A)+11 (B)+ 1 (D)�13 (C)�11 �12
3 (D)� 6 (C)+33 (A)+34 (B)�14 +47
1 (C)� 5 (D)� 4 (B)�22 (A)+28 � 3
4 (B)�45 (A)+30 (C)�10 (D)�15 �40

Total �45 +60 �11 �12 � 8

Total: Prøve A: +103
Prøve B: � 80
Prøve C: + 7
Prøve D: � 38.

Vi får eksempelvisSAK2 = 14�1032 + (�80)2 + 72 + (�38)2�� 116(�8)2 = 4621:5:
De øvrige størrelser beregnes analogt. Vi samler resultaterne

Variation SAK f S2 Test
Mellem positioner 1468.5 3 489.5 8.0
Mellem kørsler 986.5 3 328.8 5.4
Mellem prøver 4621.5 3 1540.5 25.0
Residual 367.5 6 61.25
Total 7444.0 15

DaF(3; 6)95% = 4:76, ses, at vi ved et test på� = 5% signifikansniveau må forkaste
alle hypoteser om forsvindende effekter. Det er vel især værd at bemærke, at der er po-
sitionseffekt og en kørselseffekt. Dette ville man måske ikke forvente i første omgang,
således at man blot ville have anvendt en ensidet variansanalysemodel til sammenlign-
ing af prøverne. Dette ville have givet en stor variation inden for prøverne, hvilket ville
have sænket følsomheden af sammenligningen mellem prøverne væsentligt.
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5.1.4 Faktorforsøg

Lad os antage, at vi ønsker at bestemme optimale betingelser(maksimal effektivitet) for
et pletteringsbad. De faktorer, vi kan ændre, er badets temperatur og sulfidkoncentra-
tionen. Vi bestemmer os for at betragte koncentrationerne4, 8 og12 g/liter og temper-
aturerne80� F og160� F. Vi forsøger 3 gange i alle kombinationer og får følgende tal
for reflektiviteten af det behandlede metal.

Faktor A
Koncentration

Faktor B
Temperatur

Forsøg 1 Forsøg 2 Forsøg 3

4 80 3.5 3.0 2.7
4 160 2.2 2.3 2.4
8 80 7.1 6.9 7.5
8 160 5.2 4.6 6.8

12 80 10.8 10.6 11.0
12 160 7.6 7.1 7.3

Vi vil nu give en matematisk model, der kan danne grundlag foren analyse af disse
data. Vi har givet observationerXij�; i = 1; � � � ; k; j = 1; � � � ;m; � = 1; � � � ; n:
Her angiveri niveauet for faktor A (d.v.s. 1,2 eller 3),j niveauet for faktor B (d.v.s. 1
eller 2), ogn er antallet af gentagelser (her 3).

Vi antager, at observationerne er indbyrdes uafhængige og normalfordelte med fælles
varians�2. Endvidere antager vi, at middelværdien afXij� kan skrives�ij� = �+ �i + �j + �ij + �� :
Her angiver� niveauet,�i effekten af faktor A i niveaui, �j effekten af faktor B i
niveauj; �ij er vekselvirkningseffekten, og�� er effekten af den� ’te gentagelse. For
at sikre entydigheden af ovennævnte størrelser må vi forudsætte, atXi �i =Xj �j =Xi �ij =Xj �ij =X� �� = 0:
DEFINITION 5.2.En sådan model som ovenfor beskrevet kaldes etk � m faktor-
forsøg gentagetn gange. N
Forskellen mellem denne model og en tosidet variansanalysemodel er, at vi har tilføjet
leddet�� . Grunden er, at det ikke a priori kan anses for givet, at alle forsøgsbetingelser
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er ens fra gang til gang, således at vi må regne med en systematisk forskel mellem
resultater fra forskellige forsøg.

Det er vigtigt at notere, at i det beskrevne forsøg er de3 � 2 målinger i Forsøg 1
udført i en tilfældig rækkefølge, men iøvrigt stort set samtidig. Derefter er Forsøg
2’s 3 � 2 målinger udført, etc. Herved adskiller forsøget sig fra et almindeligt tosidet
variansanalyse-forsøg, hvoralle data måles i en tilfældig rækkefølge uden opdeling i
"Forsøg".

Det, man er interesseret i, er at undersøge, om virkningen afen eller begge af faktorerne
A og B kan antages at være lig 0. For at få en mulighed for at foretage en sådan analyse
vil vi spalte den totale variation i bidrag, der stammer fra de beskrevne effekter.

Fra den tosidede variansanalyse havesXi Xj X� (Xij� � �X)2 = Xi Xj X� (Xij� � �Xij)2+ nXi Xj ( �Xij � �Xi� � �X�j + �X)2+ mnXi ( �Xi� � �X)2 + knXj ( �X�j � �X)2:
Nu har vi imidlertid også en "gentagelsesfaktor"�� , hvorfor vi ønsker at få spaltet
leddetXi Xj X� (Xij� � �Xij)2
yderligere. Vi harXi Xj X� (Xij� � �Xij)2 =Xi Xj X� �Xij� � �Xij � ( �X��� � �X) + ( �X��� � �X)�2= Xi Xj X� (Xij� � �Xij � �X��� + �X)2+ kmX� ( �X��� � �X)2+ 2X� ( �X��� � �X)Xi Xj (Xij� � �Xij � �X��� + �X):
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Det ses, at det dobbelte produkt er 0, hvorfor vi har spaltningenXi Xj X� (Xij� � �X)2 =Xi Xj X� (Xij� � �Xij � �X��� + �X)2 + kmX� ( �X��� � �X)2+mnXi ( �Xi� � �X)2 + knXj ( �X�j � �X)2+ nXi Xj ( �Xij � �Xi� � �X�j + �X)2;
d.v.s. vi har fået opspaltet den totale variation i én komponent, der skyldes "fejl" (den
såkaldte residualvariation), plus én, der skyldes de gentagne forsøg plus én, der skyldes
A-effekten, plus én, der skyldes B-effekten, plus én, der skyldes vekselvirkningen
mellem faktorerne A og B.

Antallet af frihedsgrader i ovenstående led erkmn�1 = (km�1)(n�1)+(n�1)+(k�1)+(m�1)+(k�1)(m�1):
Det følger af spaltningssætningen,at kvadratafvigelsessummerne er indbyrdes uafhæn-
gige og�2�2(fi)-fordelte, hvorfi’erne er de ovenfor anførte frihedsgrader, hvis de
pågældende effekter er lig 0.

Heraf fås let variansanalyseskemaet

Variation SAK f Test

Gentagelse

af forsøg
SAKG = kmP� ( �X��� � �X)2 n � 1 S2G=S2R

Hoved-

effek-

ter

AB SAKA=mnPi ( �Xi� � �X)2SAKB=knPj ( �X�j � �X)2 k � 1m� 1 S2A=S2RS2B=S2R
Veksel-

virk-

ning

AB SAKAB=nPiPj ( �Xij � �Xi�� �X�j + �X)2 (k � 1)�(m � 1) S2AB=S2R
Residual

SAKR=PiPjP� (Xij� � �Xij� �X��� + �X)2 (km � 1)�(n� 1) S2R
Total SAK0 =PiPjP� (Xij� � �X)2 kmn� 1



448 KAPITEL 5. VARIANS - OG REGRESSIONSANALYSER

De kritiskeområder er som sædvanlig store værdier af teststørrelserne, der er F-fordelte
med de anførte frihedsgrader, såfremt de tilsvarende effekter er lig 0. Eksempelvis er
det kritiske område for test afH0 : 8i; j(�ij = 0) mod H1 : 9i; j(�ij 6= 0)
på niveau� givet vedC =n(x111; � � � ; xkmn)j s2ABs2R >F�(k � 1)(m � 1); (km� 1)(n� 1)�1��o ;
hvor S2AB = 1(k � 1)(m� 1)SAKAB
og S2R = 1(km � 1)(n� 1)SAKR:
Vi anfører nogle beregningsformler:SAK0 = Xi Xj X� X2ij� � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2SAKG = 1kmX� (Xi Xj Xij�)2 � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2SAKA = 1mnXi (Xj X� Xij�)2 � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2SAKB = 1knXj (Xi X� Xij�)2 � 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2SAKAB = 1nXi Xj (X� Xij�)2 � 1mnXi (Xj X� Xij�)2� 1knXj (Xi X� Xij�)2 + 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2SAKR = Xi Xj X� X2ij� � 1kmX� (Xi Xj Xij�)2� 1nXi Xj (X� Xij�)2 + 1kmn (Xi Xj X� Xij�)2:
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I det aktuelle tilfælde fås:1kmn (Xij� xij�)2 = 108:6218 = 655:22sak0 = 3:52+ � � �+ 7:32 � 655:22 = 149:38sakG = 12 � 3(36:42 + 34:52 + 37:72)� 655:22 = 0:86sakA = 12 � 3(16:12 + 38:12 + 54:42)� 655:22 = 123:14sakB = 13 � 3(63:12 + 45:52)� 655:22 = 17:21sakAB = 13(9:22 + � � �+ 22:02) � 16(16:12 + 38:12 + 54:42)� 19(63:12 + 45:52) + 655:22 = 5:70sakR = (3:52 + � � �+ 7:32)� 16(36:42+ 34:52+ 37:72)� 13(9:22 + � � �+ 22:02) + 655:22 = 2:47:
Vi har derfor variansanalyseskemaet

Variation SAK f S2 Test

Gentagelser 0:86 2 0:43 1:72
Hovedeffekter

AB 123:1417:21 21 61:5717:21 246:068:8
Vekselvirkning AB 5:70 2 2:85 11:4
Residual 2:47 10 0:25
Total 149:38 17

Hvis vi tester på et1% signifikansniveau, ses, at den eneste effekt, som vi kan antage
er 0, er gentagelseseffekten�� . Man kan altså konkludere, at forsøgsbetingelserne har
været ensartede fra forsøg til forsøg.

Ønsker man nu at bestemme optimale produktionsbetingelserfindes disse ved at op-
skrive estimaterne for� + �i + �j + �ij og se, hvilken (i; j) kombination, der giver
det bedste resultat. Det ses fra data, at det er kombinationen (A=12, B=80), som giver
størst reflektivitet i gennemsnit.

Denne metode udbygges let til at gælde flere faktorer. Det er dog almindeligt at be-
grænse sig til f.eks. 2 eller 3 niveauer. Dette vil vi dog ikkekomme ind på her. En
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række eksempler på anvendelsen af faktorforsøg findes i [15].
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5.2 Regressionsanalyser

5.2.1 Regressionsanalyse med 1 uafhængig variabel

Man er ofte i den situation, at man måler udfaldet af et eksperiment med et stokastisk
udfald til forskellige tidert1; � � � ; tk; eller man kan måle egenskaber hos et produkt ved
forskellige temperaturert1; � � � ; tk eller ved forskellige koncentrationert1; � � � ; tk.
Man vil da få et diagram som f.eks.

t1 t2 t3 t4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t

Ud
fa

ld

hvor der altså foreligger 2 målinger fort = t1; � � � ; 4 målinger til tidtk. Idet vi reg-
ner med, at alle observationer til tidti har samme middelværdi�i, vil man ofte være
interesseret i at undersøge en antagelse om, at�i = a+ bti; i = 1; � � � ; k; (5.6)

d.v.s. undersøge, om målingerne grupperer sig omkring en ret linie og i givet fald at
estimere denne linie.

Estimationsproblemet kan løses ved hjælp af mindste kvadraters metode uden nogen
anden antagelse om observationernes fordeling end (5.6):E(Xij) = a + bti. For at finde mindste kvadraters estimatoren skal vi minimaliseref(a; b) =Xi Xj (Xij � a� bti)2;
hvorXij naturligvis er denj’te observation tilt = ti (j = 1; � � � ; ni). Vi finder de
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partielle afledede og sætter dem lig 0.@f(a; b)@a = �2Xi Xj (Xij � a� bti) = 0;
d.v.s.N �X � Na� bN�t = 0
eller a = �X � b�t;
hvor N = kXi=1 niXj=1 1 = kXi=1 ni�X = 1N Xi Xj Xij�t = 1N kXi=1 niti:
Tilsvarende@f(a; b)@b = �2Xi Xj (tiXij � tia� bt2i ) = 0
d.v.s.Xi Xj tiXij � Na�t� bXi nit2i = 0;
eller, idet vi indsætter den fora fundne værdiXi Xj tiXij � N �X�t +Nb�t2 � bXi nit2i = 0
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d.v.s. b = PiPj tiXij � N �X�tPi nit2i � N�t2 = PiPj (Xij � �X)(ti � �t)Pi ni(ti � �t)2 = SAPxtSAKt :
Det midterste lighedstegn fremgår afXi Xj (Xij � �X)(ti � �t) =Xi Xj Xijti �N �X�t:
Kaldes løsningen forb nu b̂, fås altså�̂ = �X � b̂�t+ b̂ti = �X + b̂(ti � �t):
Vi reparametriserer nu, og sættera = �� ��t og b = �, hvorved modellen (5.6) bliver�i = �+ �(ti � �t); i = 1; � � � ; k; (5.7)

Dette giver os estimatorerne�̂ = �X�̂ = SAPxtSAKt :
Vi samler disse overvejelser i

SÆTNING 5.9.Lad der være givet stokastiske variableXij; i = 1; � � � ; k j = 1; � � � ; ni;
således atE(Xij) = �i tilfredsstiller (5.7) for alle(i; j). Da er mindste kvadraters
estimatorerne for� og� lig�̂ = �X = 1N Xi Xj Xij�̂ = SAPxtSAKt = PP(Xij � �X)(ti � �t)Pni(ti � �t)2 :



454 KAPITEL 5. VARIANS - OG REGRESSIONSANALYSER

Hvis de stokastiske variable er uafhængige og normalt fordelte med samme varians,
er disse estimatorer ligeledes maximum likelihood estimatorer, og de er stokastisk
uafhængige og normalt fordelte�̂ 2 N(�; �2N )�̂ 2 N(�; �2SAKt ):
Bevis.Sætningens første del er en umiddelbar følge af de tidligereovervejelser. Ud-
sagnet om maximum likelihood estimatorer følger direkte afsætning 2.11, p. 253.
Uafhængigheden følger af Sætning 1.77, side 195. �
BEMÆRKNING 5.5.Vi ser, at disse skøn svarer til, at man vælger den linie� = � +�(t��t), for hvilken summen af kvadraterne på de lodrette afstande fra observationerne
til linien er mindst mulig. H
BEMÆRKNING 5.6.Linien � = �x + �̂(t � �t) går åbenbart gennem tyngdepunktet(�t; �x) for alle punkterne. Hældningen for linien gennem(ti; xij) og (�t; �x) erxij � �xti � �t :
Det vejede gennemsnit af disse hældninger med vægtene(ti � �t)2 er1PiPj (ti � �t)2 Xi Xj (xij � �x)(ti � �t) = sapxtsakt = �̂:
Den estimerederegressionslinie�̂(t) = �x + �̂(t � �t) går altså gennem observation-
ernes tyngdepunkt og har en hældningskoefficient, som er et vejet gennemsnit af hæld-
ningskoefficienterne for de linier, der går gennem tyngdepunktet og de enkelte obser-
vationer. H
Hvis vi ønsker at teste, om der foreligger en sådan lineær sammenhæng, må vi gøre de i
sætningen anførte forudsætninger om observationernes fordeling, d.v.s. vi forudsætter,
at de stokastiske variableXij; i = 1; � � � ; k; j = 1; � � � ; ni
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1. er uafhængige

2. er normalt fordelte

3. har samme varians

4. har middelværdierE(Xij) = �i.
Her angiver 4., at vi forudsætter, at der er homogenitet inden for grupper.

Under disse forudsætninger kan vi teste lineariteten ved envariansanalyseteknik, idet
vi kan spalte den totale variation som følger.Xi Xj (Xij � �X)2 =Xi Xj (Xij � �Xi)2+Xi ni� �Xi � �X � �̂(ti � �t)�2+Xi ni� �X + �̂(ti � �t) � �X�2=Xi Xj (Xij � �Xi)2 +Xi ni� �Xi � �X � �̂(ti � �t)�2+ �̂2Xi ni(ti � t̂)2:
Her angiver �Xi naturligvis gennemsnittet i deni’te gruppe, i.e.�Xi = 1ni niXj=1Xij:
Vi har altså fået spaltet den totale variation i et bidrag, der skyldes observationernes
afvigelse fra gruppemiddeltallet, plus et bidrag, der skyldes middeltallenes afvigelse fra
regressionslinien, plus et bidrag, der skyldes regressionsliniens variation (d.v.s. hæld-
ningskoefficientens afvigelse fra 0). Frihedsgraderne forovenstående kvadratafvigelses-
summer ses at væreN � 1 =X(ni � 1) + k � 2 + 1 = N � k + k � 2 + 1:
Heraf følger, at kvadratafvigelsessummerne er indbyrdes uafhængige og�2�2(fi)-fordelte, såfremt hypoteserne�i = � + �(ti � �t) og � = 0 er opfyldte
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(Sætning 1.77, side 195). Dette udnyttes på sædvanlig vis til at konstruere tests for
disse hypoteser.

Resultaterne samles i et variansanalyseskema:

Variation SAK f Test
Regressi-
onslinien
(d.v.s.�)

SAK3 = �̂2 kPi=1ni(ti � �t)2 1 SAK3SAK02=f02
Omkring
regressi-
onslinien

SAK2 = kPi=1ni� �Xi � �X � �̂(ti � �t)�2 k � 2 SAK2=f2SAK1=f1
Inden for
grupper

SAK1 = kPi=1 niPj=1(Xij � �Xi)2 N � k
Total SAK0 = kPi=1 niPj=1(Xij � �X)2 N � 1

Her erSAK02 = SAK1 + SAK2f02 = f1 + f2 = N � 2;
jfr. p. 436

Ved test på niveau� er det kritiske område for hypotesenH01 : �i = �+ �(ti � �t)C1 = �(x11; � � � ; xknk)j sak2=f2sak1=f1 > F(k � 2; N � k)1��� :
Hvis denne hypotese accepteres, kan vi testeH02 : � = 0. Det kritiske område ved test
på niveau� er for denne hypoteseC2 = �(x11; � � � ; xknk)j sak3sak02=f02 > F(1; N � 2)1��� :
Hvis n1 = � � � = nk = 1, bliver SAK1 = 0, og vi kan da ikke testeH01. Hvis vi
imidlertid forudsætter, atH01 er gyldig, kan vi testeH02 på sædvanlig vis.

Hvis ingen af hypoteserne accepteres, anvender viSAK1=f1 som skøn over�2. Ac-
cepteresH01, anvendesSAK02=f02, og accepteres endeligH02, anvendesSAK0=f0.
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Det er naturligvis også muligt at teste andre værdier for� end 0 og at teste værdier
for �. Af spaltningssætningen (Sætning 1.77, side 195) følger nemlig endvidere, at
skønnene over� og� er uafhængige afSAK02. DaSAK02 2 �2�2(N � 2), kan vi på
sædvanlig vis dannet-teststørrelser. Vi giver nogle værdifulde resultater i

SÆTNING 5.10.Under de i sætning 5.9 anførte forudsætninger med tilføjelsenE(Xij) = �i = �+ �(ti � �t)
gælder�̂� �S02=pN 2 t(N � 2)�̂ � �S02q 1SAKt 2 t(N � 2)�̂+ �̂(t� �t)� �� �(t � �t)S02q 1N + (t��t)2SAKt 2 t(N � 2)
Her erS202 = 1N � 2SAK02 = 1N � 2(SAK1 + SAK2)
Bevis.Forbigås. �
BEMÆRKNING 5.7.Såfremt man ønsker at teste for en bestemt værdi af f.eks. hæld-
ningskoefficienten� = �0 skal man altså benytte teststørrelsenZ = �̂ � �0S02q 1SAKt ;
som skal sammenlignes med ent(N � 2)-fordeling, jfr. sætning 5.10.

Ønskes f.eks. et tosidet test på niveau� vil det kritiske område være givet vedC = �zjz < t(N � 2)�=2 _ z > t(N � 2)1��=2	
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Såfremt man ønsker et ensidet test på niveau� skal teststørrelsenZ sammenlignes med�- eller 1 � �-fraktilen i ent(N � 2)-fordeling – afhængig af om testet skal forkaste
for små eller store værdier afZ.

Ønsker man at teste, om regressionslinien givet ved (�; �) går gennem et bestemt
punkt,y = �+ �(t � �t), benyttes den sidste af de tre teststørrelser.

Fremgangsmåden er dybest set analog til testene i sætning 5.10. Følgelig er det kritiske
område identisk for de nævnte tre tests. H
Af hensyn til beregningerne anføresSt = kPi=1nitiSKt = kPi=1nit2iSAKt = SKt � 1N S2t S �X = kPi=1 niPj=1XijSK �X = kPi=1 1ni  niPj=1Xij!2SAK �X = SK �X � 1N S2�XSP = kPi=1 ti niPj=1Xij!SAP = SP� 1N S �XSt
Med disse betegnelser bliver�̂ = 1N S �X og �̂ = SAPSAKtSAK1 = Xi Xj (Xij � �Xi)2 =Xi Xj X2ij � SK �XSAK2 = Xi ni� �Xi � �X � �̂(ti � �t)�2 = SAK �X � SAP2SAKtSAK3 = �̂2Xi ni(ti � �t)2 = SAP2SAKtSAK0 = Xi Xj (Xij � �X)2 =Xi Xj X2ij � 1N S2�X
Man ser, at alle de størrelser, der alene vedrørerX ’er kan aflæses af det regneskema,
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der er givet for den ensidede variansanalyse p. 418, hvorforman starter med dette. Vi
illustrerer nu regressionsanalyseteknikken ved hjælp af nogle eksempler

EKSEMPEL 5.6.Efter en periode med megen nedbør ønsker man at få belyst, om van-
dets hastighed i en bestemt elv varierer fra dag til dag. Man har derfor hver dag i
10 dage på samme sted foretaget tre uafhængige målinger af vandets hastighed. Re-
sultatet af målingerne er samlet i tabellen nedenfor. Hastigheden er angivet i meter pr.
sekund.

Dag 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hastig- 9.55 7.74 7.66 10.88 10.29 10.32 9.12 11.15 11.53 11.03
heder 9.06 10.07 10.01 9.57 11.97 8.60 10.70 9.95 11.25 11.33

9.73 8.59 11.36 10.88 8.59 12.79 8.92 11.20 11.94 11.65

For at få et overblik over disse data, afbilder vi dem i et koordinatsystem med vand-
hastigheden som funktion af tiden
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Den fuldt optrukne linie forbinder gennemsnitshastigheden de 10 dage. Der synes at
være en lineær stigning i vandhastigheden. Det må a priori anses for ret sandsynligt,
at vandhastigheden vil stige med tiden efter perioden med stærk nedbør (inden for et
passende tidsinterval), og vi vil nu ved hjælp af en regressionsanalysemodel undersøge,
om denne stigning kan beskrives ved en ret linie.

Vi forudsætter derfor, at de målte observationer kan opfattes som realiserede udfald af
uafhængige, normalt fordelte stokastiske variableXij, i = 1; � � � ; 10, j = 1; � � � ; 3,
der har samme varians�2, og middelværdierE(Xij) = �i.
Vi vil nu testeH01 : �i = �+ �(ti � �t)
mod alle alternativer. Her erti = i, dvs. lig antallet af dage, der er gået fra forsøget
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startede. Hvis denne hypotese accepteres, vil vi undersøge, om linien kan antages at
være parallel med abscisseaksen, i.e. testeH02 : � = 0 mod H12 : � 6= 0:
Vi anfører nu det regneskema, der svarer til den ensidede variansanalyse:i = ti Observationer� 10 ni Si SKi S2i =ni SAK1i fi1 �0:45 �0:94 �0:27 3 �1:66 1:1590 0:91853 0:24047 22 �2:26 0:07 �1:41 3 �3:60 7:1006 4:32000 2:78060 23 �2:34 0:01 1:36 3 �0:97 7:3253 0:31363 7:01167 24 0:88 �0:43 0:88 3 1:33 1:7337 0:58963 1:14407 25 0:29 1:97 �1:41 3 0:85 5:9531 0:24083 5:71227 26 0:32 �1:40 2:79 3 1:71 9:8465 0:97470 8:87180 27 �0:78 0:70 �1:08 3 �1:16 2:2648 0:44853 1:81627 28 1:15 �0:05 1:20 3 2:30 2:7650 1:76300 1:00200 29 1:53 1:25 1:94 3 4:72 7:6670 7:42610 0:24090 210 1:03 1:33 1:65 3 4:01 5:5523 5:36003 0:19227 2

Total 30 7:53 51:3673 22:35498 29:01232 20
Dernæst beregnes de p. 458 anførte størrelser.st = Pniti = 3P i = 165skt = Pnit2i = 3P i2 = 1155sakt = skt � s2t=N = 247:5s�x = P si = 7:53sk�x = P s2i =ni = 22:35498sak�x = sk�x � s2�x=N = 20:46495sp = P tisi = 100:92sap = sp � s�xst=N = 59:505�̂ = s�x=N = 0:251�̂ = sap=sakt = 0:2404
Ved hjælp af disse størrelser er det ikke vanskeligt at beregne kvadratafvigelsessum-
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merne i variansanalyseskemaet p. 456.sak1 = PiPj (xij � �xi)2 = Pi sak1i = 29:01232sak2 = Pi ni(�xi � �x� �̂(ti � �t))2 = sak�x � sap2sakt = 6:15851sak3 = �̂2Pi ni(ti � t)2 = sap2sakt = 14:30644sak0 = PiPj (xij � �x)2 = Pi ski � (Pi si)2=N = 49:47727s202 = (sak1 + sak2)=(N � 2) = 1:256
Vi samler disse resultater i variansanalyseskemaet.

Variation SAK f S2 Test
Regressionslinien 14.30644 1 14.30644 11.4
Om regressionslinie 6.15851 8 0.7698 0.53
Inden for dage 29.01232 20 1.4506
Total 49.47727 29

De kritiske værdier erF(8; 20)0:95 = 2:45 og F(1; 28)0:95 = 4:20. Nu er 0:53 <F(8; 20)0:50 og 11:4 > F(1; 28)0:995, hvorfor vi vil acceptere hypotesen om linearitet
på alle niveauer mindre end 50% og forkaste hypotesen om, at hældningen af regres-
sionslinien er 0 på alle niveauer større end 0.5%.

Vi vil derfor konkludere, at middelvandhastigheden kan beskrives ved den affine funk-
tion (rette linie)�̂(t) = 0:251 + 0:2404(t� 5:5) + 10= 8:93 + 0:2404t
Vi indtegner denne linie i den tidligere figur og får
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Til slut nævner vi, at vi selvfølgelig også kunne have forsøgt at løse spørgsmålet ved
at anvende en ensidet variansanalysemodel, d.v.s. ved at undersøge, om middelvand-
standene kan antages at være ens de 10 dage. Vi får da variansanalyseskemaet

Variation SAK f S2 Test
Mellem dage 20.46495 9 2.2739 1.57
Inden for dage 29.01232 20 1.4506
Total 49.47727 29

Den kritiske værdi erF(9; 20)0:95 = 2:30. Da faktisk1:57 < F(9; 20)0:90, vil vi
acceptere hypotesen om fuldstændig homogenitet på alle niveauer mindre end 10%.
Nu svarer hypotesen om fuldstændig homogenitet jo åbenbarttil hypotesen� = 0 i
regressionsanalysen, og denne fik vi jo forkastet.

Forklaringen på denne tilsyneladende modstrid er følgende. Variationen mellem dage
er lig summen af variationen omkring regressionslinien og regressionsliniens variation.
Nu er variationen om regressionslinien meget lille i forhold til antallet af frihedsgrader
og regressionsliniens variation meget stor, således at vi får en overbevisende accept
af hypotesen om linearitet og en endnu mere overbevisende forkastelse af hypotesen
om hældningen 0. Da denne sidste teststørrelse kun har 1 frihedsgrad, får den ikke så
stor vægt ved gennemsnitsdannelsen, således at variansanalysehypotesen accepteres.
Grunden til uoverensstemmelsen er altså, at vi i variansanalysen ikke skelner mellem de
enkelte dages variation omkring regressionslinien og regressionsliniens egen variation
(hældning). �
EKSEMPEL 5.7. I nedenstående tabel er der opført fejlvisningen for et kvartsur bereg-
net ud fra passageobservationer foretaget fra 3 til 49 dage efter, at uret var blevet jus-
teret.

Antal dage Fejlvisning Antal dage Fejlvisning
efter justering i sek. efter justering i sek.

3 0.435 23 2.122
6 0.706 24 2.181
7 0.729 33 2.938
9 0.975 35 3.135

11 1.063 39 3.419
12 1.228 41 3.724
14 1.342 42 3.705
16 1.491 44 3.820
18 1.671 45 3.945
19 1.696 49 4.320

Vi vil nu vurdere den foretagne justering. Vi afbilder førstovenstående data i et koor-
dinatsystem.
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Ved justeringen kan man tænke sig 2 primære fejlkilder. Delskan nulstillingen være
forkert, og dels kan hastighedsjusteringen være forkert således, at fejlvisningen øges
med et konstant bidrag hver dag. Hvis der ikke er andre fejlkilder, har vi derfor, at
middelfejlvisningen deni’te dag er�(ti) = �+ �(ti � �t): (5.8)

Vi kan nu undersøge, omnulpunktsindstillingen har været korrekt ved at under-
søge, om linien (5.8) går gennem(0; 0). Hvis hastighedsjusteringen har været i
orden, vil � = 0 i (5.8).

Vi er interesserede i at teste disse hypoteser ved hjælp af enlineær regressionsanalyse-
model. Vi ser, at der kun foreligger etXi til hvert tidspunkt. Vi kan derfor ikke teste
hypotesen om linearitet, men må forudsætte den. Et blik på figuren p. 462 viser, at lin-
earitetshypotesen ser rimelig ud. Vi forudsætter endvidere, at aflæsningsnøjagtigheden
er konstant, så vi kan antage, at de stokastiske variable harsamme varians.

Af figuren fremgår i øvrigt, at der ikke er meget håb om at få accepteret en hypotese� = 0. Vi anfører dog alligevel den fuldstændige analyse.

Vi har N = k = 20 observationer. De nødvendige summer, kvadratsummer og pro-
duktsummer fremgår af nedenstående skema.t xs 490 44:645sk 16324 130:322683s2=k 12005 99:658801sak 4319 30:663882spxt 1457:543sxst=k 1093:803sap 363:740
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Ved hjælp af disse størrelser finder vi estimaterne�̂ = 1k�xi = sx=k = 2:2323�̂ = �(xi��x)(ti��t)�(ti��t)2 = sapsakt = 0:08422
Endvidere finder vi kvadratsummernesak2 = Pi �xi � �x� �̂(ti � �t)�2 = sakx � sap2sakt = 0:030220sak3 = �̂2Pi (ti � t̂)2 = sap2sakt = 30:633662sak0 = sakx = 30:663882
Vi får herved variansanalyseskemaet

Variation SAK f Test
Regressionslinien 30.633662 1 18246
Omkring regressionslinien 0.030220 18
Total 30.663882 19

Da F(1; 18)0:999 = 15:38, ser vi, at vi forkaster hypotesen om hældningen� = 0
endog særdeles kraftigt.

At undersøge, om linien�(t) = �+ �(t� �t) går gennem(0; 0) svarer til at undersøge,
om�� ��t = 0. Vi vil derfor nu testeH00 : �� ��t = 0 mod H 01 : �� ��t 6= 0:
Ifølge sætningen p. 457 erT = �̂� �̂�tq 1k�2SAK2q 1N + �t2SAKt 2 t(k � 2)
underH 00 (bemærk, atk = N ). Dette giver mulighed for at danne et sædvanligt t-test.
Vi får, at den observerede værdi afT ert = 2:2323� 0:08422 � 24:5q 1180:030220q 120 + 600:254319 = 9:48:
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Det kritiske område ved test på niveau� afH 00 modH 01 erC0 = �(x1; � � � ; x20)jt < t(18)�=2 _ t > t(18)1��=2	;
Ved test på 5% signifikansniveau er de kritiske værdiert(18)0:95 og�t(18)0:95, i.e.
-1.73 og 1.73 henholdsvis. Da9:48 > t(18)0:9995 = 3:922, vil vi forkasteH 00 på alle
niveauer større end0:1%.

Sammenfattende kan det derfor siges, at såvel justering af hastighed som af nulstilling
har været unøjagtige. Estimatet for fejlvisningenti dage efter justeringen er (målt i
sekunder)�̂(ti) = 2:2323 + 0:08422(ti� 24:5)= 0:1689 + 0:08422ti: �
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5.2.2 Sammenligning af 2 regressionslinier

Vi antager, at vi har givet 2 empiriske regressionslinier, og vi vil undersøge, om de
tilsvarende teoretiske linier

1. kan antages at være parallelle

2. kan antages at være ens.

Der er altså givet uafhængige, normalt fordelte stokastiske variableXij; i = 1; � � � ; k; j = 1; � � � ; ni;
svarende til værdiernet1; � � � ; tk, og givet uafhængige, normalt fordelte stokastiske
variableYij; i = 1; � � � ; h; j = 1; � � � ;mi;
svarende tilv1; � � � ; vh. Vi forudsætter, at

1.
E(Xij) = �x + �x(ti � �t) 8i; jE(Yij) = �y + �y(vi � �v) 8i; j (5.9)

2.
V(Xij) = �2 8i; jV(Yij) = �2 8i; j: (5.10)

Idet vi sætterN = �ni ogM = �mi, har vi ifølge forrige afsnit estimatorerne�̂x = 1N PiPj Xij = �X 2 N(�x; �2N )�̂y = 1M PiPj Yij = �Y 2 N(�y; �2M )�̂x = PP(Xij� �X)(ti��t)Pni(ti��t)2 = SAPxtSAKt 2 N(�x; �2SAKt )�̂y = PP(Yij��Y )(vi��v)Pni(vi��v)2 = SAPyvSAKv 2 N(�y; �2SAKv )
Vi har 2 skøn over�2, nemligS2x = 1N � 2SAKx02 2 �2�2(N � 2)=(N � 2)S2y = 1M � 2SAKy02 2 �2�2(M � 2)=(M � 2):
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Disse samles til et fælles skøn (eventuelt testes�2x = �2y først):S2 = (N � 2)S2x + (M � 2)S2yN +M � 4 2 �2�2(N +M � 4)=(N +M � 4):
Ifølge bemærkningerne p. 463 er disse skøn endvidere stokastisk uafhængige, således
at vi på sædvanlig vis kan dannet-teststørrelser.

Vi er først interesserede i at undersøge hypotesenH01 : �x = �y mod H11 : �x 6= �y:
Ifølge de ovenstående betragtninger er�̂x � �̂y 2 N��x � �y; �2� 1SAKt + 1SAKv��;
således atZ1 = �̂x � �̂ySq 1SAKt + 1SAKv 2 t(M + N � 4)
underH01. Vi kan derfor danne et test på niveau� ved at anvende det kritiske områdeC1 =�(x11; � � � ; yhmh )jz1 < t(M +N � 4)�=2_ z1 > t(M +N � 4)1��=2	 :
Hvis H01 accepteres antages, at�̂x og �̂y er estimatorer for den samme (ukendte)
hældningskoefficient� = �x = �y.

Vi kan derfor danne et bedre skøn over� (i.e. et skøn med mindre varians), nemlig�̂ = SAKt�̂x + SAKv�̂ySAKt + SAKv = SAPxt + SAPyvSAKt + SAKv :
Vi bemærker, at̂� er et vejet gennemsnit af̂�x og �̂y med de reciprokke varianser som
vægte. Det ses, at�̂ 2 N��; �2SAKt + SAKv� :
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Hvis vi har fået accepteretH01, vil vi dernæst interessere os for hypotesenH02 : de to linier er identiske

mod alternativet, at de er forskellige.

(t,     )αx

(v)

(v,    )αy

µx(t)

yµ

Da linierne har samme hældning, er de ens, hvis deres konstantled er lig hinanden, i.e.
såfremt�x � ��t = �y � ��v
eller � = �x � �y�t � �v :
Dette udtrykker blot, at linierne er ens, hvis den linie`, der forbinder tyngdepunkterne(�t; �x) og (�v; �y) har samme hældning� som de oprindelige linier, jfr. vedstående
figur. Som skøn over� = (�x � �y)=(�t � �v) kan derfor anvendes~� = �X � �Y�t� �v ;
og man finder, at~� 2 N��; �2(�t� �v)2� 1N + 1M ��
underH02. Af Sætning 1.77, side 195, følger, at�̂ og ~� er stokastisk uafhængige og
uafhængig afS2. Derfor er~� � �̂ 2 N�0; �2� 1(�t� �v)2� 1N + 1M �+ 1SAKt + SAKv��
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og Z2 = (~� � �̂)= S � 1(�t � �v)2� 1N + 1M �+ 1SAKt + SAKv � 12!2 t(N +M � 4)
underH02. Som kritisk område for et test på niveau� kan vi derfor anvendeC2 =�(x11; � � � ; yhmh )jz2 < t(M +N � 4)�=2_ z2 > t(M +N � 4)1��=2	 :
Vi bemærker, at den anvendte teknik kan udvides til at omfatte sammenligning afm
regressionslinier. I litteraturen omtales sådanne analyser ofte somkovariansanalyser.

Det skal sluttelig anføres, at hvis vi forkaster et test for�2x = �2y, kan problemet ikke
løses eksakt. Man kan finde en approksimativ løsning, men dette skal vi ikke komme
ind på her. Vi henviser blot til [25, p. 573].

Vi anfører nu et illustrativt

EKSEMPEL 5.8.På et laboratorium ønsker man at sammenligne et giftstof meden
kendt standard for at få et indtryk af det ukendte giftstofs styrke. Man anvender føl-
gende fremgangsmåde. Man fortynder giftstofferne med vand, så man opnår forskel-
lige (relative) koncentrationer. Derefter indsprøjter man giftstofferne i laboratoriemus
og noterer, hvor længe musene lever efter indsprøjtningen.

Ved undersøgelsen fik man følgende sammenhæng mellem (10-tals-) logaritmen til
overlevelsestiden i minutter og logaritmen til 10 gange denrelative koncentration. (Er-
faringen har vist, at det er hensigtsmæssigt at logaritmeremåleresultaterne. Det sikrer,
at forudsætningerne for en lineær regressionsanalyse (tilnærmelsvis) er til stede).log10 (10�relativ log10 (overlevelsestid)

koncentration) Standard Ukendt prøve
0.20 2.12 2.72
0.40 1.80 2.24
0.60 1.16 1.92
0.80 0.80 1.44
1.00 0.20 0.72

Vi indtegner disse data i et koordinatsystem og får følgendefigur
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Det ser ud til, at vi kan antage linearitetshypotesen for begge analyser. Vi udfører der-
for en lineær regressionsanalyse med henblik på en senere sammenligning af regres-
sionslinierne. Vi forudsætter nu - og erfaringen fra lignende forsøg underbygger dette
- at ovenstående observationer kan opfattes som realisationer af uafhængige normalt
fordelte stokastiske variable, der tilfredsstiller linearitetsforudsætningerne (5.9).

Vi anfører beregningerne i følgende skemat = v y x
Værdier

0:200:400:600:801:00 2:121:801:160:880:20 2:722:241:921:440:72s 3:00 6:16 9:04sk 2:20 9:8944 18:6944sp 2:744 4:464sak 0:40 2:3053 2:3501sap �0:952 �0:960
Ved hjælp af disse værdier finder visak2x = 2:3501� 0:96020:40 = 0:0461sak2y = 2:3053� 0:95220:40 = 0:0395;
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og vi får da let følgende estimatorer�̂x = 9:045 = 1:808�̂x = �0:9600:40 = �2:400�̂2x = 0:04615�2 = 0:0154�̂y = 6:165 = 1:232�̂y = �0:9520:40 = �2:380�̂2y = 0:03955�2 = 0:0132:
Vi undersøger nu, om det kan antages, at�2x = �2y. DaF(3; 3)0:50 < �̂2x�̂2y = 1:16 < F(3; 3)0:70;
vil vi acceptere hypotesen�2x = �2y på alle niveauer mindre end30%, hvorfor vi vil
arbejde med denne antagelse i det følgende. Som et forbedretskøn over�2 har vi das2 = 16(3�̂2x + 3�̂2y) = 0:014266 = 0:1192:
Vi vil nu undersøge, om hældningerne kan antages at være ens.Den observerede værdi
af teststørrelsen erz1 = �̂x � �̂ysq 1sakt + 1sakt = �2:40 + 2:380:119q 20:40 ' �0:075:
Da �0:265 = t(6)0:40 < z1 < t(6)0:50 = 0;
vil vi acceptere antagelsen om, at linierne har samme hældning på alle niveauer mindre
end80%. Som skøn over den fælles hældning har vi�̂ = �0:960� 0:9520:40 + 0:40 = �2:39:
Vi skal nu undersøge, om linierne kan antages at være ens. Da�t = �v (idetti = vi 8i),
kan vi ikke anvende den p. 468 beskrevne procedure. Vi har imidlertid, at�x � ��t = �y � ��t , �x = �y:
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Da �̂x 2 N��x; �2N � ;�̂y 2 N��y; �2N � ;
og S2 2 �2�2(2N � 4)=(2N � 4);
er stokastisk uafhængige (jfr. p. 457), er�̂x � �̂ySq 1N + 1N 2 t(6);
under antagelsen�x = �y. Da�̂x � �̂ysq15 + 15 = 1:808� 1:2320:119q25 ' 10:8 > t(6)0:9995;
vil vi forkaste hypotesen�x = �y. Vi må altså konkludere, at de 2 regressionslin-
ier er parallelle, men forskellige. I nedenstående figur harvi indtegnet de parallelle
regressionslinier.
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Vi vil nu opsummere de resultater, vi har fundet. Idet vi sætter logaritmen til over-
levelsestiden i minutter ligX for det ukendte giftstof og ligY for den kendte standard
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og logaritmen til 10 gange den relative koncentration ligt, har vi fundetE(Xt) ' �̂x(t) = �̂x � �̂(t� �t) = 1:808� 2:39(t� 0:6)E(Yt) ' �̂y(t) = �̂y � �̂(t� �t) = 1:232� 2:39(t� 0:6):
Løser vi nu ligningenc = �̂x(t1) = �̂y(t2);
fås �̂x � �̂(t1 � �t) = �̂y � �̂(t2 � �t)
eller t1 � t2 = �̂x � �̂y�̂ = 0:5762:39 = 0:241:
Vi har altså fået, at giftene har samme styrke (d.v.s. samme overlevelsestid for musene),
hvis forskellen mellemlog10 (10 gange koncentrationerne) er (konstant lig)0:241.
Dette svarer til, at den ukendte gift skal anvendes i en koncentration, der er100:241 = 1:74
gange større end standarden for at have samme virkning som denne. Vi kan også sige,
at den ukendte gift har den relative styrke1=1:74 = 0:57.

Til sidst bemærker vi, at parallelliteten af regressionslinierne er en forudsætning for, at
man kan tale om den relative styrke. Hvis regressionslinierne ikke er parallelle, er de
2 giftstoffer ikke direkte sammenlignelige. �
Hermed slutter vi behandlingen af problemet med sammenligning af regressionslinier
og går over til at betragte
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5.2.3 Regressionsanalyse med 2 uafhængige variable

I regressionsanalysen benævnes størrelsernet1; � � � ; tk deuafhængige variable(hvor
forveksling med begrebet uafhængige stokastiske variablenaturligvis er udelukket). I
dette afsnit vil vi generalisere modellen fra afsnit 5.2.1 med 1 observation for hvert-værdi til følgende.

Der er givet stokastiske variableXi; i = 1; � � � ; k
svarende til de 2 "uafhængige" variableti1 og ti2, i.e.tij; i = 1; � � � ; k; j = 1; 2:
Vi antager, atXi’erne

1. er stokastisk uafhængige

2. er normalt fordelte

3. har samme varians�2.
Endvidere forudsætter vi, at der er givet nogle størrelser�, �1 og �2 således, at mid-
delværdien af de stokastiske variableXi erE(Xi) = �i = �+ �1(ti1 � �t1) + �2(ti2 � �t2); (5.11)

hvor �tj = 1k kXi=1 tij j = 1; 2:
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Sætter viSAKtj = kXi=1(tij � �tj)2 = kXi=1 t2ij � 1k ( kXi=1 tij)2 j = 1; 2SAPt1t2 = kXi=1(ti1 � �t1)(ti2 � �t2)= kXi=1 ti1ti2 � 1k ( kXi=1 ti1)( kXi=1 ti2)SAPtjx = kXi=1(tij � �tj)(Xi � �X)= kXi=1 tijXi � 1k ( kXi=1 tij)( kXi=1Xi); j = 1; 2;
har vi følgende analog til sætning 5.9.

SÆTNING 5.11.Maximum likelihoodestimatorerne for parametrene i relationen (5.11)
er givet ved�̂ = �X = 1k kXi=1Xi
samt ligningssystemet�̂1SAKt1 + �̂2SAPt1t2 = SAPt1x�̂1SAPt1t2 + �̂2SAKt2 = SAPt2x: (5.12)

Bevis.Sætningen følger ved direkte regning. �
BEMÆRKNING 5.8.Ligningssystemet (5.12) som kaldesnormalligningerne, kan ikke
altid løses. Der er netop 1 løsning, hvis determinantenDt1t2 = SAKt1SAKt2 � (SAPt1t2)2
er forskellig fra 0. H
Hvis man er interesseret i at undersøge, om�1 = �2 = 0, kan man ved en spaltning af
den totale variation komme frem til følgende variansanalyseskema
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Variation SAK f Test
Regressions-
planen SAK3 = �̂1SAPt1x + �̂2SAPt2x 2 SAK3=2SAK2=(k�3)
Omkring
regressions-
planen

SAK2 = kXi=1�Xi � �X � �̂1(ti1 � �t1)� �̂2(ti2 � �t2)�2 k � 3
Total SAK0 = kXi=1(Xi � �X)2 k � 1

Her har vi anvendt betegnelserneSAK2 og SAK3 for at bevare analogien med det
endimensionale tilfælde (jfr. skemaet p. 456). Som skøn over �2 anvendesSAK2=(k�3).
Vi skal ikke gå i detaljer med den multiple regressionsanalyse, men blot konstatere, at
resultater og metoder fra den endimensionale analyse i vid udstrækning kan overføres.

Vi slår nogle af begreberne fast ved hjælp af

EKSEMPEL 5.9. I nedenstående tabel er udbyttet (i % af det maximalt opnåelige)
af en proces anført som funktion af reaktionstemperaturen (i �F) og mængden af en
katalysator (målt i % af hovedreaktanten)

Katalysator Temperatur Udbytte
0.05 200 80.9
0.05 250 67.3
0.05 300 60.9
0.05 350 60.6
0.10 200 85.9
0.10 250 72.2
0.10 300 61.1
0.10 350 56.3
0.15 200 89.3
0.15 250 76.4
0.15 300 64.1
0.15 350 60.8

Vi vil undersøge dette materiale ved hjælp af en regressionsanalyse. Vi benævner
katalysatormængderne (0.05, 0.10, 0.15)v11, v21, v31 og temperaturerne (200, 250,
300, 350)v12, v22, v32, v42. Vi antager nu, at udbyttet kan opfattes som realisationer
af uafhængige normalt fordelte stokastiske variableX1; � � � ; X12 medE(Xi) = �+ �1(vi1 � �v1) + �2(vi2 � �v2)
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og V(Xi) = �2:
Vi vil estimere parametrene�, �1, �2 og�2. For at få en lettere numerisk behandling
indfører vi fori = 1; � � � ; 12Yi = Xi � 50ti1 = vi1 � 20ti2 = vi2=50:
I regressionsmodellen med de nye uafhængige variableti1 og ti2 kaldes hældningsko-
efficienterne�01 = �120 og�02 = 50�2.
Beregningerne af summer, kvadratsummer og produktafvigelsessummer fremgår da af
følgende skema t1 t2 y

Værdier

111122223333
456745674567

30:917:310:910:635:922:211:16:339:326:414:110:8s 24 66 235:8sk 56 378 5986:72sak 8 15 1353:25spyt 492:5 1164:4sy � st 5659:2 15562:8sapyt 20:9 �132:5sptt 132st � st 1584saptt 0
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Da saptt = 0, bliver normalligningerne til bestemmelse af�̂01 og �̂02 særligt simple, og
vi taler om enortogonal regressionsanalyse. Ligningerne bliver8 � �̂01 = 20:915 � �̂02 = �132:5:
Løsningerne bliver åbenbart(�̂01; �̂02) = (2:613;�8:833);
hvorfor�̂1 = 20 � �̂01 = 52:26�̂2 = 150 � �̂02 = �0:1767
Da �x = 69:65, får vi altså følgende udtryk for den empiriske regressionsplan�̂(v1; v2) = 69:65+ 52:26(v1 � 0:10)� 0:1767(v2� 275)= 113:01+ 52:26v1 � 0:1767v2: (5.13)

Denne plan er indtegnet i figur 5.1.

Vi vil nu undersøge, om planen kan antages at være parallel med (v1; v2)-planen, i.e.
om (�1; �2) = (0; 0). Ved hjælp af det p. 475 anførte skema får vi let følgende vari-
ansanalyseskema

Variation SAK f s2 Test
Regresionsplanen1224:98 2 612:49 42:98
Omkring
regressionsplanen

128:27 9 14:25
Total 1353:25 11

Den kritiske værdi for testet af(�1; �2) = (0; 0) ved test på 5% niveau erF(2; 9)0:95 =4:26.

Da42:98 >> F(2; 9)0:9995 = 19:9, vil vi faktisk forkaste hypotesen(�1; �2) = (0; 0)
på alle niveauer større end0:0005. Vi kan altså ikke med rimelighed antage, at ud-
byttet er uafhængigt af katalysatormængden og reaktionstemperaturen. Til brug for
forudsigelse af et udbytte ved en bestemt kombination af katalysatormængdev1 og
reaktionstemperaturv2 kan vi anvende (5.8), hvisv1 er af størrelsesordenen 5–15% ogv2 af størrelsesordenen 200–350�F (hvor undersøgelsen er foretaget).
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Figur 5.1: Plot af udbytte mod temperatur og katalysatormgd. Der er anvendt følgende
betegnelser.� angiver observation over fladen.+ angiver punkt på fladen.� angiver
observation under fladen.

Variansen på én måling estimeres til�̂2 = 19128:27 = 14:25 = 3:772
Det er muligt at undersøge forudsætningen for regressionsanalysen lidt nærmere. Såfremt
disse holder, vil fori = 1; � � � ; k1� �Xi � �� �1(vi1 � �v1) � �2(vi2 � �v2)� 2 N(0; 1);
Hvis vi derfor beregner de tilsvarende estimerede størrelserẑi = 1̂� �Xi � �̂� �̂1(vi1 � �v1)� �̂2(vi2 � �v2)�;
vil de være approksimativtN(0; 1)-fordelte, hvis linearitetsforudsætningen og nor-
malitetsforudsætningen holder. Disse størrelser er anført i nedenstående skema. I ske-
maet er medtaget de nødvendige beregninger for udarbejdelse af et fraktildiagram.



480 KAPITEL 5. VARIANS - OG REGRESSIONSANALYSERxi �̂i xi � �̂i ẑi (i � 0:5)=12 = pi u(pi)80:9 80:28 + 0:62 + 0:16 0:041 �1:7467:3 71:45 � 4:15 � 1:10 0:125 �1:1560:9 62:61 � 1:71 � 0:45 0:208 �0:8160:6 53:78 + 6:82 + 1:81 0:292 �0:5585:9 82:90 + 3:00 + 0:79 0:375 �0:3272:2 74:06 � 1:86 � 0:49 0:458 �0:1161:1 65:23 � 4:13 � 1:09 0:542 0:1156:3 56:39 � 0:09 � 0:02 0:625 0:3289:3 85:51 + 3:79 + 1:00 0:708 0:5576:4 76:67 � 0:27 � 0:07 0:792 0:8164:1 67:84 � 3:74 � 0:99 0:875 1:1560:8 59:00 + 1:80 + 0:48 0:958 1:74
Vi tegner env1; v2-plan, hvor vi ved hvert punkt(v1i; v2i) angiver den tilsvarende
værdi afzi. Vi får da følgende figur
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Med det ringe antal observationer taget i betragtning er detvanskeligt at påpege nogen
udpræget systematisk i fortegns- og størrelsesvariationen af disse "normerede resid-
ualer". Et fraktildiagram afz1; � � � ; zn på normalfordelingspapir ser ud som vist på
tegningen p. 481.

De standardiserede residualer,Zi; i = 1; 2; � � � ; 12, er afbildet påx-aksen og de
tilsvarendey-værdier er standardiserede normalfordelingsfraktilerupi , hvorpi = (i �0:5)=12. På såkaldt ’normalpapir’ får afbildningen også det viste udseende.

Dette viser heller ingen systematisk afvigelse fra den normale fordeling. Sammenfat-
tende må vi derfor sige, at de for regressionsanalysen nødvendige forudsætninger synes
at være til stede. �



5.2. REGRESSIONSANALYSER 481

−2 −1 0 1 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Standardiserede residualer mod N(0,1)−fraktiler

Med dette eksempel har vi afsluttet gennemgangen af regressionsanalysen. Vi har kon-
centreret os om den endimensionale lineære regressionsanalyse og antydet en udvidelse
af teorien til flere dimensioner. En anden mulig udvidelse erat betragte andre mid-
delværdifunktioner end de lineære, f.eks. polynomier eller eksponentialfunktioner. Vi
skal ikke komme ind på disse emner, men henvise til de i referencerne anførte værker
om emnet.
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5.3 Tests for varianshomogenitet

Vi afslutter kapitlet med et afsnit om nogle af de mest benyttede tests for homogenitet af
flere (end to) varianser. Denne hypotese har været antaget opfyldt for alle de modeller,
der har været omtalt i dette kapitel.

I forhold til andre antagelser, som ligger til grund for (især) varians– og regressions-
analyser er antagelsen om varianshomogenitet meget betydningsfuld. Derimod er det i
praksis mindre væsentligt, f.eks. om data er eksakt normalfordelt; det er i reglen fuld
tilstrækkeligt, at de tilfældige afvigelser mellem middelværdimodel og data fordeler
sig symmetrisk eller næsten symmetrisk omkring 0, samt, at der ikke optræder ’vilde’
afvigelser (såkaldte outliers) i data.

5.3.1 Bartlett’s test

Vi betragter uafhængige normalt fordelte stokastiske variableXij j = 1; � � � ; ni; i = 1; � � � ; k
med E(Xij) = �iV(Xij) = �2i 8i; j:
Vi ønsker at testeH0 : �21 = � � � = �2k mod H1 : 9i; j(�2i 6= �2j ):
Vi har da følgende

SÆTNING 5.12 (BARTLETT ). Kvotienttestet på niveau� for test afH0 modH1 er
for n1 ! 1; � � � ; nk ! 1 asymptotisk ækvivalent med testet givet ved det kritiske
områdeC = �(x11; � � � ; xknk)jf loge s2 � kXi=1 fi loge s21i > �2(k � 1)1��	:
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Her erfi = ni � 1f = kXi=1(ni � 1) = N � ks21i = 1ni � 1 niXj=1(Xij � �Xi)2s2 = 1f �fis21i:
Bevis.Følger ved at opskrive kvotientteststørrelsen for testet og dernæst anvende sæt-
ning 3.3, p. 323. �
BEMÆRKNING 5.9.Testet er ret følsomt over for afvigelser i form af asymmetrifra
den normale fordeling, således at en eventuel forkastelse kan skyldes en sådan afvigelse
og ikke, at varianserne er forskellige. H
Vi giver et eksempel

EKSEMPEL 5.10.Vi betragter de i eksempel 5.1 og 5.2 anvendte data. I den ensid-
ede variansanalysemodel vi dér anvendte, forudsatte vi, atvarianserne af de tilfældige
afvigelser mellem forventningsværdier og data var ens i alle 4 grupper. Da denne
forudsætning er af afgørende betydning, vil vi vise, hvorledes dette undersøges.

Vi supplerer beregningsskemaet til variansanalysen medi SAK1i fi S21i loge S21i1 18:175 5 3:635 1:29062 38:040 5 7:608 2:02923 7:813 5 1:563 0:44664 9:908 4 2:477 0:9070
Total 73:936 19
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Vi finder nu let�fi loge s21i = 22:4596s2 = 73:93619 = 3:89119 loge s2 = 25:8147b = 25:8147� 22:4596' 3:36:
Da �2(4 � 1)0:70 = �2(3)0:70 = 3:67 > 3:36, vil vi derfor acceptere hypotesen om�21 = � � � = �24 på alle niveauer mindre end30%. Den i eksempel 5.2 gjorte antagelse
må derfor siges at have været rimelig. �
5.3.2 Andre tests for varianshomogenitet

Vi anfører først en sætning, som følger af den centrale grænseværdisætning

SÆTNING 5.13.Med de i afsnit 5.3.1 anvendte betegnelser har vi fori = 1; � � � ; k, atpni � 1[loge S21i � loge �2i ] asymptotisk 2 N(0; 2)
for ni !1.

Bevis.Forbigås �
Dette kan anvendes til et test afH modH0; thi af sætningen får vi, atZi = loge S21i approksimativt 2 N�loge �2i ; 2ni � 1� ;
således at vi blot skal undersøge, om middelværdierne ik normalfordelinger med
kendte varianser kan antages at være ens. Idet vi sætter2=(ni � 1) = a2i , kan vi
som kritisk område ved test på niveau� anvendeC1 = ((x11; � � � ; xknk)jX� ziai �2� 1P 1a2i �X zia2i �2 > �2(k�1)1��) :



5.3. TESTS FOR VARIANSHOMOGENITET 485

Her er teststørrelsen fremkommet ved den sædvanlige opspaltningZ =Xi 1a2i  Zi � PZj=a2jP 1=a2j !2 =Xi �Ziai �2 � 1P1=a2j  Xi Zia2i !2
Vi skal ikke komme ind på begrundelsen for, at det kritiskeområdes størrelse bestemmes
ved fraktiler i�2-fordelingen.

Dette test, hvis originale idé skyldes D.G. Kendall og Bartlett, stammer i den her viste
version fra [37, p. 272]. Det udmærker sig ved ikke at være så følsomt som Bartlett’s
test overfor mindre afvigelser fra forudsætningerne om, atobservationerne er normalt
fordelte. Vi kan her indskyde, at heller ikke variansanalyserne er følsomme over for
moderate afvigelser fra normalitet (men meget følsomme over for inhomogene vari-
anser).

EKSEMPEL 5.11.Vi vil nu anvende det nys konstruerede test på det samme datama-
teriale som i det foregående eksempel. Vi samler beregningerne i nedenstående skema.i ni a2i ai Z 0i = loge S21i Z0i=a2i Z0i=ai1 6 0:4 0:6325 1:2906 3:2265 2:04052 6 0:4 0:6325 2:0292 5:0730 3:20823 6 0:4 0:6325 0:4466 1:1165 0:70614 5 0:5 0:7071 0:9070 1:8140 1:2827
Heraf får vi nuX 1=a2j = 9:5X (Z0i=ai)2 = 16:6001XZ0i=a2i = 11:2300:
Vi beregner nu let teststørrelsenz = 16:6001� 19:511:23002 = 3:33;
d.v.s. et resultat, der ligger meget tæt op ad det i eksempel 5.11 fundne. Da vi skal
sammenligne med den samme fraktil i�2-fordelingen, vil vi derfor komme til samme
konklusion, nemlig at varianserne kan antages ens. �
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Til slut vil vi nævne et test, der er mere hensigtsmæssigt, hvis vi mistænker en enkelt
af varianserne for at være større end de øvrigek � 1. Det bygger på teststørrelsenmax(S211; � � � ; S21k)PS21i : (5.14)

Testet skyldes Cochran og kræver ydermere, atn1 = � � � = nk. Tabeller over fordelin-
gen af (5.14) findes bl.a. i Techniques of Statistical Analysis (1947).
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5.4 Fordelingsfrie tests

I dette afsnit skal vi kort omtale nogle fordelingsfrie metoder, der kan anvendes i situa-
tioner svarende til simple varians- og regressionsanalysemodeller. Indledningsvis vil vi
kort omtale forskellige former for måleskalaer. Det vil blive godtgjort, at nogle af disse
nødvendigvis fører til, at man må anvende nogle ikke-parametriske metoder, nemlig de
såkaldte rangtests.

5.4.1 Måleskalaer

Når man foretager almindelige, fysiske målinger som f.eks.at veje nogle emner, tillader
man sig e.g. at beregne gennemsnitsvægte af emnerne, eller man udtaler sig om, hvad
vægten af halvdelen af et emne vil være (nemlig det halve). Når man foretager disse
tilsyneladende uskyldige operationer, underforstår man en meget vigtig ting, nemlig at
de reelle tals struktur erisomorf med strukturen af den fysiske genstand, der måles på.
At dette ikke trivielt er opfyldt, kan det følgende - måske lidt søgte, men ret simple -
eksempel vise.

EKSEMPEL 5.12.Ved en sortering af nogle farvede emner knyttes for simpelheds
skyld tallene 1, 2, 3 og 4 til de forekommende fire farver. Resultatet af optællingen
kan eksempelvis være

1, 1, 2, 1, 4, 3, 3, 4, 2, 4.

En svag sjæl kunne muligvis da føle sig fristet til at beregnegennemsnittet af målingerne.
Dette er lig212 . En sådan operation er selvfølgelig ganske uden mening. Detfundne
gennemsnit kan på ingen måde karakterisere populationen affarvede emner. �
Det ovenfor anførte eksempel illustrerer en måling foretaget i en såkaldtnomial-skala
eller enklassifikationsskala. En måling i en sådan skala består i, at måleobjektet
klassificeres som hørende til netop en afk hinanden udelukkende klasserA1; � � � ; Ak,k 2 N. Den eneste relation, der er involveret her, erækvivalens, i.e. at alle medlemmer
af en bestemt underklasse må være ækvivalente, hvad angår den egenskab, der klassi-
ficeres efter. Vi betegner ækvivalensrelationen med lighedstegnet=. Ved målingen
er det selvsagt principielt ligegyldigt, om vi i eksempel 5.1 kalder rød for farve nr. 1
eller grøn for farve nr. 1. Det væsentlige er blot, at der til hver farve svarer netop et
tal. Dette kan også udtrykkes, at de strukturbevarende transformationer netop er alle
bijektive afbildninger .

Denne simple struktur influerer selvfølgelig også på de metoder, der kan tages i an-
vendelse ved en statistisk analyse. Hvis man vil beskrive etsandsynlighedsmål på
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en nomial skala, kan dette ikke ske på samme måde som ved mål, defineret på den
reelle akse. Som "beliggenhedsmål" kan vi anvende fordelingensmodus, i.e. angive
den klasse, der har den største sandsynlighed. Somvariationsmål kan vi anvende
entropien. KaldesP(Ai) = pi, defineres entropien vedH(p1; � � � ; pn) = � nXi=1 pi loga pi;
hvor loga betegner en logaritmefunktion med vilkårligt grundtala. Det kan vises, atmaxp1;��� ;pnH(p1; � � � ; pn) = H( 1n; � � � ; 1n)
og minp1;��� ;pnH(p1; � � � ; pn) = H(1; 0; � � � ; 0):
Af disse relationer udledes, at entropien virkelig er et anvendeligt variationsmål. Yder-
ligere oplysninger om entropien kan e.g. findes i [32] eller [36].

Efter et forsøg med målinger i en nomial skala vil man som regel betragte den stokastiske
variable(X1; � � � ; Xn), der angiver antallet af udfald i de forskellige klasser.(X1; � � � ; Xn) vil være polynomialt fordelte, og estimation og testning foregår som
omtalt underestimation og testning i binomial- og polynomialfordelingen.

Hvis det er muligt atrangordne de emner, vi måler, siger vi, at vi måler påordinal-
skala. En sådan foreligger f.eks., når man klassificerer soldaterefter militær rang,
når man klassificerer børn efter intelligens etc., etc. I en ordinal-skala foreligger der
foruden den simple ækvivalensrelation = også en ordningsrelation, som vi kan skrive<. Hvis vi vil transformere målinger, der er foretaget i en ordinal-skala, må vi tage
hensyn til denne, således at de strukturbevarende transformationer bliver demonotone
afbildninger .

En sandsynlighedsfordeling,der er defineret på en ordinal-skala, kan selvfølgelig delvis
beskrives ved de mål, der er omtalt under nomiale skalaer. Som beliggenhedsmål kan
vi endvidere anvendemedianenog som variationsmål"forskelle" mellem fraktiler ,
f.eks. angive, hvor mange klasser, der ligger mellem75%- og25%-fraktilen.

Efter forsøg med målinger i en ordinal-skala vil man som regel betragte de stokastiske
variable, der angiver observationensrang i den totale stikprøve, i.e. observationens
nummer, hvis disse er ordnet efter "størrelse". De testmetoder, der kommer på tale, er
de såkaldterangtests.
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En mere struktureret måleskala er den såkaldteinterval-skala. Den fremkommer, når
man foruden en rangfølge blandt målingerne også har enafstandmellem to vilkårlige
målinger. For at sikre skalauafhængighed måles afstandeneoftest relativt til afstanden
mellem to faste punkter, i.e.d0(x; y) = d(x; y)d(x0; y0) :
Der forudsættes ikke noget "naturgivent" nulpunkt. De strukturbevarende transforma-
tioner er deaffine afbildninger. Et eksempel på målinger i en intervalskala er f.eks.
temperaturmålinger. En affin afbildning mellem to ækvivalente måleskalaer er e.g.F = 95C + 32;
der giver sammenhængen mellem målinger i Fahrenheit- og Celcius-skalaen.

Sandsynlighedsmål på en intervalskala kan beskrives ved desædvanlige beliggenheds-
og spredningsmål, nemligmiddelværdi og varians. Som stokastisk variabel anven-
des sædvanligvis blot den afbildning, der angiver måletallet i en given skala (f.eks.
afbildningen, der fører500�C ! 500). Forsøg med målinger i intervalskala fører
til de sædvanlige statistiske modeller som f.eks.normalfordelingsmodeller og andre
kontinuerte sandsynlighedsfordelinger defineret på hele den reelle akse,R.

Hvis man på en intervalskala har et naturgivent nulpunkt, taler man om enratio-skala.
En sådan foreligger f.eks. ved vægtmålinger eller ved ventetidsmålinger. De struk-
turbevarende transformationer er delineære afbildninger. Som eksempel kan angives
overgangen fra målinger i engelske fod til meter, i.e.F = 0:3048m
Sandsynlighedsmål på en ratioskala (NB. kun den positive del) kan foruden ved de sæd-
vanlige beliggenhedsmål og spredningsmål også beskrives ved de såkaldte geometriske
mål, nemliggeometrisk middelværdi og geometrisk standardafvigelse. Disse de-
fineres præcist ved�g = expfE(logeX)g�g = expfpV(logeX)g;
naturligvis forudsat, at forventningsværdierne eksisterer. Forsøg med målinger i en
ratioskala fører til de modeller, man kender påR+, nemlig�-fordelingsmodeller og
logaritmiske normalfordelingsmodeller.
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5.4.2 Invarians og rangtests

Som det fremgår af det foranstående, har vi velegnede statistiske metoder til at behan-
dle måleresulater i de forskellige skalaer bortset fra målinger i ordinale skalaer.

De strukturbevarende afbildninger er her de monotone afbildninger, d.v.s. der er ingen
grund til at skelne mellem sæt af måleresultater, der kun afviger ved en monoton trans-
formation. Lad os eksemplificere det for at gøre meningen helt klar. Ved målinger af
en gruppes (sociale) status kunne man f.eks. have fået følgende målinger

1, 2, 7, 9

i en given ordinal skala. Nu er der intet afstandsbegreb i en sådan, så man kunne lige
så godt have anvendt en skala med de kvadrerede værdier. Da ville man have fået
værdierne

1, 4, 49, 81.

Det er nu indlysende, at de statistiske analysemetoder, vi ønsker at anvende,skal give
samme resulatat, hvad enten vi bruger den ene eller den andenaf de to skalaer.

Dette kan udtrykkes, at vores metode skal væreinvariant under gruppen af mono-
tone transformationer.

Lad os f. eks. betragtetostikprøvesituationen, i.e. lad der være givet indbyrdes uaf-
hængige observationerX1; � � � ; Xn
og Y1; � � � ; Ym:
Fordelingsfunktionen forX ’er erF og forY ’er G. Vi vil teste hypotesenH0 : F = G mod H1 : F � G; F 6= G;
Det kan da vises, at etinvariant test er en funktion af observationernes rangværdier.
SættesXi ’s rang i den totale stikprøve ligri, kan man specielt betragte tests, hvor det
kritiske område er givet vedh(r1) + � � �+ h(rn) < c;
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hvor h er en monoton afbildningR ! R og c er en passende konstant (givet ved
signifikansniveauet).

Vælgesh lig identiteten, fås det kritiske område�(x1; � � � ; ym)jr1 + � � �+ rn < c	;
d.v.s. hypotesen forkastes, hvis summen afX ’ernes rangværdier er lille, svarende til,
at X ’erne fortrinvis er de mindste i den totale stikprøve. Dettetest erWilcoxons
tostikprøvetest, jvf. p. 383.

Defineresh vedh(r) = ��1� rn+m + 1� ;
fås det kritiske område�(x1; � � � ; ym)j nXi=1 ��1� rn+m+ 1� < c	:
Dette test er det såkaldteinverse normalvægtstesteller van der Waerdens test, jvf.
p. 377.

Disse tests, der bygger på observationernes rangværdier, kaldesrangtests, og de er de
eneste tests, der er invariante under monotone afbildninger. Hvis man derfor foretager
målinger på en ordinalskala eller på en skala, der principielt godt kan være kontinuert,
men hvor man ikke har mulighed for at fastlægge enheder m.v.,så den kan udbygges
til en intervalskala, da bør man i testsituationer kun anvende rangtests.

I det følgende skal vi give en kort omtale af nogle rangtests,der naturligt supplerer
de tidligere givne resultater angående fordelingsfrie metoder. Udvidelserne vil angå
situationer, der svarer til simple varians- og regressionsanalysemodeller. Mere kom-
plicerede analyser må søges i litteraturen. Her kan vi anføre [24], [53] og [44].

5.4.3 Kruskal-Wallis’ test

Med dette test er vi i stand til at analysere en model, der svarer til enensidet varians-
analyse model. Teststørrelsen bygger på rangværdier, og det må derfor forudsættes, at
data mindst er målt på en ordinal skala. Hvis dette ikke er tilfældet, kan man anvende�2-test for homogenitet afk polynomialfordelinger
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Der foreligger observationerX11; � � � ; X1n1 med kontinuert fordelingsfunktion.F1: : :Xk1; � � � ; Xknk med kontinuert fordelingsfunktionFk:
Vi er nu interesserede i at testeH0 : F1 = F2 = � � � = Fk
mod alternativet, atF ’erne er forskellige. Vi ønsker dog, at testet især skal væreføl-
somt over for afvigelser i placeringen af fordelingerne (i.e. deres medianer) og mindre
følsomt over for moderate afvigelser i skalaparametre (eller varianser).

Teststørrelsen, vi vælger, bygger på, at samtlige observationer rangordnes, og dernærst
erstattes enhver observation med dens nummer i den totale rangordning. Hvis fordelingerne
er ens, må man formode, at summerne af rangene i de forskellige grupper er nogen-
lunde lige store. Hvis dette ikke er tilfældet, forkastes hypotesen.

Idet vi sætterN = �ni ogRi = summen af rangværdierne for deni’te gruppe, bliver
teststørrelsenH = 12N (N + 1) kXi=1 R2ini � 3(N + 1): (5.15)

Det kritiske område ved test på niveau� erC = fx11; � � � ; xknkjh > h1��g;
hvorh er "den observerede værdi" afH ogh1�� er1� �-fraktilen i fordelingen afH
underH0.
For moderate værdier afk ogni erH ’s nulhypotesefordeling tabelleret. Ellers må man
benytte følgende

SÆTNING 5.14.UnderH0 erH givet i (5.15) approximativt�2(k � 1)-fordelt.

Bevis.Forbigås. �
Hvis der er mange sammenfaldende observationer (de såkaldte ties), må man korrigere
teststørrelsenH. I de fleste tilfælde vil det være tilstrækkeligt at tildele de pågældende
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observationer gennemsnittet af de rangværdier, der kommerpå tale. Hvis f.eks. de
3 mindste observationer er ens, tilordnes de hver rangværdien 2 (= 13 (1 + 2 + 3)).
Hvis der er mange "ties", må vi dog justereH yderligere.

Lad der eksempelvis væren grupper med sammenfaldende observationer, og lad an-
tallet af observationer i disse grupper været1; � � � ; tn. Vi skal da dividere den størrelseH, der beregnes på ovenfor nævnte måde, med størrelsen1� P� (t3� � t�)N3 � N
Da denne korrektionsfaktor er mindre end 1, vil den beregnede værdi af teststørrelsen
blive forøget. Hvis vi derfor har en signifikant værdi uden athave korrigeret, vil dette
blot blive endnu mere udtalt efter en korrektion.

Til belysning af forholdene giver vi nu et

EKSEMPEL 5.13.Vi betragter de i eksempel 5.1 p. 413 anførte værdier over kaliind-
holdet i nogle gødninger produceret i 4 forskellige omgange. Man fik følgende data

Batch
A B C D

11.9 15.9 13.9 15.6
9.0 17.2 14.6 18.3

10.2 21.0 16.1 14.6
8.5 17.1 14.9 16.9

13.6 19.0 13.7 14.7
11.3 23.2 12.4

Vi vil analysere disse data ved hjælp af Kruskal-Wallis’ test. Vi finder rangværdierne

A B C D
5 15 9 14
2 19 10.5 20
3 22 16 10.5
1 18 13 17
7 21 8 12
4 23 6

Total 22 118 62.5 73.5

Som en kontrol bemærkes, at22 + 118+ 62:5 + 73:5 = 276 = 1223(23 + 1):
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Den beregnede værdi afH bliverh = 12N (N + 1)Xj r2jnj � 3(N + 1)= 1223 � 24(222=6 + 1182=6 + 62:52=6 + 73:52=5)� 3 � 24= 17:84:
Korrektionen for ties er - da der kun er observeret en gruppe med to elementerX� (t3� � t�) = 23 � 2 = 6
d.v.s.

Korrektion= 1� 6233 � 23 = 1� 12024 = 0:9995:
Den korrigerede værdi afH er derforhkor.= 17:840:9995 ' 17:85:
Da�2(3):9995=17.7, forkastes hypotesen om, at de 4 fordelinger er ens – i hvert tilfælde
på alle niveauer større end0:0005. Det bemærkes, at dette resultat i øvrigt er præcis
det samme, som vi fik under anvendelse afF -testet i eksempel 5.1 p. 413. �
BEMÆRKNING 5.10.Det er anført, at Kruskal-Wallis’ teststørrelse især er følsom
over for afvigelser i fordelingernes beliggenhed og mindreover for eventuelle afvigelser
i varianser. Som illustration af dette kan vi anføre nogle konstruerede data, alle med
median 0 og forskellige spredninger.1) �20; �8; �4; �2; 2; 4; 8; 202) �9; �5; �3; �1; 1; 3; 5; 93) �312 ; �212 ; �112 ; �12 ; 12 ; 112 ; 212 ; 312 :
Disse rangordnes, og vi får1) 1; 3; 5; 9; 16; 20; 22; 242) 2; 4; 7; 11; 14; 18; 21; 233) 6; 8; 10; 12; 13; 15; 17; 19:
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For alle 3 grupper har vi, at rangsummene er lig 100, d.v.s. Kruskal-Wallis teststør-
relsen bliver 0. Dette må dog ikke forlede en til at tro, at "varianser" ingen betydning
har; men eksemplet understreger dog, at teststørrelsen ikke (nødvendigvis) er meget
følsom over for inhomogeniteter i "varianser". H
BEMÆRKNING 5.11.En mere appellerende måde at komme til teststørrelsen på er
følgende. Vi bemærker først, atkXi=1 Ri = N2 (N + 1);
idet det er lig summen af alle rangværdier, i.e. lig1 + 2 + � � �+ N . Gennemsnittet af
samtlige rangværdier er altså�R = 1N N2 (N + 1) = N + 12 :
Vi beregner nu kvadratafvigelsessummenXi ni�Rini � �R�2 ;
hvorRi=ni jo er gennemsnittet af rangværdierne i deni’te gruppe. Vi harXi ni�Rini � �R�2 = Xi ni�Rini � N + 12 �2= Xi niR2in2i � N �R2= Xi R2ini � N4 (N + 1)2:
Vi finder dernæst, at12N(N + 1)Xi ni �Rini � �R�2 = 12N(N + 1)Xi R2ini � 3(N + 1) = H:
Vi ser altså, at Kruskal-Wallis’ test netop svarer til at lave en ensidet variansanalyse på
rangværdierne i stedet for på selve observationsmaterialet. H
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5.4.4 Friedmans test

Dette test er et rangtest, der svarer tilF-testet forforsvindende søjleeffekti en ensidet
variansanalyse med én observation pr. celle(der findes generaliseringer til mere in-
dviklede variansanalyser, men det skal vi ikke komme ind på her).

Situationen er den, at der er givet uafhængige observationerX11;� � � ; X1m
...

...Xk1;� � � ; Xkm;
der har kontinuerte fordelingfunktionerF11;� � � ; F1m

...
...Fk1;� � � ; Fkm:

Vi ønsker nu at teste, om fordelingerne i hver enkelt række erens, i.e.H0 : F11 = � � � = F1m
...Fk1 = � � � = Fkm

mod alle alternativer.

Vi rangordner observationerne i hver række og finder summen af rangværdierne i hver
søjle: R11; : : : ;R1j; : : : ;R1m

...
...

...Rk1; : : : ;Rkj; : : : ;Rkm
Total: R1; : : : ; Rj; : : : ; Rm

Vi bemærker, at rækketotalen altså er ligm(m + 1)=2 = 1 + � � �+m.

Ideen i testet er så, at hypotesen forkastes, hvisRj ’erne er meget forskellige, thi da må
der eksistere søjler, hvor vi e.g. har meget store rangværdier, hvorfor vi må antage, at
de pågældende søjlers fordelinger afviger meget fra de øvriges.
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For at bestemme et rimeligt mål for "ensheden" af rangeneRj betragter vi deres
afvigelser fra gennemsnittet af rangværdierne. Dette sidste er�R = 1mXj Rj = 1mkm2 (m + 1) = k(m+ 1)2 ;
således atS2 = mXj=1(Rj � �R)2 = mXj=1R2j �m �R2 =Xj R2j � m(m + 1)2k24 :
Et fornuftigt test forkaster nu forS2 stor. Det er dog mere almindeligt at betragte
størrelsenC = 12km(m + 1)S2 = 12km(m + 1) mXj=1�Rj � k(m+ 1)2 �2= 12km(m + 1) mXj=1R2j � 3k(m + 1): (5.16)

Det er denne størrelse, der sædvanligvis benævnesFriedmans teststørrelse. Teststør-
relsens fordeling underH0 er tabelleret form = 3 og k = 2–9 samtm = 4 ogk = 2–4. Hvis man har et større materiale, kan man benytte

SÆTNING 5.15.UnderH0 er teststørrelsen (5.16) approksimativt�2(m � 1)-fordelt.

Bevis.(Heuristisk) Da størrelserneRj er summer af uafhængige, stokastiske variable,
vil de være asymptotisk normalt fordelte, hvorfor en kvadratsum af disse vil være ap-
proximativt�2-fordelt. Antallet af frihedsgrader er lig antallet af led minus 1, da vi har
det lineære båndmXj=1�R� k(m+ 1)2 � = 0: �
Vi illustrerer nu metoderne i det følgende

EKSEMPEL 5.14.Vi betragter de p. 423 anførte data over kartoffeludbyttet ved nogle
markforsøg med forskellige gødningstyper. Resultaterne (målt i kg) blev
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Gødning
Mark

A B C D E
1 310 353 366 299 367
2 284 293 335 264 314
3 307 306 339 311 377
4 267 308 312 266 342

Problemet er nu at undersøge, om gødningstyperne kan anses for ens, hvad angår ud-
bytte. Vi opfatter derfor resultaterne som realiserede udfald af uafhængige, kontinuert
fordelte, stokastiske variable med fordelingsfunktionerFiA; FiB; FiC; FiD; FiE; i = 1; � � � ; 4;
og vi undersøger antagelsen ved at testeH0 : FiA = � � � = FiE; i = 1; � � � ; 4;
ved hjælp af Friedman’s test. Vi rangordner observationerne i hver række og får

A B C D E
1 2 3 4 1 5
2 2 3 5 1 4
3 2 1 4 3 5
4 2 3 4 1 5P

8 10 17 6 19

Teststørrelsen (5.16) bliver nuC = 124 � 5 � 6(64 + 100 + 289 + 36 + 361)� 3 � 4 � 6 = 13
DaPf�2(4) < 13g ' 98:8%, forkastes hypotesen ved test på niveau (approksimativt)� > 1:2%.

Til sammenligning kan anføres, at det analoge F-test i hvertfald forkaster for� >0:05%.

Havde vi blot undersøgt typerne A, B og D, havde vi fået følgende range
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A B D
1 2 3 1
2 2 3 1
3 2 1 3
4 2 3 1P

8 10 6

og teststørrelsen ville være blevet124 � 3 � 4(64 + 100 + 36)� 3 � 4 � 4 = 2:
Ifølge tabel er PfC � 2:0g = 0:431, d.v.s. hypotesen accepteres for� � 43:1%. �
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5.4.5 Rangkorrelationskoefficienter

Vi skal i dette sidste afsnit angive to størrelser, der, ligesom den almindelige korrela-
tionskoefficient� = Cov(X;Y )pV(X)V(Y ) ;
skal være et mål for den sammenhæng, der er mellem 2 stokastiske variableX ogY i
den forstand, at de skal angive et mål for, i hvilken udstrækning store (små) værdier af
den ene variable er forbundet med store (små) værdier af den anden variable, men de
pågældende mål skal være invariant under ordensbevarende transformationer.

Vi betragter en 2-dimensional, stokastisk variabel(X;Y ) med fordelingsfunktionenF(x; y). Lad (X1; Y1) og (X2; Y2) være uafhængige og identisk fordelte med samme
fordeling som(X;Y ). Vi har da

DEFINITION 5.3.Ved Kendalls korrelationskoefficient � = � (X;Y ) forstås stør-
relsen� = PfX1 < X2 ^ Y1 < Y2g+ PfX1 > X2 ^ Y1 > Y2g� PfX1 < X2 ^ Y1 > Y2g � PfX1 > X2 ^ Y1 < Y2g:
Vi ser, at� virkelig er en størrelse af den søgte art. Dels er� (X;Y ) = ��f(X); g(Y )�,
hvorf og g er monotont voksende, og dels ser vi, at� = 0, hvisX ogY er stokastisk
uafhængige, at� = 1, hvis sandsynligheden, for atX og Y er i "modfase", er lig0, og at� = �1, hvis sandsynligheden, for atX og Y er i "medfase", er lig0. De
sidste relationer gælder kun for kontinuert fordelte variable, og de fås ved at betragte
identiteten1 = PfX1 < X2 ^ Y1 < Y2g+ PfX1 > X2 ^ Y1 > Y2g+PfX1 < X2 ^ Y1 > Y2g+PfX1 > X2 ^ Y1 < Y2g:
Det må indskærpes, at relationen "� = 0) X ogY uafhængige"ikke er gyldig. N
Det kan bemærkes, at vi i en todimensional normalfordeling har� = 2� arcsin �:
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Vi går nu over til problemet med estimation af� . Lad der være givet uafhængige
observationer(X1; Y1); � � � ; (Xn; Yn):
Vi betragter nu størrelsenS = Sn =Xi<j sign(Xi �Xj)sign(Yi � Yj);
hvor

sign(x) = 8<: 1; hvisx > 00; hvisx = 0�1; hvisx < 0 :
Hvis vi ordnerX ’erne i stigende rækkefølge, bliverS = �Xi<j sign(Yi � Yj):
Vi bemærker, atS er uafhængig af, om vi anvender selve observationerne ellerblot
deres rangværdier. Det kan nu vises, at~� = ~�n = 2Sn(n� 1)
er etcentralt skøn over� . Estimatoren~�n kaldes ogsåKendall’s rangkorrelationsko-
efficient.

Hvis � = 0, er ~� ’s (ogSn’s) fordeling uafhængig af observationernes fordeling. For
enkelte værdier afn er fordelingen afS tabelleret. Det skal præciseres, atS’s fordeling
er symmetrisk, når� = 0.

Disse resultater kan anvendes ved test af hypotesenH0 : � = 0 mod H1 : � 6= 0:
For større værdier afn kan man anvende resultatet i
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SÆTNING 5.16.Hvis � = 0, er~�n asymptotisk 2 N�0; 2(2n+ 5)9 � n(n� 1)�:
Bevis.Forbigås. �
EKSEMPEL 5.15.Man har anmodet 2 smagsdommere om at ordne 4 forskellige øl-
bryg efter smag. Man fik følgende resultat.

Bryg A B C D
Dommer I 3 4 2 1
Dommer II 3 1 4 2

Vi omorganiserer data, således at dommer I’s resultater er anført i stigende rækkefølge

Dommer I 1 2 3 4
Dommer II 2 4 3 1

Vi er interesserede i at erfare, om der er nogen sammenhæng mellem de to dommeres
resultater, og vi vælger at belyse dette ved af Kendall’s� .

Den observerede værdi afS ers = ��(1� 2) + (2� 0) + (1� 0)� = �2;
hvor e.g. tallet(2 � 0) forklares ved, at der under tallet2 for dommer I står et4 ud
for dommer II. Vi ser så, at der til højre for dette4 er 2 observationer mindre end4 og
0 observationer større end4. Vi finder dernæst~� = 2 � (�2)4 � 3 = �0:33:
Af tabel fås, atPfS � �2g = PfS � 2g = 0:375, d.v.s. en hypotese, om at� =0 ville blive accepteret på alle niveauer� < 75%. Med det foreliggende materiale
er der altså ingen grund til at postulere, at der er udtalt sammenhæng mellem de to
smagsdommeres vurderinger af øltypernes smag. �
BEMÆRKNING 5.12.Der eksisterer formler for korrektion for ties, men for moderate
antal ties er det tilstrækkeligt at anvende midtrange (dvs.den sædvanlige gennem-
snitlige range) og ikke korrigere herfor ved fastlæggelse af det kritiske område. H
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Det i det foregående anførte test for hypotesen� = 0 kan også anvendes som et test
for "trend" (tendens), hvis vi er i den situation, atX ’erne ikke opfattes stokastiske,
men som faste tal, og vi ønsker at undersøge, omY ’erne vokser eller aftager medX, jvf. regressionsanalysen. Beregningerne og fordelingenaf S er uforandrede, men
resultaterne må selvfølgelig tolkes på en ganske anden måde.

EKSEMPEL 5.16.I nedenstående graf og tabel er anført antallet af solgte personbiler
i USA i årene 1960–67.

År 60 61 62 63 64 65 66 67
Antal (i mio.) 6.7 5.5 6.9 7.6 7.8 9.3 8.6 7.4

60 62 64 66
5

6

7

8

9

10

tid

m
io

. s
tk

.

Vi vil undersøge, om der er et trend i disse data. Vi benytter et test, som ovenfor
diskuteret. Vi finders = ((1�6)+(0�6)+(0�5)+1�3)+(1�2)+(2�0)+(1�0))= 16
Ifølge tabel erPfS � 16g = 3:1%, d.v.s. en hypotese om, at der ej er trend til stede,
vil blive accepteret ved tests med niveau� < 6:2% (nemlig ved tosidet alternativ:
3.1%+3.1%=6.2%). �
Et andet mål for rangkorrelation skyldes [52]. Vi betragterigen uafhængige observa-
tioner(X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn);
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og vi sætterrg(Xi) = Sirg(Yi) = Ti
Vi har da

DEFINITION 5.4 (SPEARMAN ’ S RANGKORRELATIONSKOEFFICIENT ). rs for ob-
servationerne(X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) er givet vedrs = P(Si � �S)(Ti � �T )pP(Si � �S)2P(Ti � �T )2
d.v.s. som den empiriske korrelationskoefficient mellem observationernes range. N
Det følger, atrs tilfredsstiller den almindelige korrelationsulighed�1 � rs � 1:
I modsætning til skønnet~� over Kendall’s� er det derimod vanskeligt umiddelbart
at give en sandsynlighedsmæssig fortolkning afrs, d.v.s. den er ganske vist et mål
for sammenhængen mellemX ’erne ogY ’erne. men ikke estimat for nogen simpel
parameter i den simultane fordeling afX ogY .

Der findes forskellige uligheder, som forbinder de to mål. Ener Danielsulighed�1 � 3(n+ 2)n� 2 ~� � 2(n+ 1)n� 2 rs � 1;
(se f.eks. [33]). Denne bliver for store værdier afn til�1 � 3~� � 2rs � 1:
Der findes andre forbindelser mellem� og rs, men vi skal ikke komme videre ind
herpå.

Indfører vi størrelsenD = nXi=1(Si � Ti)2;
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kan det vises, atrs = 1� 6Dn3 � n;
at fordelingen afD er symmetrisk omn3�n6 , at 0 � D � 13(n3 � n), og atD kun
antager lige værdier. Den er tabelleret på side 512 forn � 11. Fordelingen er givet
under forudsætning af, at der ikke er nogen sammenhæng mellemX ’er ogY ’er. Den
kan derfor bruges ved test af hypotesenH0 : ingen sammenhæng mellemX ’er ogY ’er

mod H1 : der er en sammenhæng

EKSEMPEL 5.17.Vi betragter data fra eksempel 5.15 og finderd = (1� 2)2 + (2� 4)2 + (3 � 3)2 + (4� 1)2 = 14
Forn = 4 er symmetripunktet(43 � 4)=6 = 10, så vi finderPfD � 14g = PfD � 6g = 0:3750;
og vi kan derfor acceptere en hypotese om forsvindende sammenhæng forx � 75%,
den samme værdi som i eksempel 5.15. Den observerede værdi afSpearman’srs bliverrs = 1� 6 � 1460 = �0:4: �
EKSEMPEL 5.18.Vender vi os mod data i eksempel 5.18 fås følgende rangværdier for
data i tabellenrg(Xi) : 1; 2; 3; 4; 5;6; 7; 8;rg(Yi) : 2; 1; 3; 5; 6;7; 8; 4:
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Dette giver anledning til følgende værdier afd ogrs:d = 12 + 12 + 02 + 12 + 12 + 12 + 12 + 42 = 22;rs = 1� 6 � 22504 = 0:738:
Af tabellen findesPfD � 22g = 0:229;
d.v.s. en hypotese om tilstedeværelse af et trend vil ved et tosidet test blive accepteret
på alle niveauer mindre end lig med 4.58%, igen i rimelig overensstemmelse med ek-
sempel 5.16. �
Hvis antallet af observationer overstiger11 kan man ikke benytte tabellen. Man kan da
anvende

SÆTNING 5.17.Under antagelsen om manglende sammenhæng mellemX ’er ogY ’er
erD approksimativt normalt fordelt medE(D) = n3 � n6 ;V(D) = n2(n+ 1)2(n � 1)36 :
Bevis.Forbigås. Se f.eks. [38]. �
BEMÆRKNING 5.13.Ved anvendelse af sætningen bør man have in mente, at fordelin-
gen er koncentreret på delige tal, således at der anvendes enkontinuitetskorrektion .
Forn = 8 fås f.eks.PfD � 22g = PfD � 23g' P�N(84; 1008) � 23	= ��23� 8431:749 � = �(�1:921) = 0:0273 H
BEMÆRKNING 5.14.Afslutningsvis kan anføres, at man i tilfældet med ties i analogi
med de tilsvarende anførte tests kan anvende midtrange, dvs. den gennemsnitlige rang
for de indgående ties. H



5.4. FORDELINGSFRIE TESTS 507

5.4.6 Tabeller

På de næstfølgendesider er anført en række tabeller til brugved analyse af rangordnede
data.

Tabellerne vedrører

Kruskal-Wallis’ test p. 508
Friedman’s test p. 510
Kendall’s� p. 512
Spearman’sr p. 513
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Tabel over sandsynligheder for værdier, der er større end eller lig med de observerede
værdier i Kruskal Wallis’ ensidede rangvariansnalyse.1

Stikprøve-
størrelse H Pn1 n2 n3
2 1 1 2.7000 .500
2 2 1 3.6000 .200
2 2 2 4.5714 .067

3.7143 .200
3 1 1 3.2000 .300
3 2 1 4.2857 .100

3.8571 .133
3 2 2 5.3572 .029

4.7143 .048
4.5000 .067
4.4643 .105

3 3 1 5.1429 .043
4.5714 .100
4.0000 .129

3 3 2 6.2500 .011
5.3611 .032
5.1389 .061
4.5556 .100
4.2500 .121

3 3 3 7.2000 .004
6.4889 .011
5.6889 .029
5.6000 .050
5.0667 .086
4.6222 .100

4 1 1 3.5714 .200
4 2 1 4.8214 .057

4.5000 .076
4.0179 .114

4 2 2 6.0000 .014
5.3333 .033
5.1250 .052
4.4583 .100
4.1667 .105

4 3 1 5.8333 .021
5.2083 .050
5.0000 .057
4.0556 .093
3.8889 .129

Stikprøve-
størrelse H Pn1 n2 n3
4 3 2 6.4444 .008

6.3000 .011
5.4444 .046
5.4000 .051
4.5111 .098
4.4444 .102

4 3 3 6.7455 .010
6.7091 .013
5.7009 .046
5.7273 .050
4.7091 .092
4.7000 .101

4 4 1 6.6667 .010
6.1667 .022
4.9667 .048
4.8667 .054
4.1667 .082
4.0667 .102

4 4 2 7.0364 .006
6.8727 .011
5.4545 .046
5.2364 .052
4.5545 .098
4.4455 .103

4 4 3 7.1439 .010
7.1364 .011
5.5985 .049
5.5758 .051
4.5455 .099
4.4773 .102

4 4 4 7.6538 .008
7.5385 .011
5.6923 .049
5.6538 .054
4.6539 .097
4.5001 .104

5 1 1 3.8571 .143
5 2 1 5.2500 .036

5.0000 .048
4.4500 .071
4.2000 .095
4.0500 .119

1Fra Kruskal, W.H., and Wallis, W.A. 1952.
Use of ranks in one-criterion variance analysis.
J. Amer. Statist. Ass., 47, 614–617.
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Stikprøve-
størrelse H Pn1 n2 n3
5 2 2 6.5333 .008

6.1333
5.1600 .034
5.0400 .056
4.3733 .090
4.2933 .122

5 3 1 6.4000 .012
4.9600 .048
4.8711 .052
4.0178 .095
3.8400 .123

5 3 2 6.9091 .009
6.8218 .010
5.2509 .049
5.1055 .052
4.6509 .091
4.4945 .101

5 3 3 7.0788 .009
6.9818 .011
5.6485 .049
5.5152 .051
5.5333 .097
4.4121 .109

5 4 1 6.9545 .008
6.8400 .011
4.9855 .044
4.8600 .056
3.9873 .098
3.9600 .102

5 4 2 7.2045 .009
7.1182 .010
5.2727 .049
5.2682 .050
4.5409 .098
4.5182 .101

5 4 3 7.4449 .010
7.3949 .011
5.6564 .049

Stikprøve-
størrelse H Pn1 n2 n3

5.6308 .050
4.5487 .099
4.5231 .103

5 4 4 7.7604 .009
7.7440 .011
5.6571 .049
5.6176 .050
4.6187 .100
4.5527 .102

5 5 1 7.3091 .009
6.8364 .011
5.1273 .046
4.9091 .053
4.1091 .086
4.0364 .105

5 5 2 7.3385 .010
7.2692 .010
5.3385 .047
5.2462 .051
4.6231 .097
4.5077 .100

5 5 3 7.5780 .010
7.5429 .010
5.7055 .046
5.6264 .051
4.5451 .100
4.5363 .102

5 5 4 7.8229 .010
7.7914 .010
5.6657 .049
5.6429 .050
4.5229 .099
4.5200 .101

5 5 5 8.0000 .009
7.9800 .010
5.7800 .049
5.6600 .051
4.5600 .100
4.5000 .102
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Tabel over sandsynligheder for værdier, der er større end eller lig med de observerede
værdier i Friedman’s tosidede rangvariansanalyse2

m=3
k=2 k=3 k=4 k=5

c p c p c p c p
0 1.000 .000 1.000 .0 1.000 .0 1.000

1.0 .833 .667 .944 0.5 .931 0.4 .954
3.0 .500 2.000 .528 1.5 .653 1.2 .691
4.0 .167 2.667 .361 2.0 .431 1.6 .522

4.667 .194 3.5 .273 2.8 .367
6.0 .028 4.5 .125 3.6 .182

6.0 .069 4.8 .124
6.5 .042 5.2 .093
8.0 .0046 6.4 .039

7.6 .024
8.4 .0085

10.0 .00077
k=6 k=7 k=8 k=9

c p c p c p c p
.00 1.000 .000 1.000 .00 1.000 .000 1.000
.33 .956 .286 .964 .25 .967 .222 .971

1.00 .740 .857 .768 .75 .794 .667 .814
1.33 .570 1.143 .620 1.00 .654 .889 .865
2.33 .430 2.000 .486 1.75 .531 1.556 .569
3.00 .252 2.571 .305 2.25 .355 2.000 .398
4.00 .184 3.429 .237 3.00 .285 2.667 .328
4.33 .142 3.714 .192 3.25 .236 2.889 .278
5.33 .072 4.571 .112 4.00 .149 3.556 .187
6.33 .052 5.429 .085 4.75 .120 4.222 .154
7.00 .029 6.000 .052 5.25 .079 4.667 .107
8.33 .012 7.143 .027 6.25 .047 5.556 .069
9.00 .0081 7.714 .021 6.75 .038 6.000 .057
9.33 .0055 8.000 .016 7.00 .030 6.222 .048

10.33 .0017 8.857 .0084 7.75 .018 6.889 .031
12.00 .00013 10.286 .0036 9.00 .0099 8.000 .019

10.571 .0027 9.25 .0080 8.222 .016
11.143 .0012 9.75 .0048 8.667 .010
12.286 .00032 10.75 .0024 9.556 .0060
14.000 .000021 12.00 .0011 10.667 .0035

12.25 .00086 10.089 .0029
13.00 .00026 11.556 .0013
14.25 .000061 12.667 .00066
16.00 .0000036 13.556 .00035

14.000 .00020
14.222 .000097
14.889 .000054
16.222 .000011
18.000 .0000006

2Taget fra Friedman, M. 1937. The use of ranks to avoid the assumption of normality implicit in the
analysis of variance. J. Amer. Statist. Ass., 32, 688–689.
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m=4
k=2 k=3 k=4

c p c p c p c p
.0 1.000 .2 1.000 .0 1.000 5.7 .141
.6 .958 .6 .958 .3 .992 6.0 .105

1.2 .834 1.0 .910 .6 .928 6.3 .094
1.8 .792 1.8 .727 .9 .900 6.6 .077
2.4 .625 2.2 .608 1.2 .800 6.9 .068
3.0 .542 2.6 .524 1.5 .754 7.2 .054
3.6 .458 3.4 .446 1.8 .677 7.5 .052
4.2 .375 3.8 .342 2.1 .649 7.8 .036
4.8 .208 4.2 .300 2.4 .524 8.1 .033
5.4 .167 5.0 .207 2.7 .508 8.4 .019
6.0 .042 5.4 .175 3.0 .432 8.7 .014

5.8 .148 3.3 .389 9.3 .012
6.6 .075 3.6 .355 9.6 .0069
7.0 .054 3.9 .324 9.9 .0062
7.4 .033 4.5 .242 10.2 .0027
8.2 .017 4.8 .200 10.8 .0016
9.0 .0017 5.1 .190 11.1 .00094

5.4 .158 12.0 .000072
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Tabel over sandsynligheder for værdier, der er større end eller lig med observerede
værdier afS i Kendall’s rang korrelationskoefficient.3

S n S n
4 5 8 9 6 7 10

0 .625 .592 .548 .540 1 .500 .500 .500
2 .375 .408 .452 .460 3 .360 .386 .431
4 .167 .242 .360 .381 5 .235 .281 .364
6 .042 .117 .274 .306 7 .136 .191 .300
8 .042 .199 .238 9 .068 .119 .242

10 .0083 .138 .179 11 .028 .068 .190
12 .089 .130 13 .0083 .035 .146
14 .054 .090 15 .0014 .015 .108
16 .031 .060 17 .0054 .078
18 .016 .038 19 .0014 .054
20 .0071 .022 21 .00020 .036
22 .0028 .012 23 .023
24 .00087 .0063 25 .014
26 .00019 .0029 27 .0083
28 .000025 .0012 29 .0046
30 .00043 31 .0023
32 .00012 33 .0011
34 .000025 35 .00047
36 .0000028 37 .00018

39 .000058
41 .000015
43 .0000028
45 .00000028

3

Fra: Kendall, M.G., Rank correlation methods,
Charles Griffin & Company, Ltd., London, 1948,
Appendix Table 1, p. 141
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Tabel over værdier , der er mindre end eller lig medd i fordelingen afD i Spearman’s
rangkorrelationskoefficient.4

4Fra [38]
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d P d P d P d P d P d P d PN = 2 12 .0240 60 .2504 80 .1927 64 .0334 . . 116 .0729
0 .5000 14 .0331 62 .2682 82 .2050 66 .0367 . . 118 .0773
——— 16 .0440 64 .2911 84 .2183 68 .0403 . . 120 .0817N = 3 18 .0548 66 .3095 86 .2315 70 .0441 12 .0000 122 .0865
0 .1667 20 .0694 68 .3323 88 .2467 72 .0481 14 .0000 124 .0913
2 .5000 22 .0833 70 .3517 90 .2603 74 .0524 16 .0001 126 .0964
——— 24 .1000 72 .3760 92 .2759 76 .0569 18 .0001 128 .1015N = 4 26 .1179 74 .3965 94 .2905 78 .0616 20 .0001 130 .1070
0 .0417 28 .1333 76 .4201 96 .3067 80 .0667 22 .0002 132 .1125
2 .1667 30 .1512 78 .4410 98 .3218 82 .0720 24 .0003 134 .1183
2 .2083 32 .1768 80 .4674 100 .3389 84 .0774 26 .0003 136 .1242
6 .3750 34 .1978 82 .4884 102 .3540 86 .0831 28 .0005 138 .1304
8 .4583 36 .2222 84 .5116 104 .3718 88 .0893 30 .0006 140 .1365

10 .5417 38 .2488 ——— 106 .3878 90 .0956 32 .0007 142 .1431
——— 40 .2780 N = 9 108 .4050 92 .1022 34 .0009 144 .1496N = 5 42 .2974 0 .0000 110 .4216 94 .1091 36 .0011 146 .1566
0 .0083 44 .3308 2 .0000 112 .4400 96 .1163 38 .0014 148 .1634
2 .0417 46 .3565 4 .0001 114 .4558 98 .1237 40 .0016 150 .1708
4 .0667 48 .3913 6 .0002 116 .4742 100 .1316 42 .0020 152 .1780
6 .1167 50 .4198 8 .0004 118 .4908 102 .1394 44 .0023 154 .1857
8 .1750 52 .4532 10 .0007 120 .5092 104 .1478 46 .0027 156 .1932

10 .2250 54 .4817 12 .0010 ——— 106 .1564 48 .0032 158 .2012
12 .2583 56 .5183 14 .0015 N = 10 108 .1652 50 .0037 160 .2091
14 .3417 ——— 16 .0023 0 .0000 110 .1744 52 .0043 162 .2174
16 .3917 N = 8 18 .0030 2 .0000 112 .1839 54 .0049 164 .2255
18 .4750 0 .0000 20 .0041 4 .0000 114 .1935 56 .0056 166 .2342
20 .5250 2 .0002 22 .0054 6 .0000 116 .2035 58 .0064 168 .2427
——— 4 .0006 24 .0069 8 .0001 118 .2135 60 .0072 170 .2517N = 6 6 .0011 26 .0086 10 .0001 120 .2241 62 .0081 172 .2604
0 .0014 8 .0023 28 .0107 12 .0002 122 .2349 64 .0091 174 .2697
2 .0083 10 .0036 30 .0127 14 .0003 124 .2459 66 .0102 176 .2787
4 .0167 12 .0054 32 .0156 16 .0004 126 .2567 68 .0113 178 .2883
6 .0292 14 .0077 34 .0184 18 .0006 128 .2683 70 .0126 180 .2975
8 .0514 16 .0109 36 .0216 20 .0008 130 .2801 72 .0139 182 .3073

10 .0681 18 .0140 38 .0252 22 .0011 132 .2918 74 .0153 184 .3168
12 .0875 20 .0184 40 .0294 24 .0014 134 .3037 76 .0168 186 .3269
14 .1208 22 .0229 42 .0333 26 .0019 136 .3161 78 .0184 188 .3366
16 .1486 24 .0288 44 .0380 28 .0024 138 .3284 80 .0201 190 .3469
18 .1778 26 .0347 46 .0429 30 .0029 140 .3410 82 .0220 192 .3568
20 .2097 28 .0415 48 .0484 32 .0036 142 .3536 84 .0239 194 .3673
22 .2486 30 .0481 50 .0540 34 .0044 144 .3665 86 .0260 196 .3773
24 .2819 32 .0575 52 .0603 36 .0053 146 .3795 88 .0281 198 .3879
26 .3292 34 .0661 54 .0664 38 .0063 148 .3925 90 .0304 200 .3982
28 .3569 36 .0756 56 .0738 40 .0075 150 .4056 92 .0328 202 .4090
30 .4014 38 .0855 58 .0809 42 .0087 152 .4191 94 .0354 204 .4192
32 .4597 40 .0983 60 .0888 44 .0101 154 .4326 96 .0380 206 .4302
34 .5000 42 .1081 62 .0969 46 .0117 156 .4458 98 .0409 208 .4406
——— 44 .1215 64 .1063 48 .0134 158 .4592 100 .0438 210 .4516N = 7 46 .1337 66 .1149 50 .0153 160 .4730 102 .0470 212 .4621
0 .0002 48 .1496 68 .1250 52 .0173 162 .4865 104 .0502 214 .4731
2 .0014 50 .1634 70 .1348 54 .0195 164 .5000 106 .0536 216 .4837
4 .0034 52 .1799 72 .1456 56 .0219 ——— 108 .0571 218 .4947
6 .0062 54 .1947 74 .1563 58 .0245 N = 11 110 .0609 220 .5053
8 .0119 56 .2139 76 .1681 60 .0272 0 .0000 112 .0647

10 .0171 58 .2309 78 .1793 62 .0302 2 .0000 114 .0688



Kapitel 6

Beslutningsteori

Et af de spørgsmål, der trænger sig mest på efter vor gennemgang af specielt testte-
orien, er, om der findes en rationel metode til bestemmelse afet rimeligt niveau�. Det
er ikke altid tilfredsstillende blot a priori at fastlægge det til e.g. 5%, selv om det i
praksis ofte er den værdi, man uden videre overvejelser vælger. En sådan metode kan
man i nogle tilfælde konstruere ved hjælp afdecisionseller beslutningsteorien, især
hvis man er i besiddelse af en tabsfunktion, i.e. hvis man kanrangordne forskellige fe-
jlbeslutninger og angive, hvor meget værre det er at begå én fejl end en vilkårlig anden.
Det ligger uden for denne fremstillings rammer at give en dybere indføring i den statis-
tiske beslutningsteori. På den anden side ville vores gennemgang af vigtige statistiske
principper og værktøjer være ufuldstændig, hvis man ikke fikantydet løsningerne på
sådanne problemer. Vi vil her omtale nogle vigtige begreberi denstatistiskebeslut-
ningsteori, i.e. den gren, der berører de tilfælde, hvor derforeligger observationer, som
er realiserede udfald af stokastiske variable. Den rene såkaldte spilteori vil derimod
ikke blive omtalt. Her kan henvises til f.eks. [39].

6.1 Generelt om beslutningsteori

Som antydet indledningsvis vil vor gennemgang være af causerende karakter: sæt-
ninger og definitioner vil ikke altid blive anført med den matematiske stringens, man
kunne ønske, idet en sådan fremstilling ville være unødigt tung og omfattende til vort
formål.

515
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6.1.1 Definitioner og metoder

Vi antager, at vi er i den situation, at vi skal træffe beslutninger, der afhænger af mæng-
den aftilstande
 = f�j� 2 
g; (6.1)

de såkaldteparametre. Disse (naturens) tilstande er ukendte for os. Vi ved, hvilke
muligheder der er, nemlig
, men vi ved ikke, hvad den relevante værdi af� er. De
muligebeslutningervi kan antage, eraktionerne�A = faja 2 �Ag: (6.2)

Det er naturligvis ikke underordnet, hvilken aktion vi vælger, idet der er knyttet ettab
til valget af en aktiona, hvis den sande parameterværdi er�, nemligL(�; a), hvorL : 
� �A! R (6.3)

altså er tabsfunktionen. For at kunne træffe den "rigtige" beslutning foretager vi - med
henblik på at skaffe os oplysning om� - et eksperiment, hvis udfald er en stokastisk
variabelX = (X1; � � � ; Xn): (6.4)

Fordelingen af udfaldet afhænger af, hvilken parameter derer involveret. Hvis param-
eteren er�, harX frekvensfunktionenf(x1; � � � ; xnj�) = f(xj�): (6.5)

For at bestemme den aktion, vi vil tage efter at have konstateret udfaldetx, definerer vi
beslutningsfunktionenellerstrategiend: Rn ! �A; d.v.s. d(x) = d(x1; � � � ; xn) 2 �A: (6.6)

Hvis man ønsker en konkret situation som et eksempel til "forklaring" af begreberne,
kan man anvende følgende

EKSEMPEL 6.1.En fabrikant, der vil markedsføre et nyt produkt, er i tvivl om, hvilket
navn han skal give produktet, hvilken emballage han skal anvende etc. For at skaffe
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sig et overblik over, hvad hans potentielle kunder ville foretrække, bekoster han en
markedsundersøgelse, og på basis af udfaldet af denne træffer han sit valg af navn,
emballage etc. Her svarer hans potentielle kunders opfattelser til tilstandene
 og et
konkret valg af navn og emballage til en aktiona. Det er naturligvis ikke underord-
net, hvad produktet hedder, og hvordan emballagen ser ud. Hvis kunderne foretrækker
røde æsker, og varen sælges i gule, vil fabrikanten ikke tjene så meget, som hvis han
havde valgt røde æsker. Der er altså knyttet et tabL(�; a) til enhver tilstand og enhver
aktion. Markedsundersøgelsen svarer naturligvis til eksperimentet, og udfaldet af un-
dersøgelsen afhænger naturligvis af den mening, kunderne har, i.e.�. Endelig vælger
fabrikanten jo navn og emballage på basis af undersøgelsensudfald, i.e. fabrikanten
har en beslutningsfunktiond. �
Vi vender nu tilbage til den almindelige situation. Formålet med en "rationel" beslut-
ningstagen må være at vælge de aktioner, der i en eller anden passende forstand mini-
maliserer vort tab. Med henblik på dette defineresrisikofunktionen .R(�; d) = E��L��; d(X)�� = 8><>: Px L��; d(x)�f(xj�)1R�1 L��; d(x)�f(xj�) dx (6.7)

hvor vi selvfølgelig anvender summen, hvisX = (X1; � � � ; Xn) er diskret, og inte-
gralet, hvisX = (X1; � � � ; Xn) er kontinuert. Risikoen er altså det forventede tab,
hvor vi tager forventningsværdi over de mulige udfald af vort eksperiment. Vi vil nu
søge at bestemme en beslutningsfunktion, der bevirker, at vor risikoR bliver lille. Hvis
vi kan finde etd0, så vi foralle � og alled harR(�; d0) � R(�; d);
er d0 uniformt bedre end alle andred og må derfor foretrækkes. Nu viser det sig imi-
dlertid, at det er yderst sjældent, et sådantd0 eksisterer. Langt hyppigere har vi en
situation som antydet i nedenstående figur, hvor risikofunktionernes grafer skærer hi-
nanden
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Her er det vanskeligere at vælge en beslutningsfunktion. I�1 erR(�; d1) mindst, i�2R(�; d2) etc. En mulig løsning på dette dilemma er at vælge den forsigtige strategid1,
idet d1 har den egenskab, at den maksimale risiko, vi løber, er mindst mulig. Vi taler
om enminimax-strategi, og definitionen er altså

DEFINITION 6.1.Strategiend1 siges at være enminimax-strategi, hvissup� R(�; d1) = infd sup� R(�; d); (6.8)

eller, hvis ekstremumsværdierne antagesmax� R(�; d1) = mind max� R(�; d): (6.9)N
I ovenstående figur vild2 være minimax-strategien.

I mange situationer vil parameteren� variere stokastisk. Hvis man f.eks. har en au-
tomatisk tappemaskine, vil den faktiske fyldehøjdeX i flaskerne formentlig følge en
fordeling med indstillingshøjden� som middelværdi. Vi sætter frekvensfunktionen
for X lig f(xj�). Når man nu hver morgen indstiller maskinen til at give fyldehøj-
den �, vil dette være forbundet med nogen usikkerhed (jfr. afsnittet om compound
fordelinger). Vi kan derfor opfatte den faktiske indstilling � som det realiserede ud-
fald af en stokastisk variabel�, og den usikkerhed, der ligger i værdien af�, kan vi
udtrykke ved en frekvensfunktiong(�); � 2 
; (6.10)
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den såkaldtea priori fordeling for �.

Når man nu har målt fyldehøjden i en flaske, ville det muligvisfalde én ind at spørge,
hvor godt har man nu indstillet maskinen, i.e. hvad kan jeg - efter at have måltX - sige
om�’s fordeling?

Hvis vi forudsætter, at bådeX og� kun antager endeligt mange værdier, kan vi mere
konkret sige, at vi søger denbetingede fordelingPf� = �jX = xg = k(�jx):
Her kank let bestemmes, idet vi jo harPf� = �jX = xg = P�f� = �g \ fX = xg�PfX = xg= PfX = xj� = �gPf� = �gPfX = xg= f(xj�)g(�)h(x) ; (6.11)

hvorh(x) er givet vedh(x) = PfX = xg =Xi f(xj�i) = g(�i);
jfr. sætning 1.70 p. 189. Vi bemærker i øvrigt analogien til Bayes regel (p. 38).

Den således fremkomne betingede frekvensfunktion kaldesa posteriori fordelingen
for � givet observationenX = x. Generelt vil vi blot definere a posteriori fordelingen
ved udtrykket (6.11), d.v.s.

DEFINITION 6.2.Lad� være en stokastisk variabel med (a priori) frekvensfunktiong(�), og ladX = (X1; � � � ; Xn) være en stokastisk variabel, der for givet� = � har
frekvensfunktionenf(xj�). Da defineresa posteriori fordelingenk for � givetX = x
ved k(�jx) = f(xj�)g(�)h(x) ; (6.12)
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hvor h(x) = 8><>: 1R�1 f(xj�)g(�) d�; hvis� type KP� f(xj�)g(�); hvis� type D.

Vi bemærker, at også� kan være flerdimensional. N
Af hensyn til senere referencer anfører vi nogle nyttige a priori - a posteriori fordelinger
i nedenstående skema:

A priori fordeling Fordeling afX A posteriori fordeling
for � for � = � af� for X = xBe(�; �) B(n; �) Be(�+ x; � + n� x)G(k; �) P(�) G(k + x; ��+1 )N(�; �2) N(�; �2) N(�1; �21)

I skemaet er anvendt betegnelserne:�1 = �=�2 + x=�21=�2 + 1=�21�21 = 1�2 + 1�2 :
Bevis.Vi viser f.eks. resultatet forG(k; �)- fordelingen. Vi har ifølge resultatet p. 189,
at h(x) = �(x+ k)x!�(k) � 11 + ��k� �� + 1�x ;
d.v.s. ifølge definitionen (6.12)k(�jx) = 1�(k) 1�k �k�1e� �� �xx! e�� x!�(k)�(x+ k) (1 + �)k �1 + �� �x= 1�(x+ k) �� + 1� �k+x �k+x�1e��(�+1)=� ;
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hvilket netop er tætheden for enG(x + k; ��+1 )-fordeling. De øvrige vises analogt.�
BEMÆRKNING 6.1.Hvis man indfører vendingenpræcisionen for den reciprokke
varians, ser vi, at a posteriori præcisionen i det normale tilfælde er summen af a priori
præcisionen og observationens præcision, og a posteriori middelværdien er det vejede
gennemsnit af a priori middelværdien og observationen med præcisionerne som vægte.
Vi ser i øvrigt, at a posteriori fordelingen i alle tre tilfælde er af samme art som a priori
fordelingen. En a priori fordeling og en stikprøvefordeling, der har denne egenskab,
kaldeskonjugerede. H
Vi vender nu tilbage til vort oprindelige beslutningsproblem. Hvis vi er i besiddelse af
en a priori viden om�, som kan udtrykkes ved en a priori fordelingg, vil det naturligvis
ikke være rimeligt at se bort fra denne merinformation, når man skal træffe en beslut-
ning. Vi vil naturligt foretrække strategierd, som er sådan beskafne, at risikoenR(�; d)
i en eller anden forstand er lille i punkter�, der har stor sandsynlighed for at indtræffe.
Vi indfører derfor den såkaldteBayes-risikor(g; d) = E�R(�; d)� = 8<: R
 R(�; d)g(�) d� � af type KP� R(�; d)g(�) � af type D

(6.13)

d.v.s. Bayes-risikoen er middelrisikoen, hvor vi altså hartaget forventningsværdi over
de mulige parameterværdier.

DEFINITION 6.3.Ved enBayes strategid1 forstår vi en strategi, der minimaliserer
Bayes-risikoen, d.v.s.d1 er en Bayes strategi, hvis og kun hvisr(g; d1) = infd r(g; d): N
Hvis man leder efter en Bayes strategi, skal man altså minimaliserer(g; d). Dette er
ofte besværligt, hvorfor vi omskriverr(g; d). Vi betragter f.eks. tilfældet, hvorX er
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kontinuert, og� er kontinuert. Vi har da, idet vi udelader grænserne i integralerne, atr(g; d) = Z R(�; d)g(�) d�= Z Z L��; d(x)�f(xj�) dx g(�) d�= Z Z L��; d(x)�f(xj�)g(�) d� dx= Z h(x) Z L��; d(x)�k(�jx) d� dx= Z h(x) Ex�L��; d(x)�� dx:
Vi har her anvendt (6.12) og forudsat, at det er tilladeligt at ombytte integrationsorde-
nen. Vi ser nu, at etd, der for ethvertx minimaliserer det inderste integral, naturligvis
også minimaliserer dobbeltintegralet og dermedr(g; d). Vi har derfor følgende

SÆTNING 6.1.Under visse (milde) regularitetsforudsætningerbestemmes Bayes strate-
gien punktvis ved at minimalisereEx�L��; d(x)�� = � R L��; d(x)�k(�jx) d� � af type KP� L��; d(x)�k(�jx) � af type D

(6.14)

BEMÆRKNING 6.2.Fodtegnetx i Ex angiver, at der er tale om middelværdien i a
posteriori fordelingen. Hvis vi udtrykker (6.14) verbalt,får vi, at Bayes strategien er
den strategi, der for ethvertx minimaliserer det forventede tab. H
Vi vil nu illustrere de indførte begreber ved hjælp af et større eksempel. Da eksemplet
er ret omfattende, formulerer vi det som et særligt afsnit.

6.1.2 Eksempel på analyse af et beslutningsproblem

Det eksempel, vi skal gennemgå, er en simplificeret version af et case fra [45].

Den texanske oil wildcatter1 Mr. Jones står i den situation at skulle vælge mellem enten
selv at bore efter olie på en ranch, han har anskaffet, eller sælge sine boringsrettigheder.

1Wildcatter: A person who drills for oil in territory not known to be oil bearing, p. 2092 Webster’s New
Twentieth Century Dictionary of the English Language, sec.ed., Cleveland and New York 1971.
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Vi kalder disse mulige aktionera1 oga2, i.e.a1 : at bore selva2 : at sælge boringsrettighederne.

Nu afhænger gevinsten ved at bore naturligvisaf den mængde olie, der er det pågældende
sted; men for simpelheds skyld betragter vi kun to tilstande, nemlig�1 : ingen olie til stede�2 : olie til stede.

Man regner a priori med, at sandsynligheden for, at der er olie det pågældende sted, er20%. Denne a priori sandsynlighed er resultatet af en mængde overvejelser vedrørende
olieforekomster i nærheden, områdets geologiske karakteretc. Vi har altså a priori
fordelingeng(�1) = 0:8g(�2) = 0:2
Mr. Jones, som er en erfaren oliemand, regner med, at han taber ca.1:500:000$, hvis han sælger olierettighederne, og der findes olie. Dette tab er et såkaldt
opportunity loss (eller regret), idet der jo ikke er tale om direkte omkostninger, men
betydelige indtægter, dels fra salget af borerettighederne, dels fra afgifter af den ind-
vundne olie. Tabet er blot et udtryk for den sum, han kunne have tjent mere, hvis han
havde valgt den i denne situation optimale beslutning, nemlig at bore selv. Tabet ved
den optimale beslutning sættes derfor lig0 her.

Hvis der ingen olie er, lider Mr. Jones nogle konkrete tab. Hvis han sælger sine
rettigheder, taber han1:000:000$ (bl.a. grundet den merpris, han har givet ud over
ranchens landbrugsmæssige værdi af den formodede tilstedeværelse af olie), og hvis
han borer, har han yderligere omkostninger på2:000:000$.

Mr. Jones vælger derfor at træffe sine videre beslutninger på basis af tabsfunktionenL
givet ved L(�; �) a1 a2

bore selv sælge�1 (ingen olie) 300 100�2 (olie) 0 150
Vi skal ikke komme nærmere ind på at begrunde rimeligheden af(eller det urimelige
i) Mr. Jones’ valg af tabsfunktion. Vi nøjes med at konstatere, at det generelt er meget



524 K APITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

vanskeligt at opstille en sådan, idet der jo ofte kræves, at man skal kunne vurdere de
økonomiske konsekvenser af ikke trufne beslutninger underforhold, om hvilke man
ikke ved, om de opstår.

Før Mr. Jones tager sin beslutning, kan han få foretaget en række seismologiske under-
søgelser til yderligere belysning af forholdene. De muligeudfald af en sådan forsøgsrække
erx1 : der afsløres ingen struktur,x2 : der er en åben struktur,x3 : der er en lukket struktur.

Erfaringen viser, at man, hvis der ingen olie er, har, at sandsynligheden for at fåx1 hen-
holdsvisx2 ogx3 er0:68 henholdsvis0:28 og0:04. Såfremt der er olie i undergrunden,
er de tilsvarende sandsynligheder0:30, 0:35 og0:35.

Frekvensfunktionenf(xj�) for udfaldet af eksperimentet er altså givet vedf(xj�) x1 x2 x3�1 0:68 0:28 0:04�2 0:30 0:35 0:35
Under forudsætning af, at Mr. Jones lader forsøgsrækken udføre, vil vi nu bestemme
hans minimax og hans Bayes strategi.

Da der er to mulige aktioner og 3 mulige udfald af eksperimentet, er der23 = 8 mulige
beslutningsfunktioner, nemligd1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8x1 a1 a1 a1 a1 a2 a2 a2 a2x2 a1 a1 a2 a2 a1 a1 a2 a2x3 a1 a2 a1 a2 a1 a2 a1 a2
Vi skal nu bestemme risicieneR(�i; dj) = E�i�L��i; dj(X)�� = 3X�=1L��i; dj(x�)�f(x�j�i):
Vi har f.eks.
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På tilsvarende måde beregnes de øvrige risici, og vi samler resultaterne i nedenstående
skema.R(�; d) d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8�1 300 292 244 236 164 156 108 100�2 0 52:5 52:5 105 45 97:5 97:5 150

Max 300 292 244 236 164 156 108 150
Heraf ses, atmax� R(�; d7) = mind max� R(�; d);
d.v.s. minimaxstrategien erd7. Mr. Jones skal altså kun bore selv, hvis der konstateres
en lukket struktur ved de seismologiske undersøgelser. I deøvrige tilfælde skal han
sælge.

Vi vil nu bestemme Bayes strategien. Vi finder først a posteriori fordelingen for�, i.e.k(�ijxj) = f(xjj�i)g(�i)h(xj) ;
hvor h(xj) = f(xjj�1)g(�1) + f(xjj�2)g(�2):
Vi bestemmer førsth. Vi har eksempelvish(x1) = 0:68 � 0:8 + 0:30 � 0:2 = 0:604:
Analogt findesh(x2) = 0:294h(x3) = 0:102



526 K APITEL 6. BESLUTNINGSTEORI

Herefter har vi e.g.k(�2jx1) = 0:30 � 0:20:604 = 0:10
Vi samler samtlige a posteriori sandsynligheder i nedenstående tabelk(�jx) x1 x2 x3�1 0:90 0:76 0:31�2 0:10 0:24 0:69
Ifølge sætning 6.1 skal vi nu for ethvertx blot bestemme den aktion, der minimalisererEx�L(�; a)� = L(�1; a)k(�1jx) + L(�2ja)k(�2jx):
Forx = x1 oga = a2 finder viEx1�L(�; a2)� = 100 � 0:90 + 150 � 0:10 = 105:
Analogt bestemmes de øvrige, som vi samler iEx�L(�; a)� x1 x2 x3a1 270 228 93a2 105 112 134:5
Vi konstruerer nu Bayes løsningen ved for ethvertx at vælge deta, der giver det mind-
ste middeltab (markeret ved en firkant i tabellen). Det ses, at Bayes løsningen er
givet vedd(x1) = a2; d(x2) = a2; d(x3) = a1;
d.v.s.d = d7, den samme som minimaxløsningen.

Vi ser nu i øvrigt let, at den minimale Bayes-risiko err(g; d7) = 105 � 0:604 + 112 � 0:294 + 93 � 0:102 = 105:8:
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Hvis Mr. Jones ikke lader foretage noget eksperiment, kan han beregne det forventede
tab ved hjælp af a priori fordelingen for� i stedet for a posteriori fordelingen. Vi får
da Eg�L(�; ai)� = L(�1; ai)g(�1) + L(�2; ai)g(�2);
d.v.s.Eg�L(�; a1)� = 300 � 0:8 + 0 � 0:2 = 240Eg�L(�; a2)� = 100 � 0:8 + 150 � 0:2 = 110:
Hvis Mr. Jones intet eksperiment foretager, da er det altså aktionena2, der giver det
mindste forventede tab.

Forskellen mellem de forventede tab i de to situationer erEg�L(�; a2)�� Ex�L(�; d2)� = 110� 105:8 = 4:2;
og man kan da sige, at de4:2 erøvre grænse for den pris, vi er villige til at betale for
eksperimentet for at få den merinformation, der ligger i eksperimentets udfald. I
det aktuelle tilfælde må vi derfor råde Mr. Jones til at lade eksperimentet udføre, hvis
dette er billigere end4:2 � 10:000$ = 42:000$:
En analyse af denne slags kaldes enpræ posteriori analyse. Den udvikles i det
generelle tilfælde naturligvis til at afgøre, hvilket af flere mulige eksperimenter man
skal vælge.

Vi forlader nu eksemplet og de almindelige betragtninger omden statistiske beslut-
ningsteori og vender os mod anvendelsen af beslutningsteorien i estimations- og test-
problemer.
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6.2 Beslutningsteoriens anvendelse i statistikken

Det er åbenbart, at man kan opfatte et estimations- eller et testproblem som et beslut-
ningsproblem af en karakter som omtalt i det foregående afsnit. Skal man f.eks. es-
timere en parameter� på basis af målingerX1; � � � ; Xn, er estimatorent(X1; � � � ; Xn),
hvor t afbilderRn ! 
 = f�j� 2 
g jo en beslutningsfunktion som omtalt p. 516.
Skal man testeH0 : � = �0 modH1 : � = �1, skal man jo vælge enten�0 eller �1
på basis af udfaldet af stokastiske variableX1; � � � ; Xn, d.v.s. at vi igen har en beslut-
ningssituation. Vi skal nu vise, hvorledes tilstedeværelsen af en tabsfunktion muliggør
konstruktion af andre estimatorer eller muliggør fastlæggelsen af et rimeligt niveau. Vi
indleder med

6.2.1 Beslutningsteoriens anvendelse i estimationsteori en

I mange estimationsproblemer vil en tabsfunktion afhænge af afstanden mellem esti-
matett(x) = t(x1; � � � ; xn) og den sande parameter�. De to simpleste former for
tabsfunktioner vil da væreL1��; t(x)� = cj� � t(x)j
og L2��; t(x)� = c�� � t(x)�2;
hvor c er en positiv konstant og� en endimensional parameter. Vi vil nu søge at
bestemme minimax- og Bayes løsninger svarende til disse tabsfunktioner. Beslutnings-
funktionerne er her estimatorernet(X) = t(X1; � � � ; Xn), og en aktion er et valg af
en bestemt værdi af�. Vi har risikofunktionerneR1(�; t) = E��cj� � t(X)j�
og R2(�; t) = E��c�� � t(X)�2�;
og det er klart, at minimax estimatorerne bestemmes ved at minimaliseresup� E��j� � t(X)j�



6.2. BESLUTNINGSTEORIENS ANVENDELSE I STATISTIKKEN 529

henholdsvissup� E���� � t(X)�2�:
Uden yderligere forudsætninger om, hvilke estimatorert vi betragter, og hvilke forde-
linger der er involveret, er det ikke muligt at opstille eksplicitte udtryk for minimaxløs-
ningerne.

Vi vender os derfor til et konkret tilfælde i følgende eksempel.

EKSEMPEL 6.2.Vi betragter uafhængige stokastiske variableX1; � � � ; Xn medE(Xi) = � ogV(Xi) = �2, i = 1; � � � ; n. Vi vil anvende den kvadratiske tabsfunktionL��; t(x1; � � � ; xn)� = L��; t(x)� = �� � t(x)�2:
Vi vil kun betragte estimatorer, der erlineære i X1; � � � ; Xn, d.v.s. af forment(x) = t(x1; � � � ; xn) = �0 + �1x1 + � � �+ �nxn: (6.15)

Vi vil nu bestemme minimaxestimatoren af denne form. Vi har,atE�t(X)� = E(�0 + �1X1 + � � �+ �nXn) = �0 + �1� + � � �+ �n�
og V�t(X)� = V(�0 + �1X1 + � � �+ �nXn) = �21�2 + � � �+ �2n�2:
Sætter vi�1 + � � �+ �n = � og�21 + � � �+ �2n = �2, har vi altsåE�t(X)� = �0 + ��V�t(X)� = �2�2:
Følgelig erR(�; t) = E���� � t(X)�2�= E���2 + t(X)2 � 2�t(X)�= �2 + E��t(X)2�� 2� E��t(X)�= �2(� � 1)2 + �2�0(� � 1) + �2�2 + �20:
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Vi ser nu, atR(�; t) er ubegrænset for alle beslutningsfunktioner, for hvilke� 6= 1. En
minimaxløsningt må derfor tilfredsstille� = 1, d.v.s.�1 + � � �+ �n = 1:
For et sådantt havesR(�; t) = �2�2 + �20 = (�21 + � � �+ �2n)�2 + �20:
Det er klart, at�0 må være0, og at�1; � � � ; �n bestemmes ved at minimalisereg(�1; � � � ; �n) = �21 + � � �+ �2n
under bibetingelsen�1 + � � �+ �n = 1:
At bestemme dette minimum er en simpel øvelse i anvendelse afteorien for Lagrange
multiplikatorer. Vi anfører betragtningerne for fuldstændighedernes skyld. Vi får, at�i, i = 1; � � � ; n, skal tilfredsstille@g@�i + � = 0 i = 1; � � � ; n�1 + � � �+ �n = 1;
hvor� er Lagrange multiplikatoren. Dette giver2�i + � = 0 i = 1; � � � ; n�1 + � � �+ �n = 1:
Ved addition af de førsten ligninger fås2(�1 + � � �+ �n) + n� = 1



6.2. BESLUTNINGSTEORIENS ANVENDELSE I STATISTIKKEN 531

d.v.s. � = � 2n:
Dette giver løsningen�1 = � � � = �n = 1n:
Det verificeres nu let, at dette virkelig er et globalt minimumspunkt forg, således at vi
har fået vist, at minimaxestimatoren er�X. �
Vi resumerer indholdet af ovenstående eksempel i

SÆTNING 6.2.LadX1; � � � ; Xn være uafhængige stokastiske variable medE(Xi) = � og V(Xi) = �2. Hvis vi anvender en kvadratisk tabsfunktion og kun
betragter estimatorer, der er lineære iX1; � � � ; Xn, er minimaxestimatoren for� lig�X = 1nPXi.
Vi vil nu betragte Bayes estimatorer. Det er her noget lettere at angive præcise udtryk
for estimatorerne. Vi har altså nemlig følgende

SÆTNING 6.3.Vi betragter uafhængige identisk fordelte stokastiske variableX1; � � � ; Xn, der for givet� = � har frekvensfunktionenf(xj�). Den stokastiske
variable� har a priori fordeling med frekvensfunktiong(�). Hvis vi anvender den ab-
solutte tabsfunktion (6.2.1), er Bayes estimatoren for� lig enhver median i a posteriori
fordelingen for�, og hvis vi anvender den kvadratiske tabsfunktion (6.2.1),er Bayes
estimatoren lig middelværdien i a posteriori fordelingen.

BEMÆRKNING 6.3.Vi må her indskyde, at sætningen ikke er fuldstændigt formuleret.
Vi må bl.a. forudsætte, at de p. 521 anførte ombytninger af integrationsordenen er
tilladte. H
Bevis.Vi viser først resultatet vedrørende den kvadratiske tabsfunktion. Vi har, at
Bayes strategien bestemmes ved at minimalisereEx���� t(x)�2�
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hvorEx altså angiver middelværdien i a posteriori fordelingen. Vihar imidlertidEx����t(x)�2� = Ex����Ex(�)+Ex(�)�t(x)�2�= Ex����Ex(�)�2�+Ex��Ex(�)�t(x)�2�+2Ex����Ex(�)���Ex(�)�t(x)�= Ex����Ex(�)�2�+Ex��Ex(�)�t(x)�2�= Vx(�)+�Ex(�)�t(x)�2:
Da det første led er uafhængigt aft, ses det, at vi får minimum fort(x) = Ex(�) = � R �k(�jx) dxP �k(�jx) ;
hvilket skulle vises.

Ved lidt mere indviklede betragtninger følger tilsvarende, atEx�j� � t(x)j�
antager sin minimumsværdi imx bestemt vedPf� < mxjX = xg � 12 � Pf� � mxjX = xg;
d.v.s.mx = medianen i a posteriori fordelingen (se f.eks. [8] p. IX 7). �
Vi giver et eksempel til yderligere belysning af forholdene.

EKSEMPEL 6.3.En bygmester, der modtager alle sine sten fra samme teglværk, har
gennem lang tid konstateret, at defektprocenten blandt de leverede partier er stærkt
svingende. Den hyppigste defektprocent (modus) er ca. 1%, og middeldefektprocenten
er ca. 2%. Han modtager nu et nyt parti sten og konstaterer, atder er én dårlig ud af
5, han tilfældigt udvælger. Han kunne derfor estimere defektprocenten� i dette parti
ved den relative hyppighed af defekte, i.e. ved15 = 20%. Dette er selvsagt ikke særlig
rimeligt, mandens a priori viden taget i betragtning. Vi vilsøge at formulere en a
priori fordeling for defektprocenten og dernæst bestemme en Bayes estimator, idet vi
vil anvende en kvadratisk tabsfunktion.
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Det er ikke muligt uden videre at opstille en kanonisk model for�’s fordeling. Da�
er en sandsynlighed, søger vi derfor blot en fordeling på intervallet[0; 1], der virker
rimelig, og som har den anførte middelværdi og modus. Det vilderfor være naturligt
at tænke på en beta-fordeling. EnBe(�; �)-fordeling har middelværdi�=(� + �) og
modus(��1)=(�+��2) (ses ved differentiation af tætheden). Vi kan derfor opstille
ligningerne ��+ � = 0:02�� 1�+ � � 2 = 0:01:
En løsning til disse ligninger er (afrundet)� = 2 og� = 100. EnBe(2; 100)-fordeling
har tæthedenf(�) = 1B(2; 100)�(1 � �)99 = 10100 � �(1 � �)99:
Vi indtegner grafen forf i et koordinatsystem og får
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Vi ser, at grafen vokser fra værdien0 i punktet� = 0 til ca.37 i 0:01 og derefter aftager,
til den (næsten) har nået abscissen i� = 0:1. Den virker derfor yderst plausibel som a
priori fordeling af defektprocenterne.

For givet� = � vil det være rimeligt at antage, atX-antallet af defekte i stikprøven på
de5 - vil følge enB(5; �)-fordeling.

Ifølge skemaet 520 vil a posteriori fordelingen af� givet X = x være enBe(2 +x; 100 + 5 � x)-fordeling, i.e., da vi observeredex = 1, enBe(3; 104)-fordeling.
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Middelværdien i denne fordeling er33 + 104 = 0:028;
og dette er ifølge sætning 6.3 Bayes estimatet for�. Dette resultat virker langt mere
plausibelt end de 20%. Størrelsesordenen af de0:028 er den samme, som vi er vant til
for de øvrige defektprocenter (1–2%), men selvfølgelig større end middelværdien 2%,
da vi jo rent faktisk har en stor relativ hyppighed af defektei vor stikprøve.

I nedenstående graf har vi indtegnet a posteriori tætheden for�.
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Vi ser, at tætheden er rykket til højre i forhold til a priori tætheden. Endvidere har vi
fået en større spredning svarende til, at vi har fået en "ekstrem" observation.

Vi vil nu forsøge at få et overblik over betydningen af valgetaf a priori fordeling, idet
vi vil undersøge, hvad der sker, hvis vi i stedet for enBe(2; 100)-fordeling havde valgt
enBe(1; 1)-fordeling, i.e. en rektangulær fordeling. Vi får da enBe(1 + 1; 1+ 5� 1)-
fordeling som a posteriori fordeling, i.e. enBe(2; 5)-fordeling. En sådan har tæthedenk(�jx) = 1B(2; 5)�1(1� �)4 = 15�(1 � �)4:
Graferne for de to fordelinger er indtegnet i nedenstående figur.
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Vi bemærker, at der er en meget stor forskel mellem a posteriori fordelingen her og så a
posteriori fordelingen i eksemplets første halvdel. Detteer et udtryk for, at overgangen
fra a priori til a posteriori fordeling er "træg", d.v.s. a posteriori fordelingen ligger -
naturligt nok - "nær" ved a priori fordelingen.

Med det noget særprægede valg af a priori fordeling bliver Bayes estimatet for� nu lig2=7 = 0:29, hvilket jo igen ligger langt fra det først opnåede Bayes estimat. �
Med ovenstående eksempel skulle det være antydet, at valgetaf a priori fordeling
(selvfølgelig) er meget vigtigt. Man kan ikke blot vælge en temmelig vilkårlig og
så gå ud fra, at modificeringen til a posteriori fordeling "klarer skærene", således at
man alligevel får fornuftige estimater.

Vi går nu over til at behandle beslutningsteoriens anvendelser i testteorien.

6.2.2 Beslutningsteoriens anvendelse i testteorien

Vi skal i det følgende kun beskæftige os med test af en simpel hypoteseH0 : � = �0
mod et simpelt alternativH1 : � = �1;
d.v.s. vi har parameterrummet
 = f�0; �1g
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og vi ønsker på basis af de uafhængige stokastiske variableX1; � � � ; Xn at testeH0
modH1.X1; � � � ; Xn har den simultane frekvensfunktionf(xj�) = f(x1; � � � ; xnj�):
Der er de mulige aktionera0 : at vælge�0a1 : at vælge�1
hvor a0 altså svarer til det vanlige begreb at acceptere en hypoteseetc. For at kunne
behandle problemerne som beslutningsproblemer er det naturligvis nødvendigt at have
en tabsfunktionL. Vi forudsætter, at der ikke er noget tab ved at vælge den rette
parameter. Vi har derforL(�0; a0) = L(�1; a1) = 0L(�0; a1) = L0L(�1; a0) = L1
Da der hersker en éntydig korrespondance mellem det kritiske områdeC for et test
og selve testet, kan vi fastlægge beslutningsfunktionerneved at specificere detC, de
derved svarer til. Vi har altså for ethvertC beslutningsfunktionendC(x) = � a0; hvisx 2 {Ca1; hvisx 2 C
Vi kan nu vise følgende sætning om minimaxløsningen til ovenstående beslutningsprob-
lem.

SÆTNING 6.4.Lad situationen være som ovenfor beskrevet. Da er minimaxtestet
givet ved det kritiske områdeC = �(x1; � � � ; xn)j f(x1; � � � ; xnj�0)f(x1; � � � ; xnj�1) � c� ;
hvor c fastlægges vedL1PfX 2 {Cj� = �1g = L0PfX 2 Cj� = �0g:
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Bevis.Vi gennemgår beviset i det tilfælde, hvorX er kontinuert fordelt.

Vi har risikoenR(�; d). Den er givet vedR(�0; d) = E�0�L��0; d(X)��= Zx2C L��0; d(x)�f(xj�0) dx+ Zx2{C L��0; d(x)�f(xj�0) dx= L0PfX 2 Cj� = �0g+ 0 � PfX 2 {Cj� = �0g:
Analogt finder viR(�1; d) = L1PfX 2 {Cj� = �1g:
Vi forudsætter nu, atd er en minimaxstrategi. Hvis vi sætterPfX 2 Cj� = �0g = �;
og hvis vi for et andetA harPfX 2 Aj� = �0g = �;
er PfX 2 {Aj� = �1g > PfX 2 {Cj� = �1g;
thi ellers villeA svare til en minimaxløsning. Denne relation giver ved overgang til
komplementærmængdernePfX 2 Aj� = �1g < PfX 2 Cj� = �1g;
og ifølge definition 3.7, p. 311, erC et bedste kritisk område. Formen for et sådant er
givet ved Neyman-Pearson’s lemma. Tilbage bliver alene at bestemmec; men det er
trivielt, at det skal vælges, såL1PfX 2 {Cj� = �1g = L0PfX 2 Cj� = �0g;
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idet funktionen på højresiden er voksende som funktionafC og venstresiden aftagende.
Maximum af disse 2 må derfor minimaliseres, når de er lig hinanden. �
Vi forudsætter nu endvidere, at� har en a priori fordelingg(�), � = �0; �1. Vi kan da
på sædvanlig vis beregne a posteriori fordelingenk(�jx) og fårk(�jx) = f(xj�)g(�)h(x) :
Vi kan nu bestemme Bayes strategien. Vi har nemlig

SÆTNING 6.5.Lad situationen være som ovenfor beskrevet. Da er Bayes strategien
givet ved det kritiske områdeC = �(x1; � � � ; xn)j f(x1; � � � ; xnj�0)f(x1; � � � ; xnj�1) � g(�1)L1g(�0)L0� :
Bevis.I følge sætning 6.1 bestemmes Bayes strategien ved at minimalisereEx�L��; dC(x)�� = L��0; dC(x)�k(�0jx) + L��1; dC(x)�k(�1jx)= � L1k(�1jx) x 2 {CL0k(�0jx) x 2 C:
Hvis denne størrelse skal minimaliseres for ethvertx, må vi definereC vedx 2 C , L0k(�0jx) � L1k(�1jx), L0f(xj�0)g(�0)=h(x)L1f(xj�1)g(�1)=h(x) � 1, f(xj�0)f(xj�1) � g(�1)L1g(�0)L0, f(x1; � � � ; xnj�0)f(x1; � � � ; xnj�1) � g(�1)L1g(�0)L0 : �
BEMÆRKNING 6.4.Vi konstaterer, at såvel minimaxtestet som Bayes testet er bedste
tests ifølge Neyman-Pearson’s lemma. De adskiller sig alene ved konstantenc, d.v.s.
ved niveauet. H
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Vi vil nu diskutere og illustrere de forskellige aspekter ved disse to sætninger ved hjælp
af et konkret eksempel.

EKSEMPEL 6.4.Vi betragter indbyrdes uafhængige identisk Poisson fordelte stokastiske
variableX1; � � � ; Xn, hvor altsåXi 2 P(�). Vi ønsker at testeH0 : � = �1 = 1 mod H1 : � = �1 = 2:
Vi har med den i det foregående anvendte symbolik tabsfunktionenL givet vedL(�0; a1) = L0 = 6L1L(�1; a0) = L1;
hvor vi som et eksempel altså har valgt at sætteL0 = 6L1. Dvs., at tabet ved at begå
en såkaldt type I fejl sættes til 6 gange tabet ved at begå en type II fejl.

Da observationerne er stokastisk uafhængige, erf(x1; � � � ; xnj�) = nYi=1 �xixi! e�� = 1Qxi!�P xie�n�:
For at bestemme de forskellige tests løser vi nu følgende ulighed (jfr. eksempel 3.1
p. 314)f(x1; � � � ; xnj1)f(x1; � � � ; xnj2) � c , e�ne�2n 1Pxi2Pxi � c, Xxi � n� log clog 2 ;
d.v.s. det kritiske område erC = �(x1; � � � ; xn)jXxi � n� log clog 2 � ;
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hvor c så fastlægges som i sætning 6.4 eller sætning 6.5. Niveauet for testet bliverP�XXi � n � log clog 2 j� = 1�= P�P(n) � n� log clog 2 �' P�N(n; n) � n� log clog 2 �= P�N(0; 1) � n� log c� n log 2log 2pn �= P�N(0; 1) � 0:31n� log c0:69pn � :
Denne størrelse vil for Bayes testet gå mod0 for n ! 1, dac her er uafhængig afn.
Vi ser altså, atniveauet for Bayes testet går mod0 for stikprøvestørrelsen gående
mod1. Dette resultat gælder også for minimaxtestet, men det er lidt vanskeligere at
vise dette. Disse forhold illustrerer en af de fejl, man kan begå ved at fiksere et tests
niveau til e.g. 5%,når man har involveret omkostningsfunktioner. �
Vi vil med n = 10 observationer bestemme minimaxløsningen til testet i det følgende

EKSEMPEL 6.5. Ifølge sætning 6.4 skal vi bestemmec, såL1PfX 2 {Cj� = �1g = L0PfX 2 Cj� = �0g;
d.v.s.L1PnXXi < c1j� = 2o = 6L1PnXXi � c1j� = 1o ;
hvor c1 er størrelsen(n� log c)= log 2. Vi har altså, atPfP(20) � c1 � 1g = 6PfP(10) � c1g:
Vi prøver os frem. Vi får ved hjælp af tabelc1 PfP(20) � c1 � 1g 6 � PfP(10) � c1g

15 0.105 6 � 0:083 = 0:498
16 0.157 6 � 0:049 = 0:294
17 0.221 6 � 0:027 = 0:162
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Da første søjle er voksende ic1 og anden søjle aftagende, ser vi, atc1 lig 17 giver
minimaxløsningen. Det kritiske område ved en minimaxstrategi er altsåC = ((x1; � � � ; x10)j 10Xi=1 xi � 17) :
Det svarer til et test på niveauPnXXi � 17j� = 1o = PfP(10) � 17g = 2:7%;
d.v.s. af en størrelsesorden, vi er vant til (1–5%). �
Vi bestemmer nu en Bayes løsning.

EKSEMPEL 6.6.Vi antager nu, at der er givet en a priori fordeling over de mulige
værdier af�, i.e.Pf� = 1g = g(1) = 13Pf� = 2g = g(2) = 23 :
Ved hjælp af sætning 6.5 får vi, at konstanten i det bedste test erc = 2=3 � L11=3 � L0 = 2=3 � L11=3 � 6L1 = 13 :
Heraf fåsc1 = n� log clog 2 = 10 + log 3log 2 = 16:0:
Det kritiske område ved en Bayes strategi er derforC1 = ((x1; � � � ; x10)j 10Xi=1 xi � 16) :
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Dette svarer til et test på niveauPnXXi � 16j� = 1o = PfP(10) � 16g = 5%;
igen et niveau af sædvanlig størrelse. Styrken for testet i� = 2 erPnXXi � 16j� = 2o = PfP(20) � 16g = 84:3%: �
Endelig vil vi illustrere betydningen af at vælge e.g.�0 = 1 som hypotese og�1 = 2
som alternativ i

EKSEMPEL 6.7.Vi så i foregående eksempel, at Bayes testet afH0 : � = 1 modH1 : � = 2 svarende til et test på niveau 5%. Vi vil nu bestemme niveauetfor Bayes
testet af den modsatte hypotese, i.e.H 00 : � = 2 modH 01 : � = 1. Vi har daf(x1; � � � ; xnj2)f(x1; � � � ; xnj1) � c , e�2ne�n 2Pxi1Pxi � c, Xxi � n+ log clog 2 ;
hvor c bestemmes til1=3 � 6L12=3 �L1 = 3;
d.v.s. n+ log clog 2 = 10 + log 3log 2 = 16:0:
Det kritiske område er derforC2 = ((x1; � � � ; x10)j 10Xi=1 xi � 16:0) :
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Niveauet erPnXXi � 16j� = 2o = PfP(20) � 16g = 22:1%;
d.v.s. noget højere, end vi er vant til. På den anden side er styrken i� = 1 ligPnXXi � 16j� = 1o = PfP(10) � 16g = 97:3%;
d.v.s. acceptabelt høj.

Hvis vi på forhånd havde fikseret niveauet� af testetH 00 modH 01 til at være så nær
som muligt ved5%, havde vi fået det kritiske områdeC3 = ((x1; � � � ; x10)j 10Xi=1 xi � c3) ;
hvor c3 fastlægges vedPnXXi � c3j� = 2o = PfP(20) � c3g ' 5%:
Af tabel fås, atc3 = 12 giver � = 3:9%, hvilket er det nærmeste, vi kan komme.
Styrken for testet er i� = 1PnXXi � 12j� = 1o = PfP(10) � 12g = 79:2%:
Vi vil nu sammenligne de i dette og det foregående eksempel anførte tests til afgørelse
af, om� = 1 eller � = 2. Vi samler resultaterne i nedenstående skema.

Test 1 Test 2 Test 3� = 1 � = 2 � = 1 � = 2 � = 1 � = 2P(a1) = P(vælge� = 1) 95% 15.7% 97.3% 22.1% 79.2% 3.9%P(a2) = P(vælge� = 2) 5% 84.3% 2.7% 77.9% 20.8% 96.1%

For bedre at kunne vurdere disse tests anfører vi igen tabsfunktionenL og a priori
sandsynlighederne for�. L(�; a) � = 1 � = 2a1=vælge� = 1 0 L1a2=vælge� = 2 6L1 0

A priori
sandsynlighed

13 23
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Vi ser, at Bayes testene er næsten ens, hvad angår de involverede sandsynligheder
(at de ikke er helt ens, skyldes alene, at de stokastiske variable er diskrete, således
at PfX � cg 6= 1 � PfX � cg). Vi bemærker endvidere, at de begge har den
egenskab, at sandsynligheden for at begå en fejl er lavest der, hvor (middel-)tabet ved
at begå en fejl er størst. Denne egenskab besidder test 3 åbenbart ikke. Disse forhold
kommer også til udtryk, når man betragter Bayes-risikoen for de tre tests. Vi har nemlig
generelt, at Bayes-risikoen ved test af� = �0 mod� = �1 err(g; d) = L0g(�0)PfX 2 Cj� = �0g+ L1g(�1)PfX 2 {Cj� = �1g;
jfr. definitionen p. 521, idetR(�0; d) = E�0�L��0; d(X)�� = L0PfX 2 Cj� = �0gR(�1; d) = E�1�L��1; d(X)�� = L1PfX 2 {Cj� = �1g:
Udtrykt ved fejl af type I og type II fås derforr(g; d) = (Tab ved fejl af type I)P(Fejl af type I)g(�0)+ (Tab ved fejl af type II)P(Fejl af type II)g(�1)
For de tre betragtede tests fåsr(g; d1) = 6L1 � 5% � 13 + L1 � 15:7% � 23 = 0:20L1r(g; d2) = L1 � 22:1% � 23 + 6L1 � 2:7% � 13 = 0:20L1r(g; d3) = L1 � 3:9% � 23 + 6L1 � 20:8% � 13 = 0:45L1;
d.v.s. vi ser igen, at test 3 med det fikserede niveau� ' 5% (præcis= 3:9%) er det
klart dårligste hvad angår Bayes-risikoen.

Man kunne naturligvis opstille nogle ganske analoge betragtninger vedrørende mini-
maxtestet i eksempel 6.5. �
I mange testsituationer vil man uden at have en konkret tabsfunktion oftest være i den
situation, at man ikke mener, de forskellige fejl, man kan begå, er lige graverende. Hvis
man af en eller anden grund (f.eks. et eksisterende standardprogram, et tabelværk med
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5%-fraktiler, ens foresattes traditionsbundne holdning etc., etc.) vælger at operere med
niveauet� = 5%, er det åbenbart ikke underordnet, hvad man vælger som hypotese, og
hvad man vælger som alternativ. Den morale, man kan udlede afovenstående eksem-
pler er,at man da bør vælge som sin hypotese den (eller de) parameterværdi(er),
som det er "dyrt" fejlagtigt at forkaste , idet man da kun vil begå denne handling med
en sandsynlighed, der højest er lig� = 5%. Hvis man tester den modsatte hypotese,
vil man ikke umiddelbart have bånd på sandsynligheden for atbegå de "slemme" fejl.

For at eksemplificere ovenstående kommer vi med følgende (ekstreme)

EKSEMPEL 6.8.En laborant på et analyselaboratorium har fået til opgave atunder-
søge, om et bestemt firma A markedsfører varer, der ikke er i overensstemmelse med
varedeklarationen. Efter at have foretaget sine målinger har laboranten følgende mu-
ligheder for valg af hypotese og alternativ

1.
H0 : A’s varer er "forfalskede"H1 : A’s varer er i orden,

eller

2.
H00 : A’s varer er i ordenH01 : A’s varer er "forfalskede".

Laboranten har ingen konkret tabsfunktion, men han har dog på fornemmelsen, at det
vil være mere alvorligt at beskylde A for at bedrage, hvis haner hæderlig, end det
omvendte, så ifølge ovenstående princip bør han vælge at testeH00 : A’s varer er i orden

mod H01 : A’s varer er ikke i orden �
Med dette eksempel afslutter vi vor gennemgang af beslutningsteorien og skal henvise
læsere, der måtte være interesserede i en uddybning og yderligere eksemplifikation af
teorien til de i Bibliografien anførte artikler og lærebøger.
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Det græske alfabet

Bogstavnavn Udtale Gengivelse
A � alfa [a][a:] a
B � b ēta [b] b� 
 gamma [g] g� � delta [d] d
E � epsilon [e] e
Z � z ēta [ts,s] z
H � ēta [æ:] ē� # � th ēta [�,th,t] th,t
I � i ōta [i][i:] i
K � kappa [k] k� � lambda [l] l
M � my [m] m
N � ny [n] n� � ksi [ks] ks(x)
O o omikron [o] o� � pi [p] p
P� ro [r] r� � & sigma [s] s
T � tau [t] t
Y � ypsilon [y][y:] y� � fi [f] f(ph)
X � khi [x,ç,kh,k] ch(kh)	  psi [ps] ps
 ! ōmega [å:] ō


