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Forord

Med denne (forelgbige) udgave af 'En Introduktion til Stik' er der pabegyndt en
mere gennemgribende revision af laerebogssystemet ititdts civilingenigrstud-
erende ved DTU.

Udgaven er en bearbejdning af de tidligere udgaver, men raveki TeX. Dette vil
muliggare en hurtigere opdatering af fremstillingen i koemde udgaver.

Der er udfoldet store bestreebelser for at sikre, at der ikltisader for mange fejl; men
det vil veere naivt at tro, at der kan skrives mere end 500 sidemelfyldt tekst uden
at der slipper en del fejl igennem korrekturleesningen. Jeggvfor veere taknemmelig
for at blive gjort opmaerksom (skriftligt) pa tilbageveereridil.

En raekke kolleger og studerende har bidraget meget undivelsen og udviklingen,
isaer nuveerende og tidligere undervisere og studerendeti &gtistik 1. Omlaegnin-
gen til TeX skyldes de (dengang) studerende Claus @rum-Hansen, @ddagensen
og Jan Nygaard Nielsen.

Endelig vil det veere pa sin plads her at fremhaeve Poul Thgegmn har ydet en stor
indsats under udarbejdelsen af de tidligere udgaver, ogiki&pliid, som ved om-
leeggelsen til X har veeret en uvurderlig statte, ligesom en reekke forbedfienn-
stillinger skyldes ham.

Knut Conradsen
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Kapitel O
Forudseetninger og notation

0.1 Introduktion

EkSEMPEL 0.1.1 nedenstdende tabel 0.1 er anfgrt slagtevaegten af 10@gimgt pa

et dansk andelssvineslagteri. Vi ser, at veegtene er gansk®e svinger mellem 53 og
71 kg, men langt de fleste ligger omkring 60-61 kg plus/mirtysae kg. For at kunne
udtrykke denne variabilitet lidt mere preecist, vil vi tasdlg, hvor mange grise der har
veegtene 53, 54,. ., 71, 71 kg. Hvis man laver opteellingen manuelt kan man benytt
'havelage’-princippet. Man skriver de mulige veegte op, egriemgar derefter data.
For hver vaegtmaling slar man en strély 6g nar man har naet 5, saettes en skrastreg
over de 4 foregdendetT). P& denne méade fas let den sggte optzelling. Resultatet
er vist i nedenstaende tabel. Her er ogsa anferkdetulerede antal malinger, dvs.
det antal malinger, der er mindre end lig den pagaeldendexgqaKaldes antallet af
malinger med veegten (52t: = 1,... , 19, for »;, bliver det kumulerede antal altsa

Ri=r+.. .. +r

Veerdierne af; og R; er omsat til %-tal, nemlig derelative hyppighedellerfrekvens
i = (r/100) x 100% og den summerede ellé&umulerede relative hyppighed
(frekvens) F; = (R;/100) x 100%. Veerdierne aff; og F; er afbildet i Figur 0.1,
henholdsvis som en 'pind’ og som en trappekurve. Trappekuer konstant mellem
to maleveerdier (52#+1) og (52+) og springet i 52+ er altsa ligf;. Funktionerne i
Figur 0.1 kaldes ogsa detfen empiriske frekvensfunktionog den empiriske fordel-
ingsfunktion. ¢
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63 62 57 60 65
65 61 63 61 59
62 61 64 60 60
60 59 64 62 63
65 62 61 64 61
65 61 63 63 63
61 68 61 61 62
59 67 59 59 60
66 61 60 59 64
61 58 59 61 63
63 63 59 56 67
55 61 62 64 62
71 65 60 63 60
64 61 70 64 66
65 62 62 60 60
63 64 61 62 55
62 65 59 66 62
58 61 57 59 57
62 64 61 68 60
63 58 53 65 61

Tabel 0.1: Slagtevaegte i kg for 100 slagtegrise pa et dardddssvineslagteri.
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Veegt | 'Havelage’ Antal Kumuleret
antal
53 || 1 1
54 0 1
55 | Il 2 3
56 || 1 4
57 | Il 3 7
58 | Il 3 10
59 | M HT 10 20
60 | M T 11 31
61 | M T KT 18 49
62 | M AT 13 62
63 | M AT 12 74
64 | MATIIII 9 83
65 | MATIII 8 91
66 | Il 3 94
67 | Il 2 96
68 | Il 2 98
69 0 98
70 | | 1 99
71 || 1 100

Tabel 0.2: Opteelling af data om slagteveegte af grise.
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Antal i %, {

20%-

15%-

10%-

5%

T T T T
53 55 60 65 70  Vaegtikg
Kumuleret antal i %'iF

100%

50%-

53 55 60 65 70  Vaegtikg

Figur 0.1: Fordelingen af 100 malinger af slagteveegte ogkidebulerede antal
malinger i %.
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| det foregdende eksempel var der ikke flere forskellige vadtdier end at det var
gerligt (og informativt) at teelle op, hvor mange malingeat dar af hver maleveerdi. |
det naeste eksempel er malingerne givet med flere decimgldertor vil vigruppere
dem.

EkseMPEL 0.2.1 forbindelse med miljgmyndighedernes kontrol af foruneste ak-
tiviteter opereres med 2 typer af kontroller, nemlig

1. maengdekontrol

2. tilstandskontrol
Ved maengdekontrol kontrolleres den totale maengde af foemde stof, der udledes
til det ydre miljg. (Man taler ofte om udledning til ercipient.) Ved tilstandskon-

trol forstas en kontrolform, hvor vaerdien af en given vaelakke ma overskride et
givet niveau. Vi skal dveele lidt ved, hvad dette sidste irzdedy. | tabel 0.3 er anfart

Klasse Antal Kumuleret| Kumuleret

malinger antal antal i %
0.25-0.50 31 31 15.3
0.50-0.75 74 105 51.7
0.75-1.00 41 146 719
1.00-1.25 22 168 82.3
1.25-1.50 15 183 90.1
1.50-1-75 9 192 94.6
1.75-2.00 4 196 96.6
2.00-2.25 1 197 97.0
2.50-2.75 2 199 98.0
2.75-3.00 1 200 98.5
3.25-3.50 1 201 99.0
3.75-4.00 1 202 99.5
9.50-9.75 1 203 100

Tabel 0.3: Fordelingen af 203 malinger af en kontrolvaridbelelt pa 13 klasser.
Hgjre endepunkt er regnet med til klassen. Miljgmyndigheeekravveerdier 1.

resultater af 203 malinger af en kontrolvariabel malt gemmé &r pa en dansk indus-
trivirksomhed. Kontrolvariablen udtrykker et indhold (keentration) af sakaldt bioak-
tivt organisk materiale. For at fremme overskuelighededeobserverede veerdier
grupperet i intervaller af leengde 0.25, og det antal malindgr ligger i hvert interval
er angivet. Kaldes antallet af malinger i dié¢ intervala; er starrelsen

hi:za,7':ﬂ1+---+f17:
J<i
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ligeledes angivet. Starrelsén kaldes analogt med det tidligere for detmulerede
antal og den angiver altsfet antal observationer, der ermindre end eller lig med
hgjre klasseendepunkt i deni'te klasse (interval). Endelig fremkommer det ku-
mulererede antal i % sorfh,; /203) x 100%. Disse veerdier er afbildet i figur 0.2.
@verst era,; afbildet som funktion af 'intervallerne’ og nederst er tegen funktion,
der fremkommer ved lineger interpolation mellem veerdigimg¢203) x 100%. Den
averste figur er et eksempel pa det, vi kalddristogram, og den nederste er en sakaldt
sumpolygon



0.1. INTRODUKTION 15

Antal .

50 1

Rel. antal i %
100 4 e

././
75
50 !
25
10 /
s 1 2 é 4

Figur 0.2: Antal observationer pr klasse og det relativalemindre end hgjre klasseen-
depunkt.
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Det fremgar, at malingerne af kontrolvariablen ligger mell0.25 og 9.75, men ikke
alle malinger optraeder lige hyppigt! Vi ser, at 36.5% af mgéirne ligger i intervallet
[0.50 — 0.75], men kun 0.5% i intervallg®.50 — 9.75]. Af sumpolygonen fremgar, at
25% er mindre end 0.6 (ca.), 50% af malingerne er mindre €l @g 25% er starre
end 1.1 (ca.). Disse 3 veerdier

0.6
0.75
1.1

kaldesnederste kvartil, medianenog gverste kvartil for de observererede veerdier af
kontrolvariablen, og de bruges til at give en grov beskseedf, hvorledes malingerne
fordeler sig pa den reelle akse.

Miljgmyndighedernes kravveerdi er 1, dvs. at kontrolvagalbgr veere mindre end 1,
uden at det naermere er specificeret, hvad der skal forstéscheDet ses, at ca. 72%
af malingerne er mindre end kravveerdien, men omvendt alt28% stgrre end denne.
Er det acceptabelt ? Den starste maling er naesten 10 gangesdien! Nar disse
spgrgsmal skal afgares, ma man tage hgjde for, at malingariezer meget bl.a. pa
grund af méaleusikkerhed, pa grund af tilfeeldige fluktuatioinder produktionen, x.
grundet rdvareinhomogeniteter, tilfeeldige, mindre dsifop etc. Man kan ikke saette
kravveerdien vilkarligt lav. Dette ville alene grundet déstildige fluktuationer kunne
umuliggere en fortsat produktion, dvadlederrisikoen bliver for stor. Omvendt vil
en meget hgj veerdi medfare en for stecipientrisiko. En rimelig afvejning af disse
kraever, at der formuleres en passemamlel for malingernes variation, saledes at kon-
sekvenserne af forskellige strategier kan beregnes. Héwae der opnas en konsistent
behandling af miljgsager. ¢

EksEMPEL 0.3.Malingerne i dette eksempel svarer fuldstaendigt til de el 0.2
anfgrte. For den her anfgrte kontrolvariabel er miljgmghéidernes kravveerdi 9. Vi
ser, at kun 0.6% af malingerne overskrider denne veerdi. nietiligger 21.5% af
malingerne i klassen umiddelbart op til kravveerdien! Vilser, at den tilfzeldige varia-
tion har en helt anden natur end deti eksempel 0.2 anfgrteeridemaerkelsesveerdigt,
at sa fa malinger overskrider kravveerdien, nar vi har s& manglinger lige op til
denne. Det kunne her veere af interesse at sgge at beskdedifigen alene baseret pa
observationer, der e.g. er mindre end 5 kombineret med esepds model. Man kunne
sa sammenligne forudsigelser fra denne model med de faldisstaterede malinger.
Pa denne made kunne man maske fa afdeekket nogle relevamoédfomkring ind-
samlingen af data. ¢
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Klasse| Antal Kumuleret| Kumulereret
malinger antal antal i %
0-1 6 6 1.8
1-2 7 13 3.9
2-3 17 30 9.1
3-4 32 62 18.8
4-5 35 97 29.4
5-6 46 143 43.3
6-7 50 193 58.5
7-8 64 257 77.9
8-9 71 328 99.4
9-10 2 330 100

Tabel 0.4: Fordelingen af 330 malinger af en kontrolvaridbelelt pa 10 klasser.
Hgjreendepunkt er regnet med til klassen. Miljgmyndigheegkravveerdi er 9.
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Antal
50 -
10
| |
0 10
Rel. antal i %

100 e

e

Figur 0.3: Antal observationer pr klasse og det relativalamindre end hgjre klasseen-
depunkt.
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Antal a-partikler | Antal inter-
i 2 sek.interval valler
18
65
81
95
62
33
14
6
1

O~NOO U~ WNEO

Tabel 0.5: Hyppigheden af antalpartikler registreret i intervaller af 2 sekunders
leengde.

EKSEMPEL 0.4.1tabel 0.5 er anfart resultatet af malingerapartikler ved hjzelp af
et Geiger-Muller rgr. Dette er tilsluttet ent skriver, der beveeger sig med en hastighed
pa 1 cm/sekund. Resultatet af 15 sekunders forlgb ses medenf

/\_/\_/L/\_/‘/\U\_/\/\JI\AL

Strimlen er delt op i intervaller svarende til 2 sekunderantgllet af spidser (svarende
til en a-partikel) pr 2 sekunders interval er talt op. Der observégdt 375 intervaller.
18 af disse indeholdt ingen spidser, 65 en enkelt spids eabel 0.6 er angivet ven-
tetiderne mellemn-partiklerne. Vi ser, at der er flest i det farste interval 0r8.5.
Derefter synes antallene at aftage mere eller mindre elespigft. Udsendelsen af

Ventetid | Hyppighed
0-0.5 539
0.5-1.0 289
1.0-15 115
1.5-2.0 71
2.0-2.5 36
2.5-3.0 12
3.0-35 2
3.5-4.0 2
4.0-4.5 2

Tabel 0.6: Ventetid mellem 2 pa hinanden falgendgartikler.

radioaktive partikler anses almindeligvis for at veere di’'tidfeeldig’ proces. Vi har
her karakteriseret denne ved dels at angive en sattiskiet fordelt variabel , nemlig
det registrerede antal-partikler/2 sek, og dels en sakakibntinuert fordelt vari-
abel, nemlig ventetiden mellem-partikler. Den diskret fordelte variabel kan antage
veerdiernd), 1,2, - -- | dvs. heltallige veerdier, og den kontinuert fordelte vagldtan

(i princippet) antage alle veerdier stgrre end 0. Vi bemaedtelen 'totale tilfeeldighed’
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Antal
90 -

50 4

0N A

0 1 2 3 4 5 6 8

Antal reg. part. pr. 2 sek.

Figur 0.4: Fordeling af antat-partikler/2 sekund.

giver sig udslag i en smuk regelmaessighed i fordelingen &6 d@nomener. Efter en
passende matematisk formulering kan dette omvendt udniytiet afggre, om givne
haendelser optraeder helt 'tilfeeldigt’. ¢

EKSEMPEL 0.5.Stgrrelsesfordelinger af f.eks. stgbesand bestemmesjasdp &f et
system af sigter med stadigt finere maskevidder

OO
/ - \__}——_ Tilbagehold
Sigte ’ sandfraktion

° o
........

Der er efter sddan en sigtning intet principielt til hinder &t teelle antallet af sand-
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Antal

500 +

100 -

0 1 2 3 4 5
Ventetid imellem partikler

Figur 0.5: Fordeling af tidsafstanden mellerpartikler.

skorn, der er tilbage i hver enkelt sigte. Selv for sma prangstar dog et praktisk
problem, nemlig det faktum, at der vil vaere et (for en manaedlibg) prohibitivt stort
antal korn — i det mindste i de finere fraktioner.

Klassegraenser log, (klas- | Antal gram
i pm segraenser

31.25-75 3.4-4.3 3
75-125 4.3-4.8 18
125-250 4855 168
250-500 5.5-6.2 460
500-1000 6.2-6.9 48

1000-2000 6.9-7.6 5

Tabel 0.7: Veegtfordeling for stgbesand.

| stedet kan man veje maengden af sand i de forskellige fradttidResultatet af et sa-
dant forsgg er angivet i tabel 0.7. Da maskevidderne stoer sksponentielt voksende
er det naerliggende at gare klasserne mere 'ensartede’ \aghaitmere veerdierne. De
herved frembragte data er afbildet i figur 0.6. Da klassegfter(logaritmering) ikke er
helt lige lange, er sgjlernes hgjde ikke afbildet propar@iomed den fundne vaegtfrak-
tion. Hgjderne er divideret med de respektive klassebrefitteer logaritmeringen),
saledes aarealerneaf sgjlerne er proportionale med klassens vaegtandel. Bgate
ogsa her far et ganske 'regelmaessigt’ billede af korndsaf@rdelingen. Spgrgsmalet
er nu om, og i givet fald hvordan, man kan slutte sig til oplpgier om den fordeling,
man ville have faet, hvis man havde 'talt’ i stedet for 'v&jeDisse spargsmal kan
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Relativ vaegt-
andel/klasse-
bredde

0.5 1

0.1 1

3.4 43 48 55 6.2 6.9 7.6
log(korn diameter)

Figur 0.6: Relativ veegtandel/klassebredde, dvs. areéletex sgjle er proportional
med veegtandelen for klassen.

besvares bekraeftende, og vi skal senere se, hvorledesdskagsidlede resultater om
overfladefordeling etc. ¢

Faelles for de foregdende eksempler er, at den tilfaeldigatian, vi observerer, er
resultatet af en reekke komplicerede mekanismer, som deti@t&n videre er muligt at
beskrive. For at komme lidt teettere pa nogle relevante nktateler betragter vi nogle
langt enklere forsgg i

EKSEMPEL 0.6.1tabel 0.8 er vist de enkelte udfald af forsgg, hvor der i hi@sag
er lavet et kast med 6 terninger. Som resultat (udfald) afdfget er s& angivet antal
terninger, der viser et lige antal gjne i det enkelte kast(de=6 terninger). Eg. haves
folgende sammenhaenge

.. *° ... LN ] ¢ * - 2

| det farste tilfaelde viser anden og fjerde terning et ligahrvs. udfaldet er 2. | det
andet tilfaelde er det anden, fjerde og sjette terning, ddfaldet bliver 3. Det ses, at
de mulige udfald er 0, 1, 2, 3, 4, 5 og 6.
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| tabel 0.9 er anfart udfaldet af 50 forsgg med kast med lrgrhivor man i det enkelte
forsgg har angivet antal gjne. De mulige udfald er her 1, 2, 8,09 6.

Det fremgatr, at vi i det farste tilfeelde har en praeferencerderdier omkring fordelin-
gens midte 3. | det andet tilfaelde synes resultaterne at weere ligeligt fordelte.

Disse resultater er i god overensstemmelse med den irgdidiimemmelse, de fleste

har af sandsynlighedsbegrebet. ¢
Kast Kast
n. |0 1 2 3 4 5 6/ nr. |0 1 2 3 4 5 6
1 X 26 X
2 X 27 X
3 X 28 X
4 X 29 X
5 X 30 X
6 X 31 X
7 X 32 X
8 X 33 X
9 X 34 X
10 X 35 X
11 X 36 X
12 X 37 X
13 X 38 X
14 X 39 X
15 X 40 X
16 X 41 X
17 X 42 X
18 | x 43 X
19 X 44 X
20 X 45 X
21 X 46 X
22 X 47 X
23 X 48 X
24 X 49 X
25 X 50 X
| alt for de 50 forsgg 1 5 14 12 14 3 1

Tabel 0.8: Antal terninger med et lige antal gjne i 50 forseglkast med 6 terninger.
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Kast Kast

n. |1 2 3 4 5 6| n. |1 2 3 4 5 6
1 X | 26 X

2 X 27 X

3 X | 28 | X

4 X 29 X

5 X 30 X
6 X 31 X
7 x| 32 X

8 X 33 | x

9 X 34 X
10 x| 35 | x

11 X 36 X

12 X 37 | X

13 x| 38 | x

14 X 39 X

15 X 40 X

16 X 41 X

17 X 42 X
18 X | 43 X

19 X 44 X
20 | X 45 X

21 | X 46 | X

22 X 47 X

23 X 48 X

24 X 49 X

25 X 50 X

| alt for de 50 forsgg 9 7 11 7 6 10

Tabel 0.9: Antal gjne i 50 forsgg med kast med 1 terning.
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Antal

10

Antal

10 7

Figur 0.7: @verst fordelingen af antal terninger med ligeegpd 6 terninger. Nederst
fordelingen af antal gjne pa 1 terning.
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0.2 Permutationer og kombinationer
Viindfgrer nogle funktioner, der er nyttige i forbindelsedoptaellinger mv.

1. Fakultetsfunktionen
nl=nn—-1)n-2)---3-2-1, nenN (0.1)

2. Detr'te nedstigende faktoriel

n(T):n(n—1)---(n—r—|—1):(nir)', n,re N (0.2)
3. Binomialkoefficienten
n n! n(r)
(r) - ri(n —r)! ! 0.3)
4. Polynomialkoefficienten
!
( " )—%, P4+ ...+ =n (0.4)
Ty, Tk SR

Bemeerk, at binomialkoefficienten (0.3) er en polynomiaffioient (0.4) svarende til
k =2, idet

Vi betragter nu en maengd® medn elementer. Ebrdnet udvalg af elementer fra
meengden kaldes grermutation og et ikke-ordnet kaldes deombination. Betragter
vi fx. heltallene fra 1 til 10{1, 2, 3, ..., 10} vil talseettene

{1,2,5}
{5, 1,2}

blive opfattet som 2 forskellige permutationer, da reekkgfa er forskellig, men som
samme kombination.

Vi vil nu udtager elementer fra meengde$y delsmed tilbagelaegningog delsuden
tilbageleegning Ved udtagning med tilbagelaegning udvaelges et elemers kaeak-
teristika noteres og det laegges tilbage. Derefter udtageset element. Det kan vaere
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det, der lige var udtaget, og det kan veere et andet. Ved udtagden tilbagelaegning
vil det samme element derimod ikke kunne udtages flere gange.

Vi ser farst pa udtagning uden tilbageleegning.

SETNING 0.1.Antallet af permutationer af elementer taget uden tilbageleegning
blandt den elementer er

(") (0.5)
Hvis specieltr = r fas
n! (0.6)

Antallet af kombinationer af elementer taget uden tilbageleegning blansit

(Z) (0.7)

Bevis. Ad permutationer:

Det fgrste element kan veelges panader. For hver af disse kan det neeste element
veelges pén — 1) mader. | alt»(n — 1) mader. For hver af disse kan det tredie element
veelges p& — 2 mader, og der argumenteres som far etc.

Ad kombinationer:

Vi kalder antallet af kombinationéx (n, r) og skal vise, at
rK(n,r)= n(")

Her repraesenterer hgjresiden antallet af permutationeglaimenter blandt de. Ven-
stresiden repraesenterer antal mader vi kan udvedlgerdnede) elementer ganget med
antallet af mader sddannelementer kan ordnes p&; men dette ma jo netop vaere antal
ordnede valg af elementer. Derfor er
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Dernaest vises

SETNING 0.2.Antallet af permutationer af elementer med tilbageleegning fra en
meengde med elementer er

n" (0.8)

og antallet af kombinationer afelementer taget med tilbageleegningsfralementer

er
(” e 1) (0.9)

Bevis. Ad permutationer:

Det farste element kan veelgesspénader. Det naeste ligeledespanader etc.

Ad kombinationer:

Vi symboliserer de (oprindelige) elementer ved 1'er og tilfgjer ¢b + 1)'te element,
som ogsa symboliseres ved 1. Pelementer symboliseres ved O’er. Vi skriver disse

op i en ordnet raekkefglge, hvor farste og sidste nr. altidMealyes at veere et 1-tal. Vi
far da en sekvens som

110010110111

Denne svarer sa til en kombination, hvor element nr 2 er edtagyange (to O’er efter
1-tal nr 2), element nr 3 en gang (et O efter 1-tal nr 3) og efgme5 en gang (et O efter
tal nr 5) blandt de i alt 7 elementer (der er otte 1-taller)fa¥ien ’lovlig’ kombination
ved at placere de Q'er pa vilkarlige af der + » — 1 pladser, der er mellem de yderste
1-taller. Dette kan netop ggares pa

n+r—1
T
mader. ]

Mange problemer i kombinatorikken kan fares tilbage tilepé fordelinger af kugler
i kasser. Vi skal give en kort oversigt

1. r forskellige kugler i n forskellige kasser
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Antal forskellige madern”

2. r forskellige kugler i n forskellige kasser med hgjst 1 kugle i hver kasse.
Antal forskellige madern ("),

3. r ens kugler in forskellige kasser.
Antal synligt forskellige mader{”*”~")

r

4. r ens kugler in forskellige kasser med hgjst en kugle i hver kasse.
Antal synligt forskellige mader(”)

5. r ens kugler in forskellige kasser uden tomme kasser.
Antal synligt forskellige madef’ )

Bevis. Vi repraesenterer kasseveeggene med 1-taller og kuglerndimedVi
anbringer farst de 0’er mellem 'yderkassernes ydervaegge’, dvs.

1000001

Ved at placere de — 1 1-tallerimellem de to yderste far vi en fordeling af de
kugler i den kasser. Hvis ingen kasser skal vaere tomme, skal 1-tallésnenes
i de r — 1 mellemrum mellem 0’erne med hgijst et 1-tal pr. mellemrumgdet
kan netop geres pd ) mader. [

0.3 Klassiske sandsynligheder

Sandsynlighedsregningen er oprindeligt udviklet for a&elapilteoretiske problemer.
Det farste solide fundament fik den omkring 1654 i en breviiegsnellem de franske
matematikere Blaise Pascal og Pierre de Fermat.  Den Ktasdisfinition pa en
sandsynlighed for et givet resultat af et eksperiment var fcholdet mellem antallet
af for resultatet gunstige udfald og det mulige antal udfald En s&dan definition
anvendtes af Laplace i hans fremstilling af sandsynlighegpigngen, og vi taler derfor
ogsa onLaplaciske sandsynligheder

Lad os illustrere dette ved at se pa et af de problemer, FasgRascal beskeeftigede
sig med.

BEMERKNING 0.1 (CHEVALIER DE MERE’'S PARADOKS). Chevailer de Méré var
en spilleglad person, der undrede sig over, at et spil, hvar skulle sl& mindst en
sekser i 4 slag med en terning, gav andre odds end at sla neimdistbbelt sekser i 24
slag med 2 terninger.
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Lad os farst se pa, hvorfor de Méré mente, at spillene burde wakvivalente. En
dobbelt-sekser har sandsynlighedénog der spilles 24 gange. Tilsvarende har en
sekser sandsynlighedénog der spilles 4 gange.

Da Z: = 2 mente de Méré, at spillene burde veere aekvivalente. Imidiersandsyn-
ligheden for at fa mindst 1 sekser i 4 forsgg lig

5\
1— (—) = 0.518
6

og for at fa en dobbelt-sekser i 24 forsag lig

24
1— 35 = (.491
36

At de Méré har kunnet konstatere s sma forskelle empirisletgde, at han har
spillet dette spil tusindvis af gange. v

'Fysiske’ sandsynligheder

Vi skal nu se pa nogle modeller for partikelfordelinger, ldar vundet indpas i fysikken.
Vi betragter

r partikler (~ kugler)
n celler i passende run{ kasser)

Der er derfor

forskellige fordelinger af partiklerne i cellerne. Vi viuranfgre nogle udtryk for, at
cellernel, . ..  »nindeholder-, - - - , r, partikler hvorry + -- -+ r,, = r.

| Maxwell-Boltzmann modellenopfattes partikelfordelingen som en fordeling af ens
kugler i forskellige kasser. Hver fordeling har sandsyimidenn—" og den samlede
sandsynlighed bliver

(ol )
T1,---3"n

nT

(0.10)



0.4. SANDSYNLIGHEDSFELTER OG STOKASTISKE VARIABLE 31

| Bose-Einstein modellerskelnes mellem synligt forskellige arrangementer, og hver
af disse tilordnes sandsynligheden

| Fermi-Dirac modellen antages, at ingen celler kan indeholde to partikler, og alle
tilladelige fordelinger har samme sandsynlighed. Vi maarage, at allé; = 0 eller
1 og far sa sandsynligheden

Ifglge W. Feller (1957) er der ingen kendte fysiske partiktber falger Maxwell-
Boltzmann modellen. Bose-Einstein modellen daekker fat@temkerner og atomer
med et lige antal elementarpartikler. Fermi-Dirac mode#e velegnet til beskrivelse
af elektroner, neutroner og protoner.

0.4 Sandsynlighedsfelter og stokastiske variable

De definitioner og seetninger, der ikke findes i [10] og [32] kaan laese om i naesten
enhver moderne bog i videregdende sandsynlighedsregamgmelig letfattelig bog
er [21].

0.4.1 Om sandsynligheder, heendelser og stokastiske varia-
ble

Viindeleder med at definere et sékadindsynlighedsfelt(2, A, P). Her erQ vort
univers, A ens-algebra af delmaengder & og P ensandsynlighed

Universet elleudfaldsrummet © kan vi opfatte som foreningsmaengden af alle mulige
udfald for et eksperiment. Visse delmaengdeaf udfaldsrummef2 kaldeshaendelser
(heendelserne er de meengder af udfald, vi er interesserédlernane med udsagn om
og bestemme sandsynligheder for). Af tekniske grunde eheéesigtsmaessigt, hvis
samlingend, af alle haendelser er enalgebra, d.v.s. tilfredsstiller betingelserne

1. Qe i (0.11)
2. AecA=CAae A (0.12)
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3. Ay Ay e A= U Aie d (0.13)

Her betegnet 4 komplementaermaengden Al

SandsynlighederP er en afbildning® : A — R, der tilfredsstiller

1. 0<PA)<T VAeA (0.14)
2, P(Q) =1 (0.15)
3. p (:@1 Ai) - iP(Ai), (0.16)

hvor A, A,, - - - er en fglge af disjunkte maengder fia

Af (0.16) kan vi udlede nogle nyttige resultater om voksendeaftagende falger af
meengder. Hvis3,, Bs, Bs, ... er en voksende fglge af maengder, d4sC B, C
Bz C ..., med greenseveerdien

13

P(B) = lim P(B;).

Hvis tilsvarende™, Cs, 5, ... er en aftagende fglge af maengder, dvs.C ' C
C5 C ..., med greenseveerdien

geelder
P(C) = lim P(C;).

En stokastisk variabel X er en afbildning fra udfaldsrummeétind i de reelle tal, der
tilfredsstiller

X ((—o00,2]) = {w|X (W) <z} € A, (0.17)
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alts& skal originalmeengden (urbilledet) til et intervaf@fmen (—oo, #] veere inde-
holdt i haendelsesalgebradn

Q R

For originalmeengdeafbildningen bruges en speciel notatiemlig
{X ==z} istedetfor {w|X(w)=2}=X""(z)
{X <=z} istedetfor {w|X(w) <z}=X""((—00,z]).

Bemeerk, af X = =} og{X < z} er haendelser.
Et simpelt tilfaelde som statte for forstaelsen er fglgende
EKSEMPEL 0.7.Vi betragter kast med en terning. Udfaldsrummiegr maengden af
alle mulige udfald, d.v.s.
Q = {etgjed U {togjne U - - - U {seks gjneé.
En haendelse kan f.eks vaere ét gje og/eller fire gjne, d.v.s.
{et gje U {fire gjne
eller kun ét udfald

{fem gjne etc.

Vi gar ud fra, at terningen er symmetrisk, d.v.s. vi har, atdsgnlighedsmale® er
bestemt ved

P{etgjd = --- = P{seks gjné = %
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Nu er det klart, at det, vi er interesseret i agtallet af gjne. Man kunne derfor fristes
til at definere en afbildning” ved

X({i gjng) =1 i=1,2,3,4,56.

Dette X er en stokastisk variabel. Vi brugat til at transformere vort problem over pa
denreelle akse | stedet for at spgrge om, hvad sandsynligheden er for aefédelsen
"et gje eller to gjne" ved terningkastet kan vi i stedet spgrgehvad sandsynligheden
er for, atX < 2,i.e.

P({et gje U {to gjng) = P{X < 2}.

0.5 Betingede sandsynligheder

EKSeEMPEL 0.8.Lad os betragte et spil, hvor der kastes med 2 terninger, og hv
spillets udfald er summen af gjnene. Der er de mulige udfald

2. terning

1 2 3 4 5 6

112 3 4 5 6 7
2|3 45 6 7 8

1. 3/4 5 6 7 8 9
te- 4|5 6 7 8 9 10
nng 56 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

Sandsynligheden for hver af cellerne %r hvis vi anvender en LaPlacisk sandsyn-
lighedsdefinition.

Havde vi i stedet valgt at se bort fra alle spil, hvor andenitey viste 5 eller 6, dvs.
kun ser pa tilfeelde, hvor anden terning vistel gjne, havde vi faet udfaldene
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2. terning

1 2 3 4

112 3 4 5
2|13 4 5 6

1. 3|4 5 6 7
te- 4(5 6 7 8
nng 5/6 7 8 9
6|7 8 9 10

og sandsynligheden for hvert af disse udfald vil naturkggettes til;—4.

Endeligt kunne vi begraense os til tilfeeldet, hvor de 2 tegairviser samme antal gjne,
dvs. vi far udfaldene

2. terning
1 2 3 4 5 6
1]2
2 4
1. 3 6
ter- 4 8
ning 5 10
6 12
Viindfarer betegnelserne
A - Summen af antal gjne i
kastet med de to terninger €r6.
B . Antal gjne med anden terning €r4.

D

De to terninger viser det samme.

og finder, at disse har sandsynlighederne

15 )
24 2
6 1

hvis vi betragter de oprindelige forsgg. Begreenser vi ienidl til det andet forsgg,
dvs. der hvorB geelder, dvs. hvor antallet af gjne for den anden terning edraiend
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eller lig med 4, da bliver sandsynligheden for at fa en sumedenindre end eller lig
med 6

14

7
QA =51

hvor vi har brugt betegnelsen for sandsynligheden i dette eksperiment. Ser vi pa det
tilfeelde, hvorC' geelder, fas sandsynligheden

hvor R tilsvarende er sandsynlighedsmalet i denne situationeiderker, at

14 14/36 _ P(ANB)

Q) =57 = 24/36 —  P(B)

09

3 3/36  P(ANC)

B =5 =%m ~ POy

Inspireret af ovenstadende eksempel kan vi introducere

DEFINITION 0.1 (BETINGET SANDSYNLIGHED ). Denbetingede sandsynlighef
en heendelsd giveten haendels® er starrelsen

P(A|B) = % (0.18)
forudsat atP?(B) > 0. A

En simpel anvendelse af definitionen anfares i

EKsSeMPEL 0.9.Lad haendelsenr betegne udfaldet af et kast med en terning og haen-
delsenB, at udfaldet er et lige tal.
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Séafremt det er givet, at udfaldet er et lige tal, er sandgfeien for, at udfaldet er en
sekser, lig

P(AIB) = —— ) —

BN
|

idet sandsynligheden for at f& en sekser, som ogsa er etlige §, og sandsynlighe-
den for, at udfaldet er et lige tal ér ¢
Hvis den betingede sandsynlighe@A|B) er lig P(A) fas

P(A)P(B) = P(AN B)

| dette tilfaelde far vi altsa ikke noget at "vide" om sandsghtiden for haendelsen
ved at vide, at? er indtruffet. Derfor er det rimeligt at sige, dtog B er uafhaengige.
Dette er baggrunden for den efterfglgende definition.

DEFINITION 0.2.Visiger, at et saet heendelsér, - - - , A,, erstokastisk uafthaengige
hvis

P(A;, NA,N---NA;)=P(A4;,) P(AL) --P(A,) (0.19)
for alle delmeengdefi,,--- ,ix} af {1,---,n}. Specielt er 2 haendelsef og B

stokastisk uafhaengige, hvis

P(AN B) =P(A) - P(B) (0.20)

Der geelder en lang reekke saetninger om sandsynlighedersiifige kombinationer
af heendelser. Vi naevner bl. a.
SATNING 0.3 (ADDITIONSSATNINGEN ). For vilkarlige haendelset og B geelder

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). (0.21)

Hvis A og B er disjunkte, reduceres dette til et specialtilfeelde afgD.
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DaP(A|B) = P(A), safremt4 og B er uafheengige hviB(B) > 0, fas umiddelbart
den sakaldtenultiplikationssaetning

P(AN B) = P(A|B)P(B) (0.22)
Endelig har vi
SATNING 0.4.Hvis A4, - - - | A,, er hinanden udelukkende haendelser d.en A; =

¢ for 7 # j) med positive sandsynligheder, og h¥i3P(A4,) = 1, da geelder for en
vilkarlig heendelse B

1. P(B) =Y "P(BNA) =" P(B|A)P(A), (0.23)

hvisP(B) > 0

2. P(A;|B) = ZP%?'Z\);I(D?J%’TQ» j=1,,n (0.24)

Den sidste relation kalddayes regel

EksSeMPEL 0.10.Eksemplet er taget fra noter af Hofmann-Jgregensen. Retrag
forsikringstagere og lad os antage, at dés forsikringstager har sandsynlighedgn
for at have et uheld i et enkelt &r. Det antages desuden, atdiseme held-uheld i de
enkelte &r er uafhaengige for den enkelte forsikringstatyst, sandsynligheden for at
en forsikringstager har uheld i to p& hinanden falgende Af.er

Vi udtraekker nu tilfeeldigt en forsikringstager og obseevedenne i to pa hinanden
falgende &r. Vi antager, at déte forsikringstager har sandsynligheder(>"; \; = 1)
for at blive udtrukket. Vi finder nu at

P{forsikringstageren har uheld i det ferste ar

= ZP{uhelani}P{nri} = ipi - A

i=1

og

P{forsikringstageren har uheld i beggé &r Z PN

i=1

Derfor bliver den betingede sandsynlighed

27:1 p? A
n

P{uheld i andet duheld i farste & = > ;)
i=1 Pi - Ad
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Af Jensens ulighed fglger umiddelbart, at

kel 2 kel
(ZP7/\7) <> pla
i=1 i=1

hvorfor

S Mg
e > § pi - A
D it A I

13

eller med andre ord

P{uheld i andet duheld i farste &
> P{uheld i det farste 3r

Dette tilsyneladende paradoks kaldalsk smitte, og det indebzerer altsd, at hvis vi
observerer et uheld for en tilfeeldigt udvalgt person vite@tge sandsynligheden for,
at denne samme person har et uheld aret efter.

Vi bemeerker, at hvis allg; = p, bliver de involverede sandsynlighederens. ¢
EKSEMPEL 0.11.Vi betragter en familie, der fan bgrn, og vi antager, at der er

sandsynlighede@ for at f4 et drengebarn og derfor ogl§§1or at fa en pige. Sandsyn-
ligheden for at fa netop drenge og: — « piger ses at blive

C)G) (-5 =)

Vi betragter nu haendelserne

A . alle bgrn er af samme kgn

B : hgjstetaf bgrnene er en pige
Da bliver

P(AnB) = P{alleerdrengg=2""

P(A) = 27742 " =2"%
P(B) = 277402 "=n+1)27"
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Vi har da

P(AYP(B)=P(ANB) & 27" m4+1)27"=2"7"
eller

n+1=2"" & n=3,

dvs de to haendelser er uafhaengige netop, hvis familien harr8 b ¢

0.6 Fordelings- og frekvensfunktioner

DEFINITION 0.3 (FORDELINGSFUNKTIONEN ). F' for en stokastisk variabek er
defineret ved

F(z) = P{X < z}.

Fordelingsfunktionen "indeholder" alle oplysninger om dadsynligheder, hvormed
haendelser af formefu < X < b} optraeder. | stedet for at undersgge et sandsyn-
lighedsmalP direkte kan vi efter transformation med den stokastiskéalbat X i
stedet for beskaeftige os med en reel funktion af en reel valiimemlig fordelings-
funktionenF'. Dette betyder selvfglgelig en stor teknisk lettelse (&rofor funktioner

F : R — R er velkendt, hvorimod teorien for afbildningér : 4 — R er noget
vanskeligere tilgaengelig).

En fordelingsfunktion evoksende Dette faglger af, at der for > 0 geelder
Fr+h) = P{X<z+h}

= P{IX<z}+Plz< X <z+h}
F(x)

(Y4

Definerer vi haendelserne

1
Ap ={X <z + -}
n
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er

limA, = N A; = {X <z}

13

og vi far

lim F(x+ :7—) = F(x)

n—r00

dvs. F' er kontinuert fra hgjre. Endelig geelder at
F(z) = 1forz — oo og F(z) = 0fora — —oo.

Ved diskret fordelte stokastiske variable forstas variable, der al@reantage heltal-
lige veaerdier (eller repraesentere forskellige kvalitgistyetc), medensontinuert fordelte
stokastiske variable benyttes til at repreesentere koeriastarrelser (malelige, f.eks.
vaegt, leengde, etc.).

DEFINITION 0.4 (FREKVENSFUNKTIONEN ). eller teetheden f for X forstas funk-
tionen givet ved

1. f(z) = P{X =2} X diskretfordelt

2. f(x) = F(x) X kontinuert fordelt (0.25)

| (0.25) forudseettes betingelse 2 blot gyldig i de punkteorti’ er differentiabel. | det
kontinuerte tilfelde taler vi ogsa oteethedeny.

Fordelingsfunktionen bestemmes ud fra frekvensfunktioresl

1. Fx) = > () X diskret fordelt
s (0.26)
2. F(z) = [ f(t)dt X kontinuertfordelt

Frekvensfunktioner er ikke-negative, og der geeldey, atf(x) — 1 respektive
f o fle)de=1.
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Til karakterisering af fordelinger anvendes hyppigt deasdde fraktiler (engelske
navne: fractiles, quantiles, percentiles etc.). jEfraktil x, for en fordelingsfunk-
tion /" er groft taget defineret ved, 8(x,) = p ellerz, = F~'(p). Denne definition
holder imidlertid kun for strengt monotone, kontinuefte Den stringente definition
er, atx, er enp-fraktil , netop hvis

Fla, — 0) < p < Pz, +0). 0.27)

Dette illustreres pa nedenstaende figur.

8 b !

pr-fraktilen z,, og ps-fraktilenz,, er entydigt bestemte. Derimod er ethvert punkt i
intervallet[a, b] en p,-frakiil.

50%-fraktileni en fordeling kaldes dennesedian.
Uden bevis neaevner vi

SETNING 0.5.En fordeling er entydigt bestemt af dens fraktiler. Andeele udtrykt:
Hvis 2 fordelinger har de sammefraktiler for ethvertp, da er fordelingerne identiske.

Vi slutter dette afsnit med at omtale nogle i statistikkeangd vigtige begreber, nemlig
positions og skalaparametre. Lad X veere en stokastisk variabel med fordelings-
funktion . Lad o og 3 veere reelle tal me@ > 0. Vi sgger da fordelingen af

Y =a+ X (0.28)
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Vi har
G(y) = P{V <y}
= Pla+8X <y}
_ y—o
— P{X < 3 }
eller
Gy) = F{yﬁ“} (0.29)

Frekvensfunktionen bliver

f (u) X diskret
g(y) = ’ (0.30)
%f (%) X kontinuert

DerINITION 0.5.En fordeling(z, der fremkommer ved en affin transformation af en

fordeling ' ((0.28)-(0.30)), siges at veere af samtype som F', men med position-
sparameter~ og skalaparameter3". A

En fornemmelse af disse parametres betydning far man bedsit\se pa teetheden for
kontinuerte stokastiske variable. Vi skitserer nogle grébr teetheder af samme type,
men med forskellige positions- og skalaparametre.

Vi ser, at positionsparameteren blot "flytter" fordelingénaksen, hvorimod en stgrre
skalaparameter "tveerer” fordelingen ud over aksen.

0.7 Flerdimensionale stokastiske variable

Enn-dimensional stokastisk variabel er en velar , - - - , X, ), hvor de enkelte kom-
ponenter er endimensionale stokastiske variable.

Densimultane fordelingsfunktion 7 for (X, ---, X,,) er givet ved

Flar, - 2,) =P{Xy <z A A X, <) (0.31)
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0.4
0.3f b
0.2 i
0.1 b
(o]
-5 15
0.4
0.3 a=0 B=1 =
0.2 b
0.1+ a=0 B=2.5 E
O 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 (o] 1 2 3 4 5
Den simultane frekvensfunktion for (X, ---, X,,) er en afbildningf med egensk-
aben
Z . Z f(hv 7f”)
Flay, - am) =4 oy S (0.32)
X, -, Epn) = T Tn .
[ [ f(tr, e ) dEy, - diy
i henholdsvis det diskrete og det kontinuerte tilfeelde. %, - - -, X,,) er af kontin-
uert type, taler vi ogsa otaethedenf, og vi har
i )= — ) (039
T Ty) = L1, -, Tn .
b ' 3T1 - 37‘“ !
i punkter, hvorF har kontinuerte partielle afledede.
Vibetragter igen en-dimensional stokastisk variabel’y , - - - , X, ). Ved demmarginale

fordelingsfunktion for X; (1 < i < n) forstds simpelt he;’s fordelingsfunktion
F; givet vedF;(2) = P{X; < z}. Analogt selvfglgelig fomarginale frekvensfunk-
tioner ogteetheder.

Til bestemmelse af de marginale fordelinger ud fra den gimmel fordeling har vi fal-
gende
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SETNING 0.6.Den marginale frekvensfunktiofy, for: = 1,---  n, er givet ved

fi(w) =4 o e T (0.34)
[ [ (e, mn)day, - dajpr da_y - - day

i henholdsvis det diskrete og det kontinuerte tilfeelde.

Til sidst indfgrer vi begrebet stokastisk uafhaengige \eeia

DEFINITION 0.6.De stokastiske variablg’y, - -- | X,, er (stokastisk uafhaengige
netop hvis den simultane fordeling f¢X,---, X,,) er produktet af de marginale
fordelinger forX;’erne, i. e. hvis

P(l‘1 P 7'7777,) = F1 (T1) o Pn(rn)
eller tilsvarende

e, ) = () o (n).

Ved denbetingede fordelingaf en (eventuelt:-dimensional) stokastisk variabal
givet den (eventuelt:-dimensionale) stokastisk variab®l forstar vi i det tilfeelde,
hvorY falger en diskret fordeling, simpelthen sandsynlighedstd, givet ved

Qy(B) = P{X € B]Y =y}. (0.35)

Hvis X ogsa er diskret fordelt, bliver delmetingede frekvensfunktionaf X givet
Y=y

glrly) = P{X =2V =y} (0.36)
PUX =a}n{Y =y}) f(a,y)
P{Y =y} - h(y)

hvor f er den simultane frekvensfunktion & ogy’, ogh erY’s marginale frekvens-
funktion. Det er forudsat, at(y) > 0.
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Huvis fordelingerne ikke er diskrete, er begrebet en betifaydeling kompliceret; men
det kan vises, at man ogsa i det kontinuerte tilfaelde fareabetingede fordelingaf
X givetY er givet ved teetheden

a(zly) = 12 (0.37)

safremth (y) > 0.

0.8 Transformation af stokastiske variable

Vi anfgrer hovedresultatet, nemlig

SETNING 0.7.Lad X veere en n-dimensional stokastisk variabel med taethed

f(z1,-- ,20) #0 for x=(x1,---,%xn) € A CR"

Vi betragter en injektiv afbildning : A — B C R”, der har kontinuerte partielle
afledede. Da har

Y =h(X) =h(Xyq, -, Xn)
teetheden

IR

a(y17“' 7.Un)

)

g(y17“' 7?/71,) = f (h71(y17"' 7?/71,)) - |det,

fory € B og0 ellers.

Bevis. Forbigds. Seetningen er ensbetydende med den fra analysdte kategral-
transformationsseetning. ]

Det kan ved beregninger veere nyttigt at erindreleaipbi-determinantenofte lettest
beregnes ved hjeelp af relationen
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KOROLLAR 0.1.Lad X veere en endimensional kontinuert fordelt stokastaskabel
med teethed(x) # 0 for 2 € A C R og ladh veere en monoton afbildning. Da er
teetheden fob” = h(X') givet ved

am—f@1wnﬁ%§ﬂ\

fory € h(A) ogo ellers.

Bevis. Viindskraenker os til det tilfeelde, hvarer voksende. Vi kalder fordelingsfunk-
tionerne forX ogV for F'(x) henholdsvis7(y). Vifinder da

Gly) = P{Y <y}
P{A(X) <y}
P{X <h '(y)}
= F(h'(y)

Frekvensfunktionen for” findes nu ved differentiation

9y) = G
_ 1 —1 dh71 (U)
Da F’ = f falger corollaret umiddelbart. [ |

Dax = h~'(y) kan korollaret formuleres - med en lidt upreecis men mnenmisék
set udmeerket notation -

ﬂw:mm:ﬂmﬁﬁ

hvilket i detmonotont voksendetilfaelde kan skrives
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EKsSeMPEL 0.12.Lad
y =h(x) = Ax+b,

hvor A er en reguleer n n-matrix. Da er
x=Aly - A b,

d.v.s.

o) AT
a(% y T 7.Un)

hvorfor Jacobi-determinanten er
det A=1 = [det(A)] .

Teetheden foly = h(X) bliver derfor

gly) = mf (A"'y — A" ')

Viillustrerer transformationssaetningen med yderligere e

EksemMPEL 0.13.Lad X, og X5 veere uafhaengige med samme frekvensfunktion

flx) = 1Bexp(—m/ﬁ) for z>0

og 0 ellers. Vi vil bestemme den simultane frekvensfunkf@nX; + X, og X/ X5.
Vi har transformationefy, , y») = h(x1, z2) med

Yi ry + 29

Ya = 171/172
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Den inverse transformation er

Y1+ Y2
r = -—7=
T+ y
v _ Y
,/2 1+y2

For illustrationens skyld bestemmer vi funktionalmatrieefor savel transformationen

som for den inverse transformation. Vi finder

d d
3(1/17.1/2) _ le dZ; _ { ]
L d =< 1 4
d(x1,72) ol = O

Denne har determinanten

wﬁwp -
—

€ 1 € + o
T2 T 2
s Xro s

der skrevet op som funktion g ogy- bliver

yi(T+92)” (14 )’

U12 B W

Analogt finder vi

Ay, y2)

dx dx Y2 Y1
3(.1:1,.1:2) — dyn dys — T+y2 (T4y2)?
- drs dro - 1 Y1
T4+y2 (T4y2)?

dyq dyo
Denne har determinanten

1 W

R A (e

og Vi ser, at denne stgrrelse som forventet er den reciprokéet tidligere fundne

udtryk.

Vi ser, at transformationen afbilder hele det omrade, hfi@e: ) f2(x2) # 0, dvs.
farste kvadrant (=1, #2) planen over i fgrste kvadranty , y»)
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Den samlede frekvensfunktion fok, X, ) er

5—2 exp(—(xy + 22)/8) foray,zs >0
0 ellers

Ixox, (20, 22) —{

og derfor bliver den simultane frekvensfunktion {6f , Y) lig

1 1
_ [ myen(=y/B) e foryny >0
fr, ,Vz(% ) y2) { 0 ellers

Vi ser, atfy, v,(y1,y2) er produktet af
1
g (U1) = @Kh eXD(*lh /5)
0g
(1) = —
g20Y2) = (1 —|—y2)2'

Derfor erY; og Y; uafhaengige og har frekvensfunktionegneng g- (ved integration
checkes, at hvert af udtrykkene er multipliceret med kortstasa den totale sandsyn-
lighedsmasse bliver 1). ¢

Vi skal nu benytte den almindelige transformationsseettiiatbestemme fordelingen
af summen af to (kontinuert fordelte) stokastiske variaklenfgrer resultatet i

SETNING 0.8.Lad de stokastiske variablé ogY have den simultane frekvensfunk-
tion f(x,y). Da har summerX + Y frekvensfunktionen

s = [ - nny (0.38)

Hvis X ogY er uafhaengige med frekvensfunktiorfer og 3 fas

s = [ xts v (0.39)

Integralet betegnes og&ddningen af fx og fy .
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Bevis. Vi betragter transformationen

u = x4y
vo= y

Den inverse afbildning er givet ved

€ro = U —r

Funktionaldeterminanten er

dr  dz
det{ pi @}—1

du du

og den simultane frekvensfunktion fot V) = (X + Y, V) bliver derfor
hiu,v) = f(u —v,v)

og den marginale frekvensfunktion forfremkommer ved at integrereud, dvs

o= [~ s

Resultatet for uafheengigé ogV falger trivielt.

Vi betragter et

EKsSeMPEL 0.14.Lad X, og X5 veere uafhaengige med frekvensfunktioner

fi(#) —{ goelm=/i) =20

Da bliver frekvensfunktionen fok; + X

g(s) = /jo fi(s =) fa(t) dt
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Nu er

fils—1)=0 for t>s
fo(t) =0 for t<0

Derfor bliver

o) = / Fils — 1) falt)
= 62 exp(—(s—1+1)/8)di
-I 5
= @exp(—s/ﬁ)./o dt
1
= 7 —5sexp(—s/B)
for s > 0 0og O ellers. ¢

Man kan pa samme vise resultaterne ¥or- v, X - Y og X/Y. Vi samler for over-
skuelighedens skyld resultaterne i tabel 0.10.

Funktion| Frekvensfunktion| Frekvensfunktion
generelle tilfeelde| X, Y uafhaengige

X4V | [T fls—t)dt | [T fx(s—1)fv(t)dl
XV | [T ft = sydt | [ fx (D (= s)dt
XY 7 f(, %)ﬁj e | 7 fx(f)fv(%)ﬁ dt

XY 7 fstu0elde | 77 fx(st) fy (4)]t] dt

Tabel 0.10: Frekvensfunktioner for simple funktioner af Kontinuert fordelte
stokastiske variableX og ¥ med simultan frekvensfunktiorf(z,y) savel i det
generelle tilfeelde som i tilfeeldet med uafhaengigeog Y. | det sidste tilfeelde er
frekvensfunktionerne fok ogY" fx () henholdsvisfy (y).
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0.9 Momenter

DerINITION 0.7. Middelveerdien eller forventningsveerdien af en stokastisk vari-
abel X med frekvensfunktioneffi er tallet

S af(x) X diskret
E(X)={ %
(%) f xf(z)dz X kontinuert

— 00

Det kreeves, af |»|f(x) dr respektived . ||f(x) eksisterer.E () star for expectation
= forventning. Det ses, at middelveerdien eller forventsirsgrdien netop svarer til
tyngdepunktet i en (masse-)fordeling. Som standardbetsgtior middelvaerdien an-
vendes ofteu.

Forventningsveerdiens betydning som mal for en fordelingsguing fremgar af ne-
denstadende figur, hvor der er anfart nogle frekvensfunktioned forskellige mid-
delveerdier.

0.2

0.15- b

0.1r b

0.05r b

0.2

0.15- i

AT

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

o
L
=]
=
=

SETNING 0.9.Lad g veere en reel funktion af variable. Hvis den (flerdimensionale)
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stokastiske variableX,, - - - | X,,) har frekvensfunktionerf, da er
E((g(X1, -+, X0))) =
Z"'Zg(m1v“' 7.177,,)]('(.171,--- 777“)
[ [ ogle, )z, wn)dey, - day

i henholdsvis det diskrete og det kontinuerte tilfeelde.

Bevis. Vi indskreenker os til det endimensionale tilfselde med entikowert fordelt
stokastisk variabek’, der transformeres af en monotont voksende funkgio¥i har,
at frekvensfunktionen for = ¢(X) er

h(y) = flg~ " (¥)(g ") (v)

Ved anvendelse af substitutioner= ¢~ (y) fas

/q(r)f(r)fr = g(g™ W Flo™ W)™ ()dy
= yh(y)dy
_ R
hvilket netop er det sggte resultat. ]

BEMAERKNING 0.2.Viser, at e.g.X1's middelveerdi naturligvis er den samme, hvad
enten vi finder den i den marginale fordeling foy, eller vi beregner den ved hjeelp af
ovenstaende szetning. v

Ved hjeelp af Seetning 0.9 fas umiddelbart fglgende vigtigmeesgler for forvent-
ningsveerdier
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E(a+bX) = a+4+bE(X) (0.40)
E(X+Y) = E(X)+E() (0.41)
E(XY) = E(X)E(Y), X ogY uafhaengige (0.42)

Vi skal nu indfare begrebet momenter i en fordeling.

DEFINITION 0.8.Den stokastiske variabél’s k’'te momenter
pe =B (XF)
Det k'te centrale momenter st@rrelsen

pe =B (X =B (X)") =B (X —0)")

Det andet centrale moment kaldes ogaéiansenog er altsa
V(X)=F((X ~E(X))?) = E(X?) — (B(X))? (0.43)

(Det sidste lighedstegn ses ved direkte regning). Man b&eraat variansen svarer til
inertimomentet i en massefordeling. Som standardbetsgiiet variansen anvendes
ofte 2.

Variansen er et mal for, hvor meget sandsynlighedsmassspredt ud over aksen.
Dette fremgar maske klarere, hvis man anvender skrivemaden

idet variansens betydning som mal for den gennemsnitligellerede afvigelse fra
forventningsveerdien nu klarere traeder frem.
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| nedenstaende figur er anfart to frekvensfunktioner medvsaforventningsveerdi,
men med forskellige varianser.

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0
-5 0 5
Kvadratroden af variansen kaldggredningeneller standardafvigelsen

Som et relativt mal for "bredden" af en sandsynlighedsfandelnvendes ofte forholdet
mellem spredningen og middelvaerdien

o V(X)
g B(X)

Denne stgrrelse kaldesriationskoefficienten Den er dog kun et fornuftigt mal,
safremt der findes et "naturligt" nulpunkt (forventningssiaen zendres jo ved en nulpunk-
tsforskydning).

Sandsynlighedsmal pa den positive halvakse kan forudedesdedvanlige beliggen-
hedsmal og spredningsmal ogsa beskrives ved de sakaldteetiezke mal, nemlig

geometrisk middelveerdiog geometrisk standardafvigelse For en stokastisk vari-
abel X, der kun antager positive veerdier, defineres disse ved

pg = exp(E(log, X))

o, = exp(/V (log, X)),

naturligvis forudsat, at forventningsveerdierne ekséster
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Endelig definerekovariansenmellem 2 stokastiske variable ved

Cov (X, V) =E(X —E(X))E(Y - E(Y)) (0.44)
og vi har
Cov(X,)Y)=E(X-YV)-E(X)E(Y) (0.45)

Hvis X ogY er uafheengige ses, @vv (X,Y) = 0.

Der geelder de vigtige regneregler

V(aX) = a’V(X) (0.46)
V(X +b) = V(X) (0.47)
_ V(X)+ V(V)+2Cov (X,Y)
Vix+y) = { V(X)+ V(Y), X ogY uafheengige (0.48)
Cov (a1 X + b1), (a2Y + b3)) = a1a2Cov (X,Y) (0.49)
Ved kombination af (0.48) og (0.49) fas
V(i Xo 4+ FanXn) = alV(Xi)+--+a2V(X,)
—|—2(],1(],2COV(X1 s XQ) =+ -
+2(]’n71 (I,HC()V (Xn71 3 Xn)
Endelig geelder, dtorrelationskoefficienten p defineres ved
p(X,V) = _Cov(X,V) (0.50)
V(X)V(Y)

Vi bemeerker, atp| < 1.
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Korrelationen er et mél for den lineaere sammenhaeng melléikkudartede) stokastiske
variable. Kun hvis der med sandsynlighiedeelder en relation af formen

aX +3Y +v =0,

hvor (o, 3) # (0, 0), geelder det, dip| = 1. Hvis & 0g 8 har modsat fortegn, er= 1,

og hvis de har samme fortegn,ee= —1. | alle andre tilfeelde efp| < 1. Hvisp = 0,
kaldes de variablekorrelerede. Det skal bemeerkes, at uafthaengige variable altid er
ukorrelerede, hvorimod det modsatte ikke ngdvendigvidfezltet.

For en flerdimensional stokastisk variabel (skrives af timtamaessige grunde som en
sgjlevektor)

X
X = :
Xn
definerer vi
E(X7)
E(X,)
D (X) =
V(X]) COV(X17X2) COV(X],XH)

COV(X27X]) V(XQ)
Cov (X,, X1) Cov(X,,Xs) --- V(X,)

Denne matrix kaldes ogsa fkovariansmatricen eller dispersionsmatricen. Vi be-
meerker, at den er symmetrisk.

Betragtes en linearkombinatiad X af X’s komponenter, kan det vises, at
V(a"X)=a"D(X)a

Da variansen pa venstresiden altidef) ma den kvadratiske form pa hgjresiden ogsa
veere> . Heraf falger umiddelbart, @ (X) ma veere positiv semidefinit.
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Betingede middelveerdierogvarianser af X for givety defineres som middelveerdier
henholdsvis varianser i de betingede fordelinger. Manraaeesymbolerne

E(X]|Y)
henholdsvis

V(XY) = B((X - E(X[Y)?]Y)
= B(X7|Y) — (B(X]V))".

For hver realisation af” fas en realisation &f ( X'|Y) henholdsvisv (X|Y'), og disse
starrelser er sdledes stokastiske variable, og der gagldg@nide relationer

BB (X]Y)) = B(X)
V(X) = V(R (X[V)) + B (V (X))

Cov (X, 7) =E(Cov (X, 7]Y)) + Cov (E(X|Y),E(Z]Y))
EkKsSeMPEL 0.15.Lad X ogVY veere indbyrdes uafheengige stokastiske variable med

sammen forventningsvaerdiog varianser ligr> henholdsvi$2. Vi betragter nu den
stokastiske variabel

Z=wX+(1-w)Y, 0<w<I1

Vi finder umiddelbart

(%)
V(

wp+ (1 —w)p=p
w?o? + (1 —w)?6” = g(w)

S
|

Vi ser altsd, at forventningsveaerdienater lig 1 uafhaengigt af veerdien af. Vi vil nu
bestemme den veerdi af, der ggr variansen & sa lille som mulig. Vi differentierer
udtrykket med hensyn tit og finder

dg
dw

Qwa’ — 2(1 — 11))52

= 211)(0’2 + 52) — 942
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Derfor er
dg N §?
— = W= ——-
dw o2 + 82

De den anden afledede @kr negativ, er dette et minimum. Vi omskriver resultatet let
og far, at variansen & er minimal for veegtene

T
0g
3=
1—w= 01_2 n (;1—2
dvs. hvis vaegtene er proportionale med de reciprokke vagian ¢

Vi generaliserer resultatet i ovenstadende eksempel tihsemaf flere stokastiske vari-
ablei

EKSEMPEL 0.16.Lad X, ..., X,, veere indbyrdes uafhaengige stokastiske variable
med

E(X:) = wn
og seet

Z=wun Xy 4+ .. +w, Xy, wi+...+w, =1
Daer
V(Z)=wicl+ . +wliel =g(wi,... w,)

For at minimalisere denne under bibetingelsen-. . .+w, — 1 indfgres en Lagrange
multiplikator ), og vi far, at vi skal minimalisere

hwy, ..o wn, A) = g(wr, ..., wy) + A Z w; — 1

7
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Vi differentierer og finder

dh

el 211)7;0'7;24—/\, i=1,...,n
dh

oo E w; — 1

J
Seettesi2 = () fas
w; = ——

Indseettes dettedy = 0, dvs.>" w; = 1,fas

eller

1 1
A= — 520—?

7

Dette giver fglgende udtryk far;

w; —
J i
S

dvs., at veegtene; er proportionale med de reciprokke varianser.

EKSEMPEL 0.17 (DEN DISKRETE FORDELING PA n TAL.). Vi definerer tallene

Tly.e- 5T

og definerer frekvensfunktionen givet ved

frs) =
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Grafen er

S/

| denne fordeling er middelveerdien eller forventningsviasrd

n
1
n -
=1

dvs gennemsnittet af tallene. Betegnelsefiees: x streg) er en standardnotation for
denne stgrrelse.

Tilsvarende bliver variansen lig

1 kel
2 _ ! R
o= ;(n )

Formlen

eller
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en formel, der kan veaere hensigtsmaessigt ved numeriskertbegen. ¢

EksSeMPEL 0.18.Lad X € U(0, 1), dvs uniformt fordelt over intervalldt), 1]. Da
finder vi

n+1
0
Derfor er
B(Y) = -
’ )
1 1 1
V(X) = ——-=—
() 3 4 12

Desuden finder vi, som et eksempel,

Cov (X2, X) = B([X? B (X)X - E(X)])

Nu er

V(X?)=E(X") - [E(X)] = % — jI :5

hvorfor korrelationskoefficienten melleii? og X bliver

1/12 VAL
o= / = V12 9682
\/4/45,/1/12 4
ikke overraskende et hgit tal. ¢

EKSeEMPEL 0.19.Lad de stokastiske variabl€ og Y have den simultane frekvens-
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funktion
Foy) = s exp [ — o[+ — 9pay + 7]
flr, 9 p2 > 2(1 *p2) r pPx 1
Vi bestemmer fgrst den marginale fordeling férved at integrerd” ud. Vi finder

[ e (g e -+ 1)

1—p?

- (‘/: exp(f%lﬂ)exp (ﬁ(@/pﬁ) dy

- cexp(%ﬁ)/: exp (ﬁ(ypm)Q) dy
1

= exp(—§m2)

idet det sidste integral bliver en konstant, der er uafhgeaii.

Derfor finder vi, at den marginale fordeling faf ma have frekvensfunktionen

1 1
——z7),

hiz) = Eexp( 5

Denne fordeling vil vi senere kalde en normalfordeling meddalvaerdi O og varians
1.

Den betingede fordeling &f for givet X bliver

glylz) = f}g:‘T;/)

1
= deexp|——-—(y— px)°
Dette svarer til en normalfordeling med middelveerdi
E(Y|X =X)=px

og varians

VYVIX=z)=1-p’
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Havde vi i stedet betragtéf ogy med samme korrelationy men medE (X) = u,
ogV (X)=o02,09F (V) =p, 0gV (V) = o, havde vi faet

a
EYIX=2) = py+p—=(e—p) (0.51)

VYIX=2) = a,(1-p°) (0.52)

For hvert udfald afX” har vi en veerdi af> (Y| X = ). Det vil derfor vaere naturligt at
skrive

BVIX) =y +p (X — pir) (0.53)
Vi finder da
BEYIX) = py+pZ2(B(X) - p)
= E(V)

Tilsvarende bliver

VE(YX) =

Da
BV (Y]X)) =021~ p)
genfinder vi relationen

V() = B(V (VX)) + V (B(V]X))

Som et mal foskaevhedenaf en fordeling anvendes ofte starrelsen (Mgdy) = )

E((X —n)?)

TV )P
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d.v.s. det tredie centrale moment divideret med spredninge=die. Det m& straks
bemazerkes, at man ofte sgranfart som et skaevhedsmal (og da ofte under betegnelsen
31). Hvis~; > 0, er den hgjre hale i fordelingen starre end den venstre. @dtye
hvis~; < 0. Hvis fordelingen er symmetrisk, ef = 0.

Som et mal fotopstejlheden (kurtosis)af en fordeling anvendes

B -mwY)
PT v

d.v.s. det fijerde centrale moment divideret med variankesdrat minus 3. Grunden til
forekomsten af leddet 3 er, aty. derved bliver 0 for den sakaldte normale fordeling.
Starrelseny, bliver dermed et mal relativt til den normale fordeling.

Hvis ~- er positiv, har fordelingen relativt tykke haler og dermedspidsere top end
den normale fordeling. Vi taler om daptokurtisk fordeling. Hvisy- er negativ, har
fordelingen tyndere haler og en fladere top end den normatieliag. Vi taler om en
platykurtisk fordeling. Hvisy, = 0, siges fordelingen at veemesokurtisk.

Vi slutter med at nzevne et sidste mal for en fordelings beliygd, nemlignodus
Modus er defineret som et punkt, hvor frekvensfunktionendtdokalt maksimum.
Der er altsa tale om "mest sandsynlige" veerdier.

Hvis en fordeling har et modus, siges den at vezienodal. Hvis der er to, kaldes den

bimodal etc.

DEFINITION 0.9 (KARAKTERISTISK FUNKTION ). Den karakteristiske funktion for
en stokastisk variabéel” er defineret ved

o(t) = E (%) (0.54)
Ved triviel anvendelse af seetning 0.9 fas

> e”mf’(m) X diskret

o(t) = (0.55)

f e“mf’(m) dr X kontinuert

— 00

Den karakteristiske funktion kan bl.a. benyttes til at besne fordelingen af transfor-
mationer af stokastiske variable og til at udregne momentestokastiske variable.
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Til enhver bestemt sandsynlighedsfordeling svarer én agécukarakteristisk funk-
tion og omvendt. Man kan altsd med kendskab til den karaitigke funktion afgare,
hvilken fordeling en given stokastisk variabel falger. feetdnyttes flere steder i
naervaerende note.

Endvidere geelder falgende meget vigtige ssetninger:

SATNING 0.10.Lad den til den stokastiske variabglsvarende karakteristiske funk-
tion vaerep (). Da erX’s middelvaerdi og varians henholdsvis

E(X) = —i¢'(0) (0.56)
V(X) = —¢"(0) — (B(X))” (0.57)

Bevis. Trivielt, ses ved at finde’(0) henholdsviss”(0) ud fra definitionen pa ().
[

SETNING 0.11.Lad X og Y veere uafheengige stokastiske variable med karakteris-
tiske funktionerg, () og ¢,(t) henholdsvis. Da er den karakteristiske funktion for
7 = X +Y givet ved:

G2 (1) = ¢ (1) By (1) (0.58)

Bevis. Forbigas. Kan vises ved direkte regning. ]

0.10 Approksimative formler for middelveerdi og
varians

Ofte er det vanskeligt at finde et eksakt udtryk (f. eks. veslpjaf seetning 0.9) for
forventningsveerdieifl (~( X)) af en funktions af en stokastisk variabel. Hvis er
lineger (affin), kan man dog ifglge resultaterne i forrigenafsden videre udtrykke
FE (h(X)ogV (h(X)) vedE (X) ogV (X). | det generelle tilfaelde vil det derfor vaere
neerliggende at forsgge at approksimenmed en funktion, der er affin i det omrade,
hvor X varierer, d.v.s. vi vil foretage en Taylor-approksimatmnkringy = E (X).

Vi far da

YV =h(X) =~ h(p) + (X — p)h'(p),

og dette giver de approksimative formler
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Ngjagtigheden af disse formler er selvsagt starst for stigéee variable med et meget

snaevert variationsomrade (det vil ca. sige med en lilleaves).
Vi kan nu finde approksimative udtryk for variansen af f. ékg, X og+/X. Vifinder

V(logeX)N%

d.v.s.

\/V(]OgeX)ZW7

hvilket netop er varianskoefficienten fafr.

Helt tilsvarende bliver

V(ﬁ)z mx)

I mange situationer vil man betragte en variaetler er en funktion af flere stokastiske

variableXy,---, X, i.e.

Y=h(X1, -, X,).

Vi foretager igen en Taylor-approksimation omkring foriréngsveerdierne, i.e.

h(X1,-, X,)
oh oh
o+ (X~ pn) 5,
Oy,

vy =
~ h(u,

hvor de partielle afledede skal tages i punkiet, - - - , u,). Vi ma igen antage, at

7 Xy —
s Hn) + (X7 — ) o,
X’ernes variationsomrade ligger sa snaevert omkring foniagsveerdierne, at Taylor-

approksimationen er anvendelig. Vi finder da
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E(Y) ~ h(/'t17“'7/'tn)
ah\* ah \°
oh 0Oh
22— ) Xy, X
3.1:1 aIQOOV( b 2)
oh  Oh
e — ) Xn_1,Xpn).
+ + 3.77”,1 f)rn OOV( ! )

Hvis X;’erne er uafhaengige (eller blot ukorrelerede), fas speciel

V({Y)~ (%)ZV(X1)+---+ (;:;)ZV(X”).

Denne relation kaldes offejlophobningsloven

Vi skal nu give et lille eksempel pa anvendelse af fejloptingsloven.

EKsSeMPEL 0.20.Vivil finde et approksimativt udtryk for

V((Y)=V (X, Xy),

hvor X; og X er uafhaengige stokastiske variable. Vi har Taylor-appnes&8onen

oh oh
h(z1,me) = w129 = ppto + (21 — m)aT + (22 — /i2)37-
xr Xro
Da
oh B
Ay |1 =1 He
Tg = [y
oh
Oxo |1 = i
Ty = 3
fas

h(zy,29) >~ prips + po(r — pr) + g (22 — pa).



70 KAPITEL 0. FORUDSZATNINGER OG NOTATION

Dette giver udtrykket

V(Y) =V (X1 Xo) ~ p3V (X1) 4+ 47V (Xo).

0.11 Konvergens

SETNING 0.12 (CHEBYCHEVS ULIGHED ). Lad X veere en stokastisk variabel med
middelveerdjx og variansr?. Da er

v

P{X —ul> e} < (059)

€2

Specielt haves
1
P{|X — p| > ke} < % (0.60)

Bevis. Vi betragter indikatorfunktionen

I [0 hvis|X —p|<e¢
UX=ul>eb =1 1 hvis|X — u| > ¢

Der geelder trivielt, at

(X —p)? (X = 1)’ Tgix —ul>ey

>
2
> lx—u>a

Derfor er

E((X —1)?) > B (Ix u>a)
eller

ol > EPX — | > e}
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da forventningsveerdien af en vilkarlig indikatorfunktibn er sandsynlighedeR(A)
for haendelsen. ]

DErINITION 0.10 (S/AG KONVERGENS). Vibetragter en fglge af kumulerede fordel-
ingsfunktionerF,,, n — 1,2,---. Lad endvidereF' veere en fordelingsfunktion. Vi
siger da, at fglgelt,, konvergerer svagt modF, hvis

Fo(z) = F(x) (0.61)

for alle dex, hvor F'(z) er kontinuert. Vi skriverF,, 5 F, hvor w kommer fra det
engelske weakly. A

DEFINITION 0.11 (KONVERGENS | FORDELING ). Hvis X1, X5, --- er en fglge af
stokastiske variable, hvis fordelingsfunktion@r, F, - - - konvergerer svagt mod'
siger vi, atX, X, - - - konvergerer i fordeling med F som graensefordeling. A

EKSEMPEL 0.21.Lad X, X, - - - veere en fglge af stokastiske variable med

n —x
pixa =)= (D) - = fute)
forz=0,1,--- n.
Ladp, — 0 forn — oo, S&
np, — A

Da vil som bekendt

Derfor vil
(2]
P{Xﬂ < Z} = Zfﬂ(7)7

i=0

hvor [] er heltalsdelen at. Da allef, (i) — f(i), og da der er et fast antal, nemlig
[z] + 1 led i summen, vil

P{X, <z} = F(2)



72 KAPITEL 0. FORUDSZATNINGER OG NOTATION

hvor

(2]
F(z) =3 £a(i)
i=0
Med andre ord konvergerés,, i fordeling medF som graensefordelingsfunktion.¢

DEFINITION 0.12 (KONVERGENS | SANDSYNLIGHED). Lad Xy, X5, --- vaere en
falge af stokastiske variable og ladvaere en stokastisk variabel, hvorom der geelder

P{|X,— X|>¢e} =0 n — 0o (0.62)

Vi siger da, atX,, konvergerer i sandsynlighedmod X, og vi skriver

Konvergens i sandsynlighed er et steerkere begreb end lgameer fordeling, idet vi
har

SETNING 0.13.Hvis X,, konvergerer i sandsynlighed méd og hvis

Fo(x) P{X, <ux}
F(e) = P{X <a}

er de respektive kumulerede fordelingsfunktioner,Rjl konvergere i fordeling mod
F, dvs

ki

F, = F

Bevis. Forbigas. [ |

Vi skal nu formulere den saetning, der gar under navnet
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SETNING 0.14 (DeE STORE TALS LOV). Lad X, X, - - - veere en fglge af uafhaengige,
identisk fordelte stokastiske variable med forventnirzgsdiy:.

Da vil

konvergere i sandsynlighed mador n — co.

Bevis. Vi ngjes med at se pa det tilfeelde, hvBr’erne ogsa har en varians. | dette
tilfeelde finder vi

B(X,) = n
V(Xn) = o’/n

og Chebychevs ulighed giver umiddelbart

2
P{|X,,,f/1|>€}§0-—2—>07 n — 00
ne

dvs X, 5 s n

EKSEMPEL 0.22.Hvis X; fx. viser udfaldet i et mgntkast (& krone, O~ plat) er
er E(X;) = p, sandsynligheden for kr., og vi finder, at det gennemssittigtal kr.
konvergerer i sandsynlighed mpd ¢

0.12 Notation

Vi naevner til sidst, at hvis en stokastisk variabel fglgewikérlig fordeling, som vi
kalder ABC-fordelingen, vil vi kort udtrykke dette ved atrsle X € ABC, d.v.s.

X € ABC' & X er ABC-fordelt
Hvis X er ABC-fordelt, i.e.X € ABC, vil vi endvidere ofte skrive

P{ABC < 2} istedetforP{X < z}.
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Huvis k er et reelt tal, vil vi — stadig for ¢ A BC' — skrive, at
k- X € kABC,

d.v.s. vi siger, at en konstahtgange en ABC-fordelt stokastisk variabelleABC-
fordelt. Endelig vil det veere hensigtsmaessigt at benapvinaktilerne i en ABC-
fordeling med

ABC,.

Disse konventioner der bl. a. gar ud p&, at vi anvender betsgnsom ABC bade
som navn for en fordeling og som betegnelse for en stokagtisiibel, der fglger den
pageeldende fordeling, kan nok virke lidt forvirrende heenndlet viser sig senere at
veaere meget tidsbesparende vedtagelser.

Undertiden er det ogsa hensigtsmaessigt at have en korinettedgor fordelingen af
en stokastisk variabéel’. Vi vil anvende symbolet £X) (£ for law).

For at lette senere referencer starter vi med at anfgre neglétater om de fra analy-
sen kendtd”— og 3—funktioner (gamma- og beta-funktioner). Vi vil endviderigey
nogle enkelte nye og repetere andre definitioner og seetmimgastokastiske variables
fordelinger.

Vi far kun brug for at kende disse funktioner for reelle argunter. En mere fuld-
steendig fremstilling af teorien kan findes i [1] eller [5].

0.12.1 T —funktionen

DerINITION 0.13.For reelle, positive argumenter definefegunktionen ved Eulers
integral

T(z) = / e dt, 2> 0 (0.63)
Jo

For positivt argument er grafen som vist pa nedenstaende figu
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Vi opremser nogle nyttige egenskaber Jefunktionen i

SETNING 0.15.Der geelder, at

xT(z) = T(x+1) (0.64)
1

r=1 A T(z)=V7 (0.65)

Specielt haves for naturlige tal

Tn)=1-2-3--(n—1)=(n— 1) (0.66)
r(n%)—“”'é;(?"”ﬁ (0.67)

Bevis. Relationen (0.64) falger umiddelbart ved partiel integirat definitionslignin-
gen (0.63),

(o] (o]
/ e tdt = [—t7e "] —|—.17/ 17 et dt
J0 J0

(o)
= T/ 7 et
Jo
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hvilket er ensbetydende med (0.64).
Den fgrste relation i (0.65) er let, hvorimod den anden kradgielsengere regninger,

som vi udelader (se f. eks [5][p. 169]). Relationerne (0.66)0.67) falger let ved
rekursiv anvendelse af (0.64). Vi viser e.g. (0.67)

(1)

|
TN

3

\

DN | —
~—
=
TN
3
\

DN | —
~—

[ |
Vi anfgrer endvidere en yderst nyttig approksimatiomtfunktionen, nemlig
SETNING 0.16 (STIRLINGS FORMEL ). Forz — oo er
T(x) ~V2ra" 3" (0.68)
Bevis. Forbigas (se [5][p. 180]). [ |

0.13 Fortseettelse af tidligere eksempler

EKSEMPEL 0.23.Vi betragter de tidligere give data (Eksempel 0.2, side A&ro
indhold af bioaktivt-organisk materiale. Det fremgar, atjpmyndighedernes kon-
trolveerdier 1, og vi gnsker at undersgge, om data lever dettié krav.

En méde at gare dette pa ville vaere, at bestemme et passenfitkeksintervel for fx.
middelveerdien og derneest se, om dette indeholder veerdieHvis dette er tilfeeldet
kan man sige, at miljgmyndighedernes krav ikke er overholdt

Hyppigt anvende veerdier for konfidensgraden er i sddarfaeldie 70% og 95%.

Det fremgar af histogrammet (Figur 0.2), at fordelingen ke, og at en normal-
fordelingsantagelse ikke vil veere rimelig. Som et bedreraditiv ligger den logarit-
miske normalfordeling lige for. Vi har angivet fordelingahlog, (kontrolvariablen) i

Tabel 0.8. | Figur 0.8 er histogrammet sammenlignet med demale fordeling med
parametrd —0.24, 0.507) svarende til vaerdierne

z = —0.24
s, = 0.50
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for de transformerede data — log, X;. Det ses, at tilpasningen ikke er helt perfekt.
Den estimerede frekvensfunktion ligger 'for langt’ til hej Dette skyldes, at der er
nogle store positive, ekstreme observationer. Ser vi gniallet[7 — s,, 7 + s.],
ligger der 1 observation under nederste intervalgreense gndservationer over gver-
ste graense. Den datagenererende proces giver altsa lipigleye meget store veerdier
end meget sma vaerdier. Genberegnes gennemsnit for de 1@&atbener, der ligger

i ovennaevnte interval fas vaerdien -0.28, og det ses, at ffmmielingen med denne
middelveerdi passer 'bedre’ til data.

Antal obs.

30 /l

201

104

Figur 0.8: Fordeling afog, (kontrolvariabel) san03 x 0.2 frekvensfunktionen for en
normalfordeling med middelvaerdi -0.25 og spredning 0.50.

Da udelukkelsen af de ekstreme observationer vil veere seirthedens favegr og re-
cipientens disfavar vil vi fortsaette beregningerne pa dktsteendige materiale. Vi
finder

1(202)g59, ~ 1.04

12

hvorfor 70% og 95% konfidensintervallerne er givet ved

[024 .04 020 024+1040'50] = [-0.28,-0.20]

R 0.50
[0.24 — 1.97m —0.24 4+ 1.97—]

o Tl = [-031,-0.17]
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Det fremgar, at begge intervaller ligger langt under 0, dgwederfor veere rimeligt at
fastsld, at processens middelniveay (for de logaritmerede data) overholder kravspeci-
fikationeng., < 0.

Konfidensintervallet for fordelingens geometriske middetdi
[ty = M5

bliver uden videre (konfidensgrad 95%)
[e= 031 0171 = [0.73,0.84],

idet eksponentialfunktionen er voksende, og derfor er
P <pu< V=Pl <e <6V}

Falgeligt kan et konfidensinterval for den transformeredemeter fas ved at trans-
formere intervalgreenserne.

Den geometriske middelvaerdi er angivet i den oprindeligkeskéla, og vi kan der-
for sammenligne kravveerdien fra den oprindelige skala, gani, med ovenstadende
interval og igen konstatere, at intervallet ligger til vieador kravveerdien.

Det er ikke helt sa enkelt at finde et konfidensinterval foraeldserdien
E(X)= eHIos T 5 iog
Maximum likelihood estimatet for denne er

1
exp(—0.23 + 50.502) = 0.90

men daoy,,, 0gsa er ukendt kan vi ikke blot ga frem som fer. Vi skal ikke koen
neermere ind pa disse forhold, men blot konstatere, at dairfakat den statistiske
analyse er enkel for de logaritmerede data (under forudisgedify at observationerne
er logaritmisk normaltfordelte) er en primaer begrundetseat veelge at betragte de
logaritmerede data i stedet for de oprindelige. ¢
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Figur 0.9: Magnetresonansbillede (MR-billede) af et seitigem en menneskehjerne.

0.025 4

0.020 4 8

0.015 4

0.010 -

0.005 -

0.0-

20 40 60 80 100
Pixel

Figur 0.10: Histogram over pixelvaerdierne for omradet irdatle rektangel i figur 0.9.
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).025 4

).020 4

).015 4

).010 +

<

).005 +

N

20 40 60 80 100

Pixel

Figur 0.11: Compound-fordeling bestaende af 2 normaleelorder fittet til his-
togrammet i figur 0.10.
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Relativ vaegt-
andel/klasse-
bredde

0.5 1

0.1 1

3.4 43 48 55 6.2 6.9 7.6
log(korn diameter)

Figur 0.12: En normal fordeling fittet til log(korn-diameYtéordelingen fra figur 0.6.

Antal -

1 Observeret
90 4 o [ZA Teoretisk
50 4

v mmmm

0 1 2 3 4
Antal reg. part. pr. 2 sek.

Figur 0.13: En Poisson-fordeling fittet til data fra figur 0.4
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Antal obs.

200

150 -

100 -

50

—
TV

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000  7000>700C

Figur 0.14: Fordelingen af 903 samtaletider fra Ordrupregnt
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Figur 0.15: B(G%)-fordeling fittet til data fra figur 0.7.
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Antal

— [C_1 Observeret
V.71 Teoretisk

10 1 —

Figur 0.16: Ligefordelingen pa tallene fittet til data fraufig.7.
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Figur 0.17: En tilpasning med en eksponentialfordelinge(et) og med compound-
fordelinger (2 eksponentialfordelinger). "2" er estimaretd momentmetoden og "3"
med maksimum-likelihood metoden.



Kapitel 1

Sandsynlighedsteoretiske
modeller

| dette kapitel vil vi give en oversigt over de vigtigste af fdedelinger fra sandsyn-
lighedsregningen, vi kommer til at beskeeftige os med igtilkien.

Der er tale om visse repetitioner fra sandsynlighedsregpmin Disses berettigelse er
farst og fremmest, at der derved vil skabes et (forhabermtfigendeligt og overskueligt
oversigtsafsnit over de i bogen anvendte fordelinger.

Efter en summarisk opremsning af egenskaber ved de belefpedelinger er der
givet nogle eksempler pa, under hvilke forhold man kan fotegat de respektive
fordelinger optreeder i ingenigrvidenskaberne. Disseragter er vigtige, idet man
ved anvendelser af statistikken altid ma foretraekke medeler bygger pa generelle
love vedrgrende den proces, som frembringer data. Hvis matignblot empirisk har
fastlagt en model, vil man formentlig nok kunirgerpolere sig frem til anvendelige
resultater, hvorimod man bgr veere noget varsom med at apvesstlltater, der er
fremkommet vedekstrapolation i en sddan empirisk model.

1.1 Lidt om stokastiske modellers verifikation

Blandt statistikere (og erkendelsesteoretikere) foregdivfuld diskussion om, hvilke
af en reekke sandsynlighedsbegreber (logiske, subjeftaleyentielle 0.a.), der skal
danne grundlaget for den praktiske anvendelse af stokasti®deller. Det er ikke
meningen her at referere, endsige bidrage til denne digkudsn rimelig tilgeengelig

85
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oversigt findes i [2]. Se ogsa [26]. Vi vil her ga ud fra eksisten af - og, at leeseren
er indforstaet med - begrebsandsynlighedenfor givne udfald af visse sakaldt#-
feeldige) fysiske eksperimenter, og at vi kan udnydtekastiske variabletil at angive
malinger af disse udfald.

| dette kapitel skal vi som naevnt beskeeftige os dels med dgtmha egenskaber ved
sandsynlighedsfordelinger og dels med disse fordelinggmesis (oprindelse).

For at lette leesningen vil det veere af veerdi, at der knyttekiate eksempler til frem-
stillingen. Vi vil derfor fgrst give en beskrivelse af de matatiske resultater, som gar
det muligt at vurdere en models rimelighed ud fra en regidgagneobservationer af
et feenomen. En naermere diskussion af de problemer, deremfdet med vendingen
"en gentagelse af et eksperiment" gives i indledningeniitkd2. | naerveerende afsnit
kan vi ngjes med det almindeligt accepterede indhold, antétidelbart tillaegges.

Vi omtaler farst begrebendikatorfunktionen 7, for en vilkarlig maengde A. Den er
defineret ved

I [ 1, hvisze A
alr) = 0, hvisz ¢ A

Vier nui stand til at indfare et meget vigtigt begreb, nendén empiriske fordelings-

funktion for en reekke stokastiske variabie, - - - , X,,. Vihar
DEFINITION 1.1 (DEN EMPIRISKE FORDELINGSFUNKTION ). F, for Xy,--- X,
er givet ved

1 n
Fo(xr) = - Z Tix,<a)s
=1

hvor 7 betegner indikatorfunktionen. Verbalt kan vi udtrykke,dat den empiriske
fordelingsfunktion er den relative hyppighed af d¢'er, der er mindre end eller lig
medz. A

BEMARKNING 1.1.Vi ser, at den empiriske fordelingsfunktion taget i et vilkgt

punkt er en stokastisk variabel. Har vi givet realiseredaldd: , - - - , z,,, da er det re-
aliserede udfald af,, () lig veerdien af fordelingsfunktionen for ligefordelingeveo
xy,---,z, (den fordeling, der tilordner hvert af punkterae, - - - | z,, sandsynlighe-

denl). Dette er skitseret i nedenstéende graf. v
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Relativ hyppighed
af de enkelt udfald

S SN Slw
H L

HEEEE]

X=X

Realiseret udfald af

Sl
H

X5=Xg X1 Xn

Hvis Xy, ---, X, er uafheengige og identisk fordelte med fordelingsfunidiof,
kunne man habe, at et realiseret udfald7afkan anvendes som skan ovEr Det
forholder sig virkelig séledes, idet der gzelder falgendgenheigtige szetning.

SATNING 1.1 (DEN MATEMATISKE STATISTIKS HOVEDSATNING ). Lad

Xy,---, X,, veere indbyrdes uafhaengige og identisk fordelte med frgisiunktio-
nenF. Da er sandsynligheden for, at den empiriske fordelinddfan 7, konvergerer
ligeligt mod den teoretiske fordelingsfunktién lig 1. Udtrykt formelt har vi

P {JLTO <o:llf<m P () — F(m)|) _ 0} .

Bevis. Forbigas. Se f.eks. [47, p. 335]. [ |

Pa basis af denne saetning kan man ud fra gentagne obseevadioat stokastisk
feenomen vurdere, om en postuleret fordeling er rimelig weshenmenligne det re-
aliserede udfald af den empiriske fordelingsfunktion med dostulerede fordelings-
funktion.

Hvis afvigelserne mellem de to funktioner skannes storepdan en indikation af, at
modellen ikke er fyldestggrende. En neermere praeciserinigvatl der menes med
"store", vil blive gennemgaet i afsnittet om testteori og uskety kapitel 4.

| stedet for at sammenligne fordelingsfunktionerne vil nadite se pa frekvensfunk-
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tionerne. Huvis der er tale om diskrete fordelinger, er dgaaske ligefremt. Hvis
der derimod foreligger observationer fra en kontinuertdéing, vil den realiserede
empiriske fordelingsfunktion ikke svare til en kontinutdeling, men til en diskret
fordeling med stgtte i observationsveerdierne.

Dette problem omgar vi ved at foretage en sakgtdippering af materialet, d.v.s. vi

inddeler et interval, der indeholder alle observationgrargal delintervaller, sdkaldte
klasser. Vi teenker os nu, at alle observationer, der ligger i et defial, er jeevnt

fordelt over intervallet, og inddelingen giver saledesedning til

DEFINITION 1.2 (HISTOGRAM ). Den teethedsfunktion, som er konstanti ethvert delin-
terval, og hvis integral over ethvert interval er propantit med antallet af observa-
tioner i intervallet, kaldes det til inddelingen svaretigtogram. A

DEFINITION 1.3 (SUMPOLYGON ). Den til et histogram svarende fordelingsfunktion
kaldes ersumpolygon A

Problemer vedrgrende valg af delintervaller (antal, stger; etc. ) behandles i kapitel
4,

Viillustrerer nu begreberne i falgende eksempel.

EkSEMPEL 1.1.1 nedenstaende tabel er anfart malingen af hovedets dinp@t86
nittehoveder. (Uddrag af starre datamateriale i [25]).

Diameter i mm
13.62 13.26 13.24 13.39 1351 1352
13.44 13.33 13.25 13.26 13.13 1356
13.20 13.35 13.28 1355 13.47 13.38
13.29 13.44 13.49 1354 13.40 13.20
13.26 13.34 13.33 13.37 1356 13.37
13.63 13.33 13.26 13.31 13.35 13.33

Vi vil nu konstruere et histogram og en sumpolygon svareitdésse malinger. Vi har,
at den mindste og den stgrste observatiotser3, henholdsvid 3.63.

Vi veelger derfor at inddele intervall¢t3.105, 13.705], der omslutter alle observa-
tioner, i 6 lige store dele. Vi bemaerker, iatervalendepunkterne har en decimal
mere end malingernepa nittehovedet. Dette sikrer, at der ikke opstar tvivl owilket
interval en maling skal placeres i. Vi bestemmer nu antalletbservationer i hver
klasse og far fglgende skema. | skemaet er endvidere arddatirdulerede antal.,
d.v.s. de successive summer af antallene i de enkelte klasse
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Klasse Antal Kumuleret| Kum.
antal ant/36

13.105-13.205 111 =3 3 0.08
13.205-13.305 11111111 =8 11 0.31
13.305-13.405 1111111111 111=13 24 0.67
13.405-13.505 1111 =4 28 0.78
13.505-13.605 111111 =6 34 0.94
13.605-13.705 11 =2 36 1.00

Histogrammets vaerdi i f. eks. klassgi’.205, 13.305] skal abenbart vaere

antal i klassen

relative antal i klassen

totale antal klassebredden
8

~36-0.100

= 2.222.

klassebredden

Huvis alle klasser har samme bredde (som det er tilfaeldetbiérgr histogrammet pro-
portionaltmed den funktion, der i déte interval antager veerdien, hvora; er antallet
af observationer i defite klasse. Derfor anfares ofte to inddelinger pa& ordinsgak
svarende til hver af de ovenstaende funktioner.

De samme betragtninger gar sig selvfalgelig geeldende fopslygonens vedkom-

mende.

Vi anfgrer nu histogram og sumpolygon for det ovenfor amfddtamateriale i neden-

stadende to figurer.

Histogram

14

121

101

Antal

|

13.1

13.2 13.3 13.4 13.5

Diameter i mm.

13.6 13.7

¢
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Sumpolygon

40

351

Kumuleret antal
B = N N w
o [ o [ o
7 | T i 7

4]
T

13.1 13.2 13.3 13.4 13.5 13.6 13.7
Diameter i mm

Ofte vil man ikke veere interesseret i at sammenligne en eéskpiordeling med en
specifik fordeling, men snarere i at fa belyst, om den emgrferdeling kan antages
at stamme fra efamilie af fordelinger, f.eks. givet ved fordelingsfunktionerne

hvor é er en parameter.

Mere konkret kan man forestille sig, at man gnsker at afgwneen empirisk fordeling
kan antages at veere af f. eks. formen

1T— e ®/f x>0
F(x,0) = ' =
(z,0) {0 Ce<0

men at man ikke er interesseret i den specifikke veeréli af

| denne situation er det naerliggende at veelg® daer giver den "bedste" overensstem-
melse, og derneest vurdere afvigelser mellem den empirisHeling og den fordeling,
der svarer til det valgté. Denne fremgangsmade vil blive fulgt i dette kapitel, men
de metoder og principper, efter hvilke et sddant "bedétetelges, gennemgas farst i
kapitel 2. Den valgte veerdi @fvil blot blive postuleret i naerveerende kapitel.

Efter disse indledende betragtninger over verifikatiortakastiske modeller vil vi ga
over til de konkrete tilfeelde.



1.2. MODELLER | FORBINDELSE MED BERNOULLI FORS@G 91

1.2 Modeller i forbindelse med Bernoulli forsagg

Viindleder med at beskrive de simple forsgg, der er basibdte afsnittet.

1.2.1 Bernoulli forsgg

Vi siger, at en stokastisk variabel er &ernoulli variabel, hvis den kun antager 2
veerdier, f.eks. 0 og 1. Valget af 0 og 1 er egentlig arbitreaen medmindre andet
naevnes, vil vi overalt i det fglgende antage, at der er tal@ oo 1.

Hvis vi seetteP{ X = 1} = p, fa&sP{X = 0} = 1 — p. Frekvensfunktionen fok er
altsa

fle) =P{X =2} =p"(1 —p)' " forz =0,1. (1.2)
Heraf fas umiddelbart

E(X)=p og V(X)=p(l-p) (1.2)

En sadan 2-punktsfordeling kaldes@arnoulli fordeling .

Et eksperiment med 2 gensidigt udelukkende og udtammendganudfald kaldes et
Bernoulli eksperiment. Man benaevner i mange sammenhange udfaldene i et sddant
eksperiment fosuccesog fiasko.

DerINITION 1.4.Enfglge af simple Bernoullieksperimenter, hvor udfaldafeksper-
imenterne er uafhaengige, og hvor sandsynligheden for stiedaiver usendret, kaldes
en falge aBernoulli forsag. A

EKSEMPEL 1.2.Hvis man ved en lgbende fabrikation af en bestemt vare kardga u
fra, at sandsynligheden for, at en enhed af varen ikke ektjefe konstant, og at en
enheds tilstand ikke pavirker de gvrige enheders tilstati@dnar man i den Igbende
konstatering af defekt/ikke defekt et typisk eksempel pénBelli forsgg. ¢

Vivil nu bestemme nogle sandsynlighedsfordelingeri fodalse med Bernoulliforsgg.



92 KAPITEL 1. SANDSYNLIGHEDSTEORETISKE MODELLER

1.2.2 Binomialfordelingen

Lad der veere givet Bernoulli forsgg, hvor sandsynligheden for at f& succes (i)
i et enkelt eksperiment er. Antallet af succesek er da en stokastisk variabel med
frekvensfunktion

f(x) = (Z) pr(1—p)" " forz=0,1,--,n (1.3)

Leddetp” (1 — p)”~—" er sandsynligheden for en given sekvens aficceser og — =
fiaskoer. Ledde{”) angiver, p& hvor mange mader en sddan sekvens kan forekomme.
Heraf fglger resultatet umiddelbart.

DeFINITION 1.5.En stokastisk variabet’ med frekvensfunktionen (1.3) siges at veere
binomialt fordelt med parametre og p. Kort skrevet

X € B(n,p) éf(r) = (n)pTU —p)n7 forz =0,1,--- n.
T

BEMARKNING 1.2. X kan opfattes som summensafuafhaengige Bernoulli fordelte
variable, idet det totale antal succeser id®@rsgg trivielt er lig summen af udfaldene
i de enkelte forsgg (da udfaldet? succes og udfaldet & fiasko). \4

Vi samler nogle resultater om binomialt fordelte variable i

SAETNING 1.2.Lad X € B(n, p). Da er den karakteristiske funktion (jfr. p. 66)

oty = (1 +p(e™ —1)".

Middelveerdi og varians er

V(X) = np(l —p).
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Bevis. Resultatet om middelvaerdi og varians fglger umiddelbddrablkningen afX
som en sunY; + - - - +Y,, af n uafhaengige Bernoulli fordelte variable, idet vi e.g. har

V(X) = VVi+-+Y,)
= VM) +---+V(Vy)
= np(1 —p),

idet vi benytter (0.48) i kapitel 0 og (1.2) i dette kapitellsVarende vises resultatet
om middelveerdien. ]

Frekvenskurvens udseende afhaenger meget af parametamg. Vi angiver grafer
for visse veerdier af og p.

B(4,0.1) B(4,0.25)
0.8 0.8
0.6 ] 0.6
0.4 ] 0.4
0.2 H ] 0.2 N H
) Ll 0 11
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
B(4,0.5) B(4,0.9)
0.8 0.8
0.6 ] 0.6
0.4 1 0.4
0.2 H H ] 0.2 H
oLl Ll 0 1
0 1 2 3 4 o 1 2 3 4

Ved tabelopslag far man ofte brug for fglgende

SATNING 1.3.Lad X € B(n,p). Daern — X € B(n,1 — p).

Bevis. X kan opfattes som en sum af Bernoulli variable, d.v.s.
X =Y, +---+Y,. Dette giver

n—X=(1-Y)+---+(1-Y,).
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B(10,0.2)
0.4 T
0 H I I H H m N 1 1 1 1
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(25,0.2)
0.2 T
0.1+ H H B
ot I H H I 0 i 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
B(50,0.2)
0.2 T
0.1 N H 1
o i ik ﬂ H H I I H H ﬂ Ik o " 1
o] 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nu er1—7Y; igen Bernoulli fordelt, men med parameter p. Heraf fglger, ab — X &
B(n,1—p).

Vi har endvidere falgende

SETNING 1.4 (REPRODUKTIVITETSSATNINGEN ). Lad X ogV veere uafheengige
og stokastiske variable. Da geelder

X €B(ny,p) AY €B(na,p) = X +VY € B(ny + na,p).

Bevis. Umiddelbart, ndr man erindrer, &t+Y kan tolkes som det totale antal succeser
i n1 + ny Bernoulli forsgg. [ |

EKsSeMPEL 1.3.Viminder om, at binomialfordelingen har forbindelse nsti#fprave-
udtagning med tilbagelsegning Lad der veere givet en samling objekter, der hver er
forsynet med netop et af to karakteristika A og B (e.g. defeltrer>< varer, der er i
orden, rade kuglers < hvide kugler, emner over en vis leengde emner under denne
leengde, etc). Lad brgkdelen af objekter med karakteristiRuvaerep. Vi udveel-
ger tilfeeldigt et objekt og noterer, hvilket karakterigtikobjektet har. Vi laegger det
tilbage og gentager proceduren. Hvis vi eftendveaelgelser kalder antallet af objekter
med karakteristikum A for X, er det klart, & € B(n, p). ¢
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| det falgende eksempel anfarer vi nogle data, som man eftsrstdende eksempel
kunne vente ville fglge en binomialfordeling.

EKSEMPEL 1.4.Ved en stikprgvekontrol i en produktionsproces har man étifal-
gende antal defekte emner i 50 stikprgver af hver 100 emiaga @lammer fra [25]).

Stikprgve nr. Andet ciffer
0 1 2 3 45 6 7 8 9
0O|- 2 0 3 2 2 0 4 3 2
113 1 6 1 1 2 0 4 0 1
Forste 2|1 2 2 4 2 3 0 1 3 2
ciffer 314 4 0 2 3 1 3 0 1 2
4 |14 1 1 3 1 3 4 2 2 0
511 - - - - - - - - -

Safremt processen kan antages at tilfredsstille de alrigedeav til en falge af Bernoulli
fors@g, kan ovenstaende data opfattes som realiseredd ugfa- - , x5, af indbyrdes
uafhaengigd (100, p)-fordelte variable.

Vivil derfor sammenligne de relative hyppighederfiot , - - - defekte med en passende
valgt binomialfordeling. Vi finder

Antal de- Antal stik- | Relative
fekte emner| progver antal stikpr.

0 8 0.16

1 12 0.24

2 13 0.23

3 9 0.18

4 7 0.14

5 0 0.00

6 1 0.02

7 0 0.00

Pa nedenstaende figur har vi sammenlignet den empiriskeliogdned frekvensfunk-
tionen for enB(100, 0.02)-fordeling.

Parameterveerdign— 0.02 er valgt, fordi der er konstateret ca. 2% defekte blandt alle
de inspicerede emner.
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15

o M Binomial 50
\ﬁ —-— Observeret
I
_ %
I
I
I “
I
210+ H | ]
o I
= I | _
= I ! H
7] I |
= I I | I
] ! |
< K I | I
e - I ! H a
g i O I L I
K] I % I ¥ Il
I 5¢ i i h L ' b
I I I
I i
I & I | I
I & I | I
I & I i I
I I | I
i I % I i .
| I i i o
0 il I I 1 Hx ol
(0] 1 2 3 4 5 6 7

Antal stikprover

Der ses at veere en god overenstemmelse mellem de to frelm&tisher, og Bernoulli
modellen og binomialfordelingen synes derfor at veere iighelgnede til at beskrive
stokastiske feenomener af omtalte slags, jfr. seetningitid 85 . ¢

EkKsSeEMPEL 1.5.Visgger sandsynligheden for, at en stokastisk variabel

X € B(19,0.65) er stgrre end 7. Nu indeholder tabeller over binomialfardgn som
hovedregel kun indgange fpr< 0.5. Vi anvender derfor saetning 1.3 til at foretage en
omskrivning. Vi har

P{X>T7} = P{19— X <12}
— P{B(19,0.35) < 12}
= P{B(19,0.35) < 11}
— 0.9886

EKSEMPEL 1.6 (GROUP TESTING). Der er givet et stort antal - lad os sigé- elek-
troniske komponenter, der hver er indkapslet i et heliudtfilyIster.

Man gnsker at undersgge, om nogle af disse hylstre leekketdesaat heliumet siver
ud. Til rAdighed haves et apparat, der kan afggre, om derdeefang helium i et lukket
rum, men vanskeligt, hvor meget der er af luftarten.
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Undersggelsen kan naturligvis nu forega ved, at man ungerswer komponent for
sig. Dette kraevelV forsgg.

Vi kan imidlertid ogsa anbringé komponenter i maleudstyret og undersgge, om der
er helium til stede. Hvis dettikke er tilfeeldet, er der ingen af deé komponenter,
der leekker, sdledes at dette ene test har veeret tilstragklcglde - komponenter. Er
udfaldet positivt, i.e. er der helium til stede, testes hafetle ¥ komponenter separat,
og vi har anvendt + 1 malinger til dek komponenter.

Man er nu selvfglgelig interesseret i, hvad det forventedalanalinger er ved anven-
delse af ovenstaende procedure.

Vi antager, at sandsynlighedgrior, at en komponent er defekt, er den samme for alle
komponenter, og at komponenter er stokastisk uafhaengige.

Vi kalder det ngdvendige antal maling&r, og vi vil bestemme fordelingen af. Vi
finder fgrst sandsynligheden for, at en malingigéomponenter giver positivt udfald.
Den er

P{mindst 1 ud af: er defekt
= 1 — P{ingen ud aft er defek}
= 1-(0-pF
= .

Her har vi anvendt uafhaengighedsforudsaetningen ved dgh2dstegn.

Der ern = % grupper (vi antager for simpeltheds skyld,maer heltallig). Hvis vi
observerer et positivt udfald i netepgrupper, skal der udfares+ vk malinger i alt.
Sandsynligheden for denne heendelse er

(2) o

idet udfaldet af 1. maling i hver gruppe kun har 2 mulige udifaemlig positivt (helium

til stede) eller negativt (helium ej til stede). Sandsyhéden for positivt udfald er den
samme for alle grupper, nemljg og endelig er grupperne uafhaengige. Vi kan derfor
anvende (1.3), side 92, og resultatet falger. Vi har altsa

P{x—n+yk}—<n)pl’(1p)"” forr =0,1,--- ,n.
1%
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Viser, at¥=2 € B(n, p), d.v.s., at

- X —n _
3 ? = np

eller

F)(X)—n+k-np—/\7<1(1p)k+%), (1.4)

hvilket alts& er det forventede antal malinger ved den aifteeteknik. For kendp
kan det optimalé bestemmes ved differentiation af (1.4) med hensyh ¢if derefter
seette differentialkoefficienten lig 0. Den fremkomne ligmima l@ses numerisk. Vi
indsaetter nogle veerdier fprog k.

Forp = 0.1 0gk = 5 fas
B(X)

1
N(1—-0.9°+ ) =0.6N,

.

ogforp = 0.01 0ogk = 10 er
1
F(X) = N(O1-0.99""+ 75) = 016V,

Det er helt klart, at man kan reducere antallet af malingdogrsaerdeles kraftigt ved at
anvende en teknik som ovenfor beskrevet. Den kan selviglfpefines meget. |1 anden
omgang behgver man naturligvis ikke at male p& samtligiementer, men man kan
igen foretage en opdeling i undergrupper etc. ¢

Det anfarte eksempel, der her er givet i en lettere simptdidorm, stammer fra Bell
Laboratorierne, hvor metoden anvendes med stor succes. (than opnar store be-
sparelser i antallet af malinger).

Teknikken kaldegroup testing. En fremstilling af de mere specielle metoder findes i
[50] og [51].

EKSeEMPEL 1.7.Under 2. verdenskrig anvendtes den i eksempel 1.6 beskteknik
til at undersgge blodprgver hos amerikanske soldater.gaergsmaden var helt analog
til den ovenfor omtalte. Man blandede blodpraver fraoldater og undersggte den
blandede prave for eventuelle bakterier. Man opnaede beispai antal prgver pa op
til 80%. En ngjere beskrivelse findes i [16]. ¢



1.2. MODELLER | FORBINDELSE MED BERNOULLI FORS@G 99

Vi gar nu over til at behandle den negative binomialfordglin

1.2.3 Den negative binomialfordeling (Pascal’s fordeling )

Det neeste problem, der naturligvis rejser sig i forbindefsal en reekke Bernoulli
forsgg, er spargsmalet om, hvornar vi far den 1. og hvornégenerelt) far derk'te
succes.

Sandsynligheden for at skulle veriter = forsgg for at fak succeser er (jfr. [32][p.
23))

(’“+”71)p’f(1p)m fore =0,1,2,- -, (1.5)

xr

hvilket med konventionen

(Tk) _(y (k+:1) (1.6)

kan skrives
—k k r
pi(p—1)" forr=10,1,2,--- .7
xr

Resultatet (1.5) er &benbart. | Igbet af de fgkstex — 1 forsgg skal der opnds— 1
succeser og: fiaskoer. Pa det + x'te forsgg skal der opnds en succes. Faktoren
(**7=1) angiver, p& hvor mange m&der vi kan placere de x fiaskoer tiigridy 2 — 1
farste forsgg. Sandsynligheden for en af dissgler p)”, ogp* er sandsynligheden
for at fa "placeret" en succes pa hver af de resteréngiadser, herunder én pa den
sidste.

DEFINITION 1.6.En stokastisk variabek’, der har en frekvensfunktion givet ved
(1.5) (eller (1.7)), siges at veeregativt binomialt fordelt eller Pascal fordelt med
parametrenék, p). | tilfeeldetk = 1 taler vi ogsa om degeometriske fordeling Kort
skrevet
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Vi samler nogle resultater om den negative binomialfordgii

SAETNING 1.5.Lad X € NB(k, p). Da er den karakteristiske funktion lig

pk

(1 - (1 —p)e”)k

o(1) =

Middelveerdi og varians er

F(X) = M
P
k(1 —p)
V(X) = T
Bevis. Forbigas. Benyt f.eks. saetning 0.10, side 67. [ |

Ligesom for binomialfordelingen har vi en reproduktivésgetning.

SETNING 1.6 (REPRODUKTIVITETSSATNING ). Lad X ogY veere uafhaengige sto-
kastiske variable. Da gaelder

Bevis. Resultatet er neesten trivielt, id&t + Y kan opfattes som det antal forsgg, der
skal benyttes ud ovelr; + k- forsgg, fer vi har faet, + k- succeser.

Man kan ogsa blot gange de karakteristiske funktionerfong ¥ sammen og kon-
statere, at det er den karakteristiske funktion foNés( k1 + k-, p)-fordeling. |

EKSEMPEL 1.8 (KVALITETSKONTROL ). En mulig made at undersgge kvaliteten af
et parti varer er fglgende: Man veelger tilfeeldigt et emne ndensgger, om det er
defekt. Det leegges tilbage, og proceduren gentages, mdtilhar faet 5 defekte em-
ner. Hvis man nar at udtage 50 emner uden at have fundet Stdefieiner, godkendes
partiet.

For at vurdere, om en sddan metodtkpraveplan) er velegnet, kan man undersgge
klassifikationssandsynlighederne. Eksempelvis kan vefsahdsynligheden for at ac-
ceptere et parti, der indeholder 10% defekte emner.

Med X benaevner vi den stokastiske variable, der angiver, hvogmésrsgg ud over
5, der er ngdvendige for at finde 5 defekte. DaXer NB(5,0.10). Vi accepterer
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et parti, hvis vi skal bruge mere end 50 forsgg i alt, d.v.9s kv > 45. Den sggte
sandsynlighed er derfor

P{X >45} = 1-P{X <45}
45
T— 3 (**7710.10°0.90".
0

r=

Med et lille program beregnes

P{X > 45} = 0.43.
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1.3 Nogle modeller om stikprgveudtagning

Vi har hidtil kun beskeeftiget os med stikprgveudtagning rtilhgelsegning og det
kun i det tilfeelde, hvor der blot er 2 muligheder for udfaldi Wi nu farst betragte
problemet uden tilbageleegning.

1.3.1 Den hypergeometriske fordeling

Vi betragter igen problemstillingen i eksempel 1.3. Der garet N objekter hver
forsynet med netop 1 af 2 karakteristika, f.eks. defekt &g illefekt. Lad der veer®f
defekte. Hvis vi udtager elementemed tilbageleegning som i eksempel 1.3, fas, at
det totale antal defekte falger &{n, 4)-fordeling.

Hvis vi nuikke laeegger emnerne tilbage efter at have undersggt dem, aendkeleben
af defekte emner sig fra traek til treek. Antallet af defektenemfalger derfor ikke
lzengere en binomialfordeling. Sandsynligheden for, at siikpregven p& elementer
er » defekte bliver

(1.8)

Argumentet herfor er kombinatorisk!’) angiver, p& hvor mange méder vi kan udtage
der defekte elementer blandt dé¢, og (Nn:’;”) angiver pa hvor mange mader de ikke-
defekte i stikpraven kan udtages. Tezelleren angiver altslenaf mader, hvorpa vor
stikprgve kan dannes. Naevneren angiver det totale antamriébrpa en stikprave pa
n elementer kan dannes, og resultatet fglger heraf.

Udtrykket (1.8) er formelt defineret far — 0,1, --- | n, som det er tilfeeldet for bino-
mialfordelingenf(x) er imidlertid kun forskellig fra O for
max(0,n+ M — N) < 2 < min(n, M).

DEFINITION 1.7.En stokastisk variabeX, hvis frekvensfunktion er givet ved (1.8),
siges at vaerbypergeometrisk fordelt med parametrén, M, V). Kort skrevet

(AT/[) (’f,i’f) r=max(0,n+ M — N),

X €H(n, M, N) & f(z) = (i\;) - min(n, M).



1.3. NOGLE MODELLER OM STIKPR@VEUDTAGNING 103

Vi anfgrer middelvaerdi og varians i

SATNING 1.7.Lad X € H(n, M, N). Daer

Y)Y =
y = n N
V(x) = M (  M\N-n
Y N)N -1
Bevis. Forbigas. Resultatet fas ved en direkte anvendelse af tiefieine. ]

Idetp = A7 er brokdelen af defekte emner, ser vi, at middelveerdien inyperge-
ometriske fordeling er den samme som i den tilsvarende bisléordeling. Derimod
er variansen mindre i den hypergeometriske fordeling erddarhialfordelingen.

Hvis N og M er store, kunne man forvente, at den hypergeometriskelfogdelle
ligge teet ved binomialfordelingen, idet der sé ikke kan veveforskel pa stikpraveud-
tagning med tilbagelaegning og uden tilbagelaegning. Saddategsa, og vi preecis-
erer resultatet i

SATNING 1.8.Lad N og M ga mod uendelig pa en sadan made, at
M —pe(0,1)
~ P 1)

Da vil for fastn og =

Bevis. Beviset anfares, da det er relativt simpelt og illustrehegrdan man under
graenseovergange pa hensigtsmaessig vis omformer binomifitienter. Vi omskriver
venstresiden og far

(D) n\ M
B ( )Nm(Mm)!
(N — M)! (N —n)IN"
No=#(N — M — (n — z))! Nt

xr
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Nu er f.eks.

M1 MM M x
N*(M —=z)! N \N N N N )

Der erz led, og hvert led gar mogd for N, M — oo, d.v.s.

M .
No(M oy D
Tilsvarende med de gvrige led, og seetningen falger. ]

Seetningen retfeerdiggar, at man ved stikprgveundersggsteee partier (neesten) al-
tid anvender binomialsandsynligheder, skant der oftettlerom stikprgveudtagning
uden tilbagelaegning.

Vi vil senere se eksempler pa& den hypergeometriske forgenvendelse i praktiske
problemer, iszer i forbindelse med kvalitetskontrol.

Vi gér nu over til stikprgveudtagning, hvor der er tale om enend 2 klassifikations-
muligheder.

1.3.2 Polynomialfordelingen

Lad der til et eksperiment veere knytthinanden udelukkende haendelder - - - , Ay,

som bestemmer alle muligheder (en kugle har en af farvehegran, bla eller gul; et
emne er for kort, har en passende leengde eller er for langt esa A+, - - - | Ax have
sandsynlighederng,, - - - , p.. henholdsvis. Vi spgrger da om sandsynligheden for,
at A, indtraefferz; gange ved» indbyrdes uafhaengige gentagelser af eksperimentet
(21 + - - -+ x, = n). Sandsynligheden for, at; indtreefferz, gange,- - , Ay indtraef-

fer z, gange i en bestemt reekkefglge, er

T

T T
P1 Py s

den samme uanset raekkefglgen. Den sggte sandsynlighedar ldgovenstaende
ganget med antallet af mader, hvorpaadepladser forA, , - - - dex; pladser forA,
kan udveelges blandt de Dette antal bensevnes

()
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og man kan ved et forholdsvis enkelt kombinatorisk argurnesd, at

n!

( " )—% r1+---4+xp=n (1.9

RIRERY AN

Disse koefficienter kaldgzolynomialkoefficienter. Fork = 2 har vi specielt

n n! n
Tr1rg - T]'TQ' - 1 '

d.v.s. en binomialkoefficient. Den sggte sandsynlighedbhiltsa

n!

<m1___mk)p1 s L [ (1.10)

hvor altsdp + - - -+ p, = 109z, + - - - + 2, = n. Der er altsa kurk — 1 parametre

forudenn, idete.gpr, =1 —p1 — - — pr_1.
DEFINITION 1.8.En flerdimensional stokastisk varialié{y, - - - , X) siges at veere
polynomialfordelt (n, py, - - - , px) hvis dens frekvensfunktion har formen (1.10), d.v.s.
(X17“'7X1<7) € PO](”7P17"'7P!«)
d n 1 Tk
S (e, o) = (mh._.mk)m P
x>0, 2, >0, x4+ xp =0

Ved lidt regning bringes man let til at indse

SETNING 1.9.Lad X = (X4, -+, X)' € Pol(n,p1,---,pg). Daer

E(Xy) npi
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0g
V(X1) COV(X17Xk)
V(X)) = : :
COV(Xk7X1) V(Xk)
npr (1 —p1) —np1p2 e —np1 Pk
—npap npa(1 —pa) - —np2pk
— NP P —nprp2 - npe(1 — pr)

BEMAERKNING 1.3.1 overensstemmelse med definitionen i afsnit 0.9 skrivereri h
vektorer som sgijlevektorer. \4

Da polynomialfordelingen er en flerdimensional generaligeaf binomialfordelin-
gen, kunne man forvente, at der ogsa ville findes en repradigtssaetning for den.
Seetningen eksisterer, og den lyder som falger.

SATNING 1.10 (REPRODUKTIVITETSSATNING ). Lad X = (X;,---, Xi) 0g
Y =(V5,---,Y}) veere stokastisk uafheengige. Da geelder
XGPO](T”17P17“'7PK) A ZEPO](H27P17“'7Pk):>
X+Y € Pol(ni+mno,pr,---,pr)

Bevis. Beviset er ganske analogt til det tilsvarende for binororaélingen. Kompo-
nentenX; + V; er det totale antal udfald af heendel$gei n forsgg, og resultatet falger
nu direkte af definitionen af polynomialfordelingen. ]

EKSEMPEL 1.9.For en given type glgdelamper geelder, at breendetiden foil-en t
feeldig udvalgt glgdelampe falder i intervallerne 0-700&in700-800 timer og over
800 timer med sandsynligheder pa henholdsvis 0.2, 0.7 og3ddelamperne szelges
i pakninger pa 5. Vi vil finde sandsynligheden for at fa 4 gladeer med en braen-
detid pa mere en 700 timer og 3 med en braendetid pa mere enn8@0iten enkelt
pakning.

Antallene (X, X», X3) af gladelamper i de 3 klasser Pol(5,0.2,0.7,0.1). Den
sggte sandsynlighed &{ X, + X3 > 4 A X3 > 3}. De veerdier afxzy, x4, x3), der
tilfredsstiller disse uligheder, er

{(0,0,5), (0,1,4), (0,2,3), (1,0,4), (1,1,3)} = A.
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Den sggte sandsynlighed er nu

5
Z ( )0.2“0.7“0.1“ = 0.00816,
X1 o X3

(#1,m2,m3)EA

d.v.s. mindre end 1%. ¢

Polynomialfordelingen spiller en vigtig rolle f.eks. vesbts i antalstabeller, kontrol af
fordelingslov m.v., som vi senere skal se.
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1.4 Poisson modeller. Erlang- og T'-fordelingen

Poisson-fordelingen er en yderst nyttig fordeling til asknéve mange former for teellepro-
cesser med. Vi vil i de kommende afsnit anfgre nogle eksempaléfysiske” forhold,
der farer til Poisson modeller. Vi indleder med

1.4.1 Poisson fordelingen

Vi anfarer fgrst definitionen p& Poisson fordelingen.
DErINITION 1.9.Visiger, at en stokastisk variab&l er Poisson fordeltmed param-
eter), hvis den har frekvensfunktionen

A.’L‘
flz) = e, xr=0,1,2,---

x!l

Vi skriver kort X' € P(A). A

Vi antyder parametrenes indflydelse pa fordelingen ved isesle nogle grafer af
frekvensfunktioner for forskellige veerdier af
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Det ses, at skeevheden aftager meget med starre veerdliedamtidig spredes sandsyn-
lighedsmassen mere jeevnt ud over de naturlige tal.

Vi samler nogle resultater om Poisson fordelingen i
SATNING 1.11.Lad X € P(A). Da er den karakteristiske funktion lig

o(1) = exp (/\(e” — 1)) ,

og middelveerdi og varians er

Bevis. Vi benytter saetning 0.10. Den karakteristiske funktion ésdlirekte ud fra
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definitionen:

¢(t’) — E<eiXt>

(o)

ot
E ezt.’n_e*)\
x!

=0

(o)

) 1 e
s € AZ;(APT)
=0

= e Mexp (/\e”)

Vi finder middelvaerdien ved at differentiegem.h.t.z. Vi har

(1) = e texp (/\e”) i et
B(X) = —id'(0) = A
Analogt fas resultatet for variansen v.hgg.(?). ]

Vi bemeerker, at middelvaerdi og varians er ens.

SETNING 1.12 (REPRODUKTIVITETSSATNING ). Lad X og Y veere uafheengige
stokastiske variable. Da geelder

X ePM)AY EP(A) = X +Y €P(A +Xq).

Bevis. Den karakteristiske funktion fox + V" er, jfr. seetning 0.11

o(t) = exp (/\1 (e" — 1)) exp (/\2(6“ — 1))
= exp ((/\1 + /\2)(6” — 1)) ,
hvilket netop er den karakteristiske funktion foref, + XA,)-fordeling. [ ]

Vi giver nu Poisson’s seetning, der viser, at Poisson fondelh kan fremkomme ved
en passende graenseovergang i binomialfordelingen.

SAETNING 1.13 (PoissoN). Lad X, € B(n, p,).
Hvis

n-Pp — A, N — 00,
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davilforr =0,1,2,---

xr

P{X, =2} — —"efA, n — oo.

Bevis. Se [21][p. 140]. ]

Denne saetning forklarer, hvorfor man i praksis ofte mgdésgem fordelingen, nar
man har et meget stort antal forsgg og en meget lille sanidgyet for, at en bestemt
haendelse indtraeffer i det enkelte forsgg (jfr. [10][p. 55Bt eksempel, hvor man
preeciserer disse verbale formuleringer, har vii

SETNING 1.14.Der er givet en proces, der tilfaeldigt genererer punkterdnetade.
Processen tilfredsstiller:

1. Sandsynligheden for, at der er et punkt i et givet delomrafhaenger kun af
omradets stgrrelse (volumen, areal etc.)kbg af omradets form.

2. Sandsynligheden for, at der er et punkt i et omrade afedtem v, er
Av + o(v),
og sandsynligheden for, at der er mere end ét punkt,r'.

3. Antallene af punkter i ikke-overlappende omrader erastikk uafheengige.

Da er sandsynligheden for, at et omrade af stgrrelseetop indeholdek punkter lig

1
ﬁ(/\v)kefh', k=0,1,--+,

d.v.s. antallet af punkter i et omrade af starrelsen en stokastisk variabel P(\v).

Bevis. Vi inddeler omradet A in lige store dele. Sandsynligheden for at f& mindst ét
udfald i en givet del er ifglge 2. (idef(v) + o(v) = o(v))

pn:/\g—ko(ﬁ).
n

n

Ifglge 3. har vi nu givet Bernoulli forsgg med sandsynlighedgn for succes (hvor
succes altsa betyder mindst ét punkt i et delomrade. Antlsucceser er derfar

1En funktionf € o(v) , v — 0, hvis {2l — 0 v — 0 d.v.s.f gar hurtigere mod 0 end
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B(n, p,). Da sandsynlighed for at fa 2 eller flere udfald i et delomédersvindende
(for storen), har vi, at

P{k punkteri A} ~ (Z) pE(1 = pa)" .

Da

v o(g
npn:/\1)—|—no(—) =M+ —"Fv = M
n

kel

for n — oo, kan vi anvende Poisson’s saetning, og resultatet fglger. ]

EKsemMPEL 1.10.Iforbindelse med partikelteelling i mikroskop mgder mared¥bis-
son fordelingen. Deler man synsfeltet i mikroskopet aplige store dele, og teeller
man derefter antallet af partikler i hvert delfelt, vil mahnvis fordelingen er "til-
feeldig" (d.v.s. tilfredsstiller 1)-3) i seetningen), haveealisationer af Poisson fordelte
stokastiske variable. Dette er f.eks. ofte tilfeeldet, nanrzeller bakteriekolonier eller
blodplader etc. Eksempler pa rumlige fordelinger af titfegd placerede punkter er
f.eks. fordelingen af sten af en vis starrelse i beton etheddlingen af "fejl" i faste
stoffer (e.g. sma brud o.lign. i metalstykker etc.).

Den af forudsaetningerne, som i praksis er mest kritisk, &r)puafhaengighedsfor-
udsaetningen. Saledes vil partikler oplast i veesker ofteretilirackke eller frastgde
hinanden, saledes at 3) ikke laengere kan antages opfylt pixtikelkoncentrationen
er stor, vil de gvrige betingelser ofte ikke veere til steddedes at man ma forvente,
at Poisson fordelingen vil veere en darlig approksimatibfotdelingen. | sddanne
tilfeelde vil man hyppigt kunne rede situationen ved at fodg oplgsningen. ¢

Vi giver dernaest et eksempel, der kan illustrere ovensg&enablemstilling.

EKSEMPEL 1.11.Inedenstdende figur har vianfgrt 100 punkters placerinkniadrat.
Vi vil sgge at afgare, om placeringen kan antages at veergdeteefter en proces,
der tilfredsstiller de i saetning 1.20 anfgrte betingelsler - mere enkelt - om punk-
terne synes tilfeeldigt fordelt i planen efter en lovmaessifjisom angivet ved Poisson-
fordelingen.

Vi har inddelt kvadratet i 25 mindre delkvadrater og taltadiet af punkter i hvert
kvadrat. Herved er falgende tal fremkommet.
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Hvis den punktgenererede proces virkelig spredte punitéfeeldigtudover kvadratet,
matte disse tal kunne opfattes som realiserede udfald- - , 25 af indbyrdes uaf-
heengige identisk®(1)-fordelte stokastiske variable. Vi vil derfor sammenligien
empiriske fordeling svarende til ovenstaende tal med ex)-fordeling. Det vises i
kapitel 2, at den (i en vis forstand) bedst approksimerermesBn fordeling er en
P(4)-fordeling (idet der gennemsnitligt er 4 punkter/kvadrat)

Vi finder farst den empiriske fordeling.

Antal
pkt.f. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
kvadr.
Antal
kvadr. 2 3 2 4 5 4 2 0 1 1 0 0 1
Rela-
tive

antal 0.08 0.12 0.08 0.16 0.20 0.16 0.08 0.00 0.04 0.04 0.00 0.0@ D.O
kvadr.

Denne empiriske fordeling er pa nedenstaende figur samgmenlimed e (4)-forde-
ling.
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Antal pkt. pr. felt

Det ses, at den empiriske fordeling har tykkere haler endgeaifordelingen. Dette

svarer til, at der er stgrre sandsynlighed for at finde heitte kvadrater og for at finde

kvadrater med mange observationer i, end der ville veers, fwnkterne var fordelt

tilfeeldigt ud over planen. Der synes med andre ord at veerergfens til "klumpning".
¢

De samme forudseetninger som 1)-3) i seetning 1.20 mgder stiujaterne foPoisson
processen Der er givet en proces, der til tilfaeldige tidspunkter gener en haendelse.
Antallet af haendelser i tidsintervallgt ) kaldesX (). Da erX(#) en stokastisk pro-
ces, d.v.s. at vi til ethvert tidspunkte [0, cc) har en stokastisk variab&l(t). Vi
anfgrer nu postulaterne i

SETNING 1.15.Hvis processen tilfredsstiller:

a. sandsynligheden for at f& mindst én haendelse i et intefl@ngden h er
A+ o(h),
b. sandsynligheden for at fa 2 eller flere haendelser i inletve o(h),

c. antallene af heendelser i ikke-overlappende intervatlstokastisk uafhaengige,

daerX(t) € P(X).
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Bevis. Beviset for dette resultat kan naturligvis fores ganske bewiset for seetning
1.20. Imidlertid kan man ved at foretage nogle greenseoxmgey&omme frem til et
system af differentialligninger, som ved lgsning umid@eltgiver X () € P(At).
Disse overvejelser er, hvad angar den matematiske stisngeere tilfredsstillende.
For neermere detaljer henvises til [32][p. 65], [19], [21]. ]

DerINITION 1.10.Det i saetningen forekommendekaldesintensiteten Den an-
giver middelantallet af haendelser i et tidsinterval af leerg (én). A

EKSEMPEL 1.12.Etafde kendteste tilfelde pa tilfaeldige haendelser, der f#Pois-
son processer, er udsendelsenafartikler fra et radioaktivt stof med en ikke for kort
halveringstid £ konstant intensitet). ¢

EksSeMPEL 1.13.Betragter man telefontrafikkeni en central, vil man megtt béve,

at antallet af opkald til centralen fglger en Poisson proicgst mindste i den sakaldte
travle time (den time i dggnet, hvor trafikken er stgrst).Hwan betragter et laengere
tidsrum, vil intensiteten ikke lsengere veaere konstant. Da centraler oftest planlaegges
og udbygges efter trafikken i den travle time, betyder dé#te nogen indskraenkning

i anvendeligheden af Poisson fordelingen som beskrivél&gfaoldene. | [27] findes

en maengde eksempler pa anvendelser af Poisson procedstrafikéken. ¢

EKSeEMPEL 1.14.1 tabellen side 117 er anfart kundeankomsttiderne for enekast
supermarked (i min.) og afstandene mellem disse tidg(imin.).

For at vurdere, om ankomstprocessen tilfredsstiller Boigmstulaterne, kan vi be-
tragte antallet af kundeankomster i en fast tidsenhedsf.ekminut. Dette giver
veerdierne

oOWOor P
P OP WW
PP NOP
oONP PP
NONNO
copr NP
OFRPNWN
NNOPR P
NNO AP
NNOON
(=X TN N
oNvNOP

Disse skal kunne opfattes om realiserede udfald af indisyudfheengig®(\)-fordelte
variable, hvis antagelserne om ankomstprocessen holddindér derfor de relative
hyppigheder
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Antal kunde-| Antal Rel. antal
ank./min. minutter | minutter
0 17 0.28
1 19 0.32
2 18 0.30
3 4 0.07
4 2 0.03

| grafen side 116 er de relative hyppigheder sammenligndtfre&vensfunktionen for
enP(1.25)-fordeling.

Der ses at veere en peaen overensstemmelse mellem de to frieiknlditner, og Poisson
modellen synes derfor velegnet til at beskrive de betragaattomsttider. ¢

22 ‘ ‘

e 60 Poisson(1.25
20+ - == Observeret B

B R R
o N b
T T T

Antal minutter

O N M O ©
T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
_‘ ﬂx_l ! i .
0 1 2 3 4 5 6
Antal kundeankomster/minut

EKSEMPEL 1.15.Ved et busstoppested ankommer busser efter en Poissos pnede
en intensitet p&.4 busser pr. minut. Hvad er da fordelingen af ventetiden mele
busser? Ventetiden er stgrre endietop hvis der ingen busser ankommer i intervallet
(0,1). Dette sker med sandsynligheder-#*. VentetidenT" har altsa fordelingen

P{T<t}=1—-P{T>t}=1—¢2" t>0

for + malt i minutter. ¢
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Ank. Diff [ Ank. Diff [ Ank. Diff | Ank.  DIff
0.93 15.60 29.10 46.61
11 106 92 0
1.04 16.66 30.02 46.61
4 27 52 2
1.08 16.93 30.54 46.63
52 52 350 61
1.60 17.45 34.04 47.24
43 38 121 35
2.03 17.83 35.25 47.59
186 43 55 178
3.89 18.26 35.80 49.37
128 68 71 121
5.17 18.94 36.51 50.58
127 1 26 163
6.44 18.95 36.77 52.21
46 64 10 53
6.90 19.59 36.87 52.74
41 53 197 269
7.31 20.22 38.84 55.43
157 22 35 13
8.88 20.44 39.19 55.56
36 0 71 69
9.24 20.44 39.90 56.25
71 13 271 33
9.25 20.57 42.61 56.58
29 147 64 84
10.24 22.04 43.25 57.42
62 342 61 51
10.86 25.46 43.86 57.93
58 86 17 227
11.44 26.32 44.03
127 26 42
12.71 26.58 44.45
45 65 124
13.16 27.23 45.69
16 140 2
13.32 28.63 45.71
17 12 29
13.49 28.75 46.00
211 35 61

Tabel 1.1: Kundeankomsttider ved kasse i et supermarkedffegethser mellem disse

(i min. og - min.).
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Med dette eksempel er vi ovre i ngeste afsnit, hvor vi skaludesle ventetidsfordelinger
i Poisson processen.

1.4.2 Erlang- og I'-fordelingen

Vi generaliserer ovenstdende eksempel til problemet matktiden indtil denk'te
haendelse i en Poisson proces.

SETNING 1.16 (ERLANG -FORDELING ). Lad der veere givet en Poisson proces med
intensiteten\. Da er ventetiden mellemh haendelser en stokastisk variatielmed
teethed

f(t) = mxf e 1 >0 (1.11)

og O ellers.

Bevis. Beviset fglger ganske analogt til bestemmelse af ventetidksempel 1.15. Vi
har

F(1)

P{T <t}
= P{mindstk heendelser inden tiden

= ) P{iheendelser inden tiden
i=k

= Y e GO (1.12)

; 7!
i—=k

Teetheden fremkommer nu ved differentiation af (1.12)sd.v.

N O C.) MR VI S O\V) i
flt) = Ae Z% o te Z%/\ G—1)
= de M)k (kl1)!
— %/\ktkfuef)\t’
hvor vi har anvendt resultat€i{k) = (k — 1)! ((0.66) p. 75). [ |

Ventetidsfordelingen (1.11) i Poisson processen kaktang fordelingen. Den er
en analog til den negative binomialfordeling i en raekke afBelli forsgg, hvor man
finder ventetiden udtrykt i antal enkeltforsgg til déte succes (se p. 99).
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EKSEMPEL 1.16.Vi betragter de i eksempel 1.14 anfgrte differenser mellem- k
deankomster. Man ville - med resultatet i eksemplet in mefdevente, at disse fulgte
en Erlang fordeling med parameteg5 min~' .

Vi har foretaget en gruppering af materialet, og nedenfoardprt de relative hyp-
pigheder af de forskellige tidsafstande

Klasse | Antal | Rel. antal
[ 0, 50[ 32 0.43
[ 50,100[ 23 0.31
[100,150] 9 0.12

[150,200[] 5| 0.07
[200,250[| 2| 0.03
[250,300[] 2| 0.03
[300,350] 1| o001
[350,400] 1| o001

Histogrammet svarende til disse malinger er sammen Hed 75 taetheden for en
Erlang fordeling med parametté, 1.25/100) indtegnet i nedenstaende figur.

40

w
al
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|

Antal kunder

EONN W

a1 (@] al (@]
L L L L

[y
o
T
|

gl
T
|

o T

0] 100 200 300 400
Tid mellem kundeankomster i 1/100 min.

Der ses at veere en peaen overensstemmelse, og vi har igen féedilation af, at
Poisson modellen er velegnet til at beskrive feenomener strardgarte. ¢
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Parameterei er heltallig ifalge sin oprindelse, men man ser, at udtrykkel 1) ogsa

er defineret for andre veerdier &f En sddan generaliseret Erlang fordeling kaldes en
I'-fordeling. Det er dog almindeligt her at anvende' = 3 som parameter i stedet for
A. Vifarda

DEFINITION 1.11 (GAMMA -FORDELING ). En stokastisk variabek™ er T'-fordelt
med parametrék, 3), k > 0, 5 > 0, hvis teetheden fok er

f(z) = 7’.171“7167”5, x>0 (1.13)

og 0 ellers. Vi skriver kortX € G(k, 3). A

Tilfeeldetk = 1 er seerlig vigtigt:

DEFINITION 1.12 (EKSPONENTIALFORDELING ). EnG(1, /)-fordelt stokastisk vari-
abel X siges ogsa at vaeeksponentialt fordelt med parametep. Vi skriver kort
X € Bx(8) (& X € G(1,0)). Af(1.13)fas, at teetheden for dix(3)-fordelt vari-
abel er

1
f(z) = Bef’”/ﬁ, x>0

og0 ellers. A

Vi anfgrer graferne for teetheder af nogldordelinger

Fork < 1 har teethederne bade x-aksen og y-aksen som asymptote.

Iseer i seldre fremstillinger bensevriedordelingen ofte som Pearson Type-Ill fordelin-
gen.

Vi ser af graferne, at parameterérer af stor betydning for teethedens udseende. Vi
kalderk for formparameteren i fordelingen. Om parameterehhar vi

SETNING 1.17.Parameterers er en skalaparameter, d.v.s. vi har

X € G(k,a) = BX € G(k,af).
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1
0.8f
0.7+
0.6F
0.5-
0.4f A
o3 . N\ e
oal’ el T
obe ‘ ‘ ‘ et
() 1 2 3 4 5 6
Frekvensfunktion for nogle gamma—fordelinger
Bevis. Af (0.30) p. 43 fas, at teetheden f6X er
1 x
ot = e (5)
111 2\ e
= - | = e af
BT(k) ok \ B
1 1 L -z
= — e 2B x>0,
T (k) (0 B)F
hvilket netop er teetheden for €k, 5)-fordeling. |

SATNING 1.18.Lad X € G(k, 3). Da er den karakteristiske funktion

1
o(t) = 0 —ipr

og middelveerdien og variansen er

R(X) = kB

V(X) = kB

Bevis. Seetningen vises ved at findgt), som er givet i definition 0.9, side 66, og
benytte seetning 0.10. [ ]
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Da Erlang fordelingen er en ventetidsfordeling, m& mandote, at der eksisterer en
additionssaetning. Det gar der, og det endda ogsB-fordelingen. Den er som falger

SETNING 1.19 (REPRODUKTIVITETSSATNING ). Lad X og Y veere uafheengige
stokastiske variable. Da geelder

X €G(k1,8) ANY €G(ka,8) = X +Y Gkt + ko, 5).

Bevis. For Erlang fordelinger er resultatet trivielt, id&t + Y kan tolkes som vente-
tiden, indtil vi har observeret, + ks haendelser i en Poisson proces med intensitet
A= %. | det generelle tilfeelde fas resultatet umiddelbart vedasine den karakteris-
tiske funktion forX + V. [ ]

SETNING 1.20.Lad et system have levetidén og lad
P{T >t + 5T >t} = P{T > s}, (1.14)

d.v.s. lad sandsynligheden for, at systemet endnu levedshiidens, givet, det har
naet alderem, veere den samme som sandsynligheden for, at systemetveltigen
s. DaerT € Ex(p) for et eller andef.

Bevis. Se [32][p. 30] ]

Pa grund af saetningen siger vi, at eksponentialfordelimgam hukommelse halack
of memory).

EksSeMPEL 1.17.Elektroniske komponenters levetid tilfredsstiller oftetibgelsen i
seetning 1.20, hvilket forklarer, hvorfor deres levetiddfling hyppigt er eksponentiel.
Den approksimation holder dog hyppigt kun i den midterstg Iengste) del af en
komponents levetid. | begyndelsen vil en hel del svigte pindraf, at fabrikations-
og materialefejl viser sig ret hurtigt, og i den sidste diajest"dgdeligheden” igen pa
grund af almindelig "udslidthed". ¢
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1.5 Den normale fordeling

Den vigtigste af de fordelinger, vi mgder i statistikkenden normale fordeling eller
Gauss fordelingen. Fgr vi begrunder dette, anfarer vi

1.5.1 Analytiske egenskaber

Vi starter med

DerINITION 1.13.Visiger, atX erstandardiseret (eller normeret) normalt fordelt,
hvis X har teetheden

og dermed fordelingsfunktionen

T
@(m):/ \/ﬁ(f?t dt

Betegnelserne og ® benyttes ofte som standardbetegnelser for den standadise
normalfordeling. A

Hvis X falger fordelingen med positionsparameterg skalaparameter, siger vi, at
X er normalt fordelt med parametreog o (NB! +?) og skriverX € N(u, o?).

Teetheden foX € N(u, o?) er ifalge (0.30) p. 43

a a O o ’
DEeFINITION 1.14.Fraktilerneiden standardiserede normalfordeling bemaAfrak-
tiler. p-fraktilen skrivesu,,. A

Vi anfgrer grafen for fordelingsfunktion og teethed foréte N(0, 1)

Forklaringen pa, hvorfor vi vaelger at parametrisere méd stedet fore, far vi af
(sidste halvdel af)
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osl- PO
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Den standardiserede fordelingsfunktion

0.4
(D)

0.2

0.1r

-4 -2 0 2 4
Den standardiserede frekvensfunktion

SAETNING 1.21.Lad X € N(p, o?). Da er den karakteristiske funktion

1
O(t) = explipt — 50'27‘,2).

Middelvaerdi og varians er

Bevis. Saetningen vises ved at benytte definition 0.9, side 66, aysgedl. 10, side 67.
[ |

Vi parametriserer som regel normalfordelingen med midaetier: og variansemr?.

Normalfordelingen er reproduktiv i begge parametre, dw.bar

SETNING 1.22.Lad X ogV veere stokastiskafthaengige Da geelder

X € N(/’“ ) 0-12) ANY € N(/'L27 0'%) = X+V e N(/‘“ +/'L27 0-12+0-§)

Bevis. Fglger umiddelbart af saetning 0.10, side 67. ]
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BEMARKNING 1.4.Seetningen udvides umiddelbart til at omfatte en vilkartgéhr-
kombination af normalt fordelte variable. Vi har altsd, ashY,, - - - , X,, er stokastisk
uafhaengige, da vil

X; € N(ug,07), i = 1o n = ag+a Xy +--+

anX, €N (flo +Zaiﬂi7za?”?) )

hvorag, ay, ..., a, ergivne konstanter. v

BEMAERKNING 1.5.Der findes en slags omvendt seetning, idet det kan vises, st hvi
X ogY er stokastisk uafhaengige, og hwis+ Y er normalt fordelt, da er savél som
Y normaltfordelte. v

Vi vil nu neevne nogle af de egenskaber ved den normale forgletier har givet
fordelingen dens fremtreedende rolle i anvendt sandsyedigfegning.

1.5.2 Den centrale greenseveerdisaetning

Vi indleder dette afsnit med

EKSEMPEL 1.18.Lad der veere givet et emne, hvis vaegt vi bestemmer p& en itpjagt
skalveegt. Vi gnsker at angive resultatet i hele gram og nudeeor af til nsermeste
hele antal gram. Derved introduceres en féjlog det vil veere rimeligt at antage, at
enhver veerdi afx’ meIIemJ5 og 15 vil veere lige sandsynlig, d.v.s. at har teetheden

1 1
flx) =1 for — — <z < —.
() 5 <r<y

Denne teethed kaldes den rektangulzere taethedsfordelimgs&eafsnit 1.8.1. side 180.

Er der nu givet» emner, og bestemmer vi den totale vaegt af disse som summen af
enkeltveegtene, har vien fefly +- - -+ X, , hvor X; er fejlen introduceret ved afrundin-
gen af det'te emne. Vi kan nu succesivt bestemme teethedern®&for X, V5 —

X1+ Xq, Y3 =X+ Xo + X5 etc. (jfr. [32][p. 10]). Det vises let, aE(Y;) = 0

og V(v;) = i-V(X1) = L. | nedenstdende figur er anfart teethedefne’-, f3

12°
for V12V, 1/ 12V5, 1/ £V3. Konstanterne bevirker, at de 3 variable alle har samme

middelvaerdi 0 og varians 1, sdledes at vi lettere kan sangmenizethederne
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Det ses, at teethedefy er smukt klokkeformet. Endvidere fremgar det, at allerede
teethederys ligger meget teet vetli(0, 1)-fordelingen. Teetheden for summeéRr; +

-+ X, )1/ L2 synes altsa at naerme sig teethedenNr, 1)-fordelingen. ¢

SETNING 1.23 (CENTRAL GRANSEVARDISATNING ( LINDEBERG-LEVY)). Hvis
Xy, Xs,--- eren fglge af uafhaengige, identisk fordelte stokastiskialvke med mid-
delveerdj: og variansr?, er Xy +-- -+ X,,,n = 1,2 --- asymptotiske N(np,no?)
forn — o, d.v.s.

Xif ) v 1 1,2
P{M<T}_>/ e~ 3" dt forn = .

Bevis. Se [21][p. 197]. ]

Kravet om identisk fordeling er ikke ngdvendig for at silkeiesummen er asymptotisk
normalt fordelt forn — oo, idet vi har fglgende mere generelle seetning:

SAETNING 1.24 (CENTRAL GRANSEV/ARDISATNING | LIJAPOUNOV'S VERSION).
Lad X1, X5, - - - veere en fglge af indbyrdes uafhaengige, stokastiske variagllad

E(X;) i
V(Xi) = o}
E(1Xi —wl’) = 4}
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veere endelige for alle= 1,2, - - -. Safremt

n
3
Vi
=

13

3 — 0forn — oo,

n 3/
(£)
i=1

davil Xy +---+ X,, asymptotisk veeres N(>" ;, > 07).
Bevis. Se [21][p. 203.] ]

Den centrale graenseveerdisaetning findes i endnu mere denaredioner, der ikke
involverer eksistensen af tredie momenter. Dette skalke komme ind pa her, men
blot henvise til [21][p. 206].

BEMARKNING 1.6.Normalfordelingen er gerne tabelleret for= 0 ogo? = 1. For

X € N(p, 0?) geelder imidlertid

X —p
a

e N(0, 1)

séledes at

PINe o) < o} = PINO ) < Ty — 0 (1)

hvor den standardiserede normale fordelingsfunkdion findes ved tabelopslag.

Heraf fglger at tabellen for en N(0,1)-fordeling kan brufgrenhvem (1, o?)-fordeling.
v

Fremgangsmaden illustreres i

EksSeMPEL 1.19.Ved dimensioneringen af gulvet i en virksomhed regner mad, me
at vaegten, der hviler pa gulvet, er summen af vaegteaf maskiner og inventar plus
veaegten afy” af varer, personale og kunder etc. Da hver af disse er sumhrearsge
relativt sma veegte, antages det, at de hver er normalt ferdeh der ikke kan antages
at veere nogen veesentlig korrelation mellem dem, antagesidde er uafhaengige.



128 KAPITEL 1. SANDSYNLIGHEDSTEORETISKE MODELLER

Erfaringer fra tidligere konstruktioner af samme art fédigsat man anvender - malt i
100 kg resp.(100 kg)? -

E(X) = 100 V(X) = 50
B(Y) 25 V(Y) 18

Som design veegt vil man nu forvente en vaegt, der under omrddorudsaetninger
kun overstiges 5% af tilfeeldene. Vi har, at¥ + Y € N(100 + 25,50 + 18) =
N(125,68) = N(125,8.25%). Man skal nu bestemme sa

P{N(125,8.25%) > =} = 5%
eller ensbetydende hermed

r— 125

= 95
8.25 } %

P{N(0,1) <

Af tabel fas

1B s
8.25
ie.
x = 138.57
Som designvaegt anvendes altsa 138.57 (100 kg) = 13857 kg. ¢

Den centrale greenseveaerdisaetning forklarer, hvorfor manmes fejl (eller afvigelser)
falger en normal fordeling, idet man ofte kan antage, at pofstar som summen af
mange sma bidrag. Disse overvejelser er isaer gyldige, letatréjer sig om resultatet
af fysiske malinger, hvor fejlen meget hyppigt ses at falge en normal fordelingr
findes selvsagt mange fremstillinger af, hvilke fejlstudetr, der fgrer til den normale
fordeling. Vi skal indskreenke os til at anfare en enkelt, ligm

Hagens fejhypoteser

a. Enfejl ersummenaf et stort antal infinitesimale fejl, alle af samme stogets)
de er alle en falge af forskellige arsager.
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b. De forskellige fejlkomponenter er uafhaengige.

c. Hver fejlkomponent har lige stor sandsynlighed for atevgasitiv eller negativ.

Under disse forudsaetninger vil fejlfordelingen vaere ndysam det let ses ved anven-
delse af den centrale greenseveerdisaetning.

EKSEMPEL 1.20.1 nedenstaende figur er anfgrt et histogram over hoveddésret
for 500 nittehoveder. Data stammer fra [25]. Endvidere étégnet 500« klassebred-
denx frekvensfunktionen for en

N(13.426,0.0132)-fordeling.
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Det er vel ikke urimeligt at antage, at afvigelsen mellentefhioveder skyldes en meengde
sma, additive bidrag, sdledes at man skulle vente, at fiogks af hovedets diameter
kan beskrives ved en normalfordeling. Dette bekreeftes efistdende figur. ¢

Vi vil senere se en maengde eksempler pa praktiske situatibmer den normale
fordeling optreeder som modelfordeling for tilfeeldige afiser.

1.5.3 Andre hypoteser, der farer til den normale fordeling

Det er, som vi skal se, ikke kun den centrale greenseveerdiggetier begrunder, at
man sa hyppigt mgder den normale fordeling. Lad os f.eksadpet en fordeling af
skud affyret mod et punktformigt mal. Vi leegger et ortogdrkalordinatsystem med
begyndelsespunkt i malet. Endvidere indleegger vi en itikérienteret linie gennem
origo.
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xy)

Vi projicerer punktet =, y) ind pa linien, og projektionens afstand fig 0) benaevnes
z. Lad nu fglgende veere opfyldt.

a. De marginale teetheder for fejleieog Y er kontinuerte.
b. Teetheden i punktét, y) afheenger kun af afstandenr= (x°+y)> fra centrum.

c. Fejleneix- og y-retning er uafheengige.

Da er afvigelser¥, € N(0, o?) for et eller andet?. Se ogsa [46][p. 127].

Ogsa i den statistiske mekanik finder man den normale fargedtor anvendelse.
Séaledes kan naevnes, at Maxwell's hypoteser om molekyighasker fgrer til, at has-
tighederne er normalt fordelte.

Beviserne for denne type seetninger bygger ofte pa, at maralypoteserne opstiller
nogle funktionalligninger, som teethederne ma tilfrediestog det vises derefter, at de
eneste lgsninger er normale taetheder.

1.5.4 Den normale fordeling som tilnsermelse til andre for-
delinger

Ved hjeelp af den centrale greenseveerdiseetning ses, at virftelinger, der besidder
reproduktivitetsegenskaber (d.v.s. der eksisterer mudisaetninger), ofte kan anvende
tilneermelser med normalfordelingen. Vi anfgrer nogle ekder.

EKSEMPEL 1.21 (APPROKSIMATIONER TIL BINOMIALFORDELINGEN ). Lad X ¢
B(n,p). Da kanX opfattes som en su®v = X, + --- + X, af n uafhaengige,
identisk fordelte Bernoulli variable. Af Lindeberg-Léwgysaetning falger da, at er
asymptotiskN (np, np(1 — p))-fordelt, forn — oo. For storen kan vi derfor finde
binomialsandsynligheder ved hjeelp af tabeller over demiate fordeling. Lad f.eks.
X € B(100,0.20). Daernp = 20 ognp(1 — p) = 16. Anvendes normalapproksima-
tionen, fas e.g.

X-n
PIX < 30) = P{inp) < 2.5} ~ 0.9938.

np(1 —p
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Den eksakte veerdi €r99394, hvilket jo ligger meget teet pa det approksimativt bereg-
nede.

P& nedenstdende figur er vist frekvensfunktionerne foBem0, 0.20)- og for en
N(20, 16)-fordeling. Man bemaerker ogsa her den gode overensstemmels
0.1 T T

0.09+
0.08F
0.071
0.061
0.05¢
0.041
0.03F
0.021

0] 10 20 30 40

Nu antager en binomialt fordelt variabel jo kun heltalligendier, s hvis vi vil anvende
en normalfordelingstilnsermelse, kan vi ofte opna forbddresultater ved at aendre
greenserne for den binomialt fordelte variabel, idet ethvegrstattes med intervallet
(x— 4, »+1) (den sékaldt&ontinuitetskorrektion ). Eksempelvis har vi (med samme
X som far)

PI10< X <25} = P{9.5< X < 25.5)
— pl_105 o X-np 55
{ = ep(i-p) — 8
~ P{-2.63<N(0,1)<1.38}
= 0.9119.

Ved hjeelp af et program findes, at sandsynligheden faktisk%r)2, d.v.s. igen en

fin overensstemmelse. For at approksimationen skal veeemdelig, skah veere stor

og p ikke nzer 0 eller 1. Som tommelfingerregel kan man anfgre, atkaa anvende

approksimationen, hvisp > 5 ogn(l — p) > 5. Hvisp eller 1 — p er naer ved

0, er binomialfordelingen ret skeev. Det er da bedre at arv€taisson’s saetning og
approksimere med en Poisson fordeling. Vi har eksempelvis

P{B(25,0.01) < 1} ~ P{P(0.25) < 1} = 0.974.
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Den eksakte veerdi éx97424, hvilket viser en meget fin overensstemmelse. hives
stor, gar vi frem som felger

P{B(10,0.95) <9} = P{10—B(10,0.95) > 1}
= P{B(10,0.05) > 1}
~ P{P(0.5)>1}
— 0.393.

Den eksakte sandsynlighed®#0126, en talelig overensstemmelse. Som tommelfin-
gerregel anfarer vi, at man isaer kan anvende Poisson tilaEenivig eller1 — p <
0.1. 'y

EKSEMPEL 1.22 (APPROKSIMATIONER TIL POISSON FORDELINGEN). Lad

X € P(A). DakanX ifglge saetning 1.12 opfattes som en sém= X + - - -+ X, af
uafhaengig® (.)-fordelte stokastiske variable, hvorer givet vedny = A. Derfor vil

X veere asymptotisk (X, A)-fordelt for A — o ifglge Lindeberg-Lévy’s saetning. Vi
kan derfor anvende den normale fordeling som en tilnaerntiéReisson fordelingen.
Idet tilsvarende betragtninger vedrgrende kontinuitatgiktion gar sig gaeldende her
som ved binomialfordelingen, har vi e.g. f&r € P(25)

P{X <30} = P{X<?0 5t
_ )\<‘%05 25}
~ P{N01 < 1.1}
= (.8643.

Den eksakte veerdi €r.8633, d.v.s. en rimelig overensstemmelse. Approksimationer
er selvsagt bedst anvendelige for stdrden tommelfingerregel er, at> 10. ¢

EKSEMPEL 1.23 (APPROKSIMATIONER TIL T'-FORDELINGEN). Som i de 2 fore-
gaende eksempler indses, at en stokastisk variakelG (k, 3) er asymptotisk (k 3, k37)-
fordelt for £ — ~o. Dette kan som fgr anvendes til at approksimere fordelimged

en normal fordeling. Lad f.ek¢. = 25093 = 1. Daer

k32— b
~ P{N(0,1) < 1.32}
0.9066

X k@ 31.6-25
P{X <316} = P{ b . }
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Den eksakte sandsynlighed®f000, d.v.s. overensstemmelsen er tilfredsstillende. Vi
skal senere se, hvorledes tabeller over den sakaftferdeling kan anvendes til at
finde sandsynlighederi-fordelingen. ¢
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1.6 Den logaritmiske normale fordeling

Den logaritimiske normale fordeling spiller samme roll@uationer, hvor multiplika-
tion er den naturlige komposition, som den normale fordgtjar der, hvor addition er
naturlig. Vi indleder med

1.6.1 Analytiske egenskaber
Vi anvender som hidtil betegnelséty, for den naturlige logaritme.
DerINITION 1.15.Visiger, at en stokastisk variab®l erlogaritmisk normalt fordelt ,

hvislog, X er normalt fordelt. Mere preecist

X € LN(a, 3%) & log, X € N(a, 5%).

SETNING 1.25.Lad X € LN(«, 3?). Da harX teetheden

flr) — 1 71_ (logemc«)Q S50
(m)fi’rﬁ\/ﬁexp s\ 5 , o

og0 ellers.

Bevis. Vi har, at

P{X <z} = P{log, X <log, x}

2
logew ,l(t*_“)
- / LT

Jow  BV2m
Ved differentiation fas tesetheden

- (1(55))

2| —
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Grafen for en logaritmisk normal teethed er skeev. Den har semtle som skitseret i
nedenstaende graf, hver= (.46 og 3 = 1.

0.45

0.4r

0.35-

0.3r

0.25¢

0.2r

0.15¢

Vi bemeerker, at parametrene ikke er middelveerdi og varidirisar

SETNING 1.26.Lad X € LN(a, 3?). Daer

B(X) = eot3f”
V(X) = e2ots’ (eﬁQ - 1) :
Bevis. Forbigas. Fas ved direkte regning. [ |

Sammenhaengen mellem parametreg 32 og middelveerdi og varians udtrykker vi i

SETNING 1.27.Lad X € LN(o, %) og seeti(X) = pogV(X) = o?. Daer

— Do, (211
84 - Oge /’L 2 Oge /i2
2
62 = ]Oge (0-—2 —|— 1) .
i
Bevis. Fas ved lgsning af ligningerne i saetning 1.26. ]

| den tekniske litteratur mgder man ofte begreberne gedketriddelveerdi og ge-
ometrisk standardafvigelse. Disse er defineret i
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DEFINITION 1.16. Den geometriske middelveerdi, ogden geometriske standard-
afvigelses, i enLN(«, 37)-fordeling er givet ved

Hg = €
O'g:(%ﬁ

Vikan nu uden videre overfgre alle saetninger om additiomafalt fordelte stokastisk
variable til seetninger om produkter af logaritmisk nornfaldelte variable. Vi har
saledes

SETNING 1.28.Lad X, -- -, X,, vaere uafhaengige stokastiske variable, ogNad
IN(a;,8?), i=1,---,n.Daerforb >0o0ga;, --a, €R

bﬁ Xp e IN (log, b+ Y was, 30?57
i=1

Bevis. Beviset fglger af definitionen og af bemaerkning 1 p. 125. ]

EKSEMPEL 1.24.Ladf.eks.X € T.N(0.5,1)ogY € T.N(0.75, 1.25) veere uafhaengige
stokastiske variable. Det fglger af saetning 1.28 at

3X -Y? € LN(log. 3+ 0.542-0.75, 1427 - 1.25) = LN(3.1,6),

ideth = 3,a; = 1 0gas = 2. ¢

Vi far endvidere analoge generaliseringer til den centyedenseveerdisaetning. Lindeberg-
Lévy's seetning bliver til

SETNING 1.29.Lad X, X5, - - - veere en fglge af uafheengige, identisk fordelte pos-
itive stokastiske variable. Lad det endvidere veere givelb@ X; har endelig mid-
delveerdiu og variansr?. Da er[] X; asymptotisk.N(nu, no?)-fordelt forn — oo.

Liapounov’s seetning gar over i
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SETNING 1.30.Lad X, X5, --- veere en fglge af uafheengige, positive stokastiske
variable, saledes at

E(log, X;) = pi
V(]Oge X7) = 0-772
E(llog, X; — w|?) = 4}

alle eksisterer. Hvis

5 — 0forn — oo,

()"

er[] X; asymptotisk fordelt somN (>~ p;, - 07).

Ved hjeelp af disse seetninger er vi i den fglgende paragrahodil at formulere mod-
eller, der farer til logaritmisk normalt fordelte data.

1.6.2 Loven om proportional effekt

Vi betragter en genstand, hvis stagrrelse (f.eks. vaegtpvertuetc.) underkastes foran-
dringer in skridt. Vi gar ud fra, at st@rrelsen efter dete skridt kan betragtes som

en stokastisk variabet,.. Med X; betegnes begyndelsesveerdien. Lad os nu antage,
at tilvaeksten (der kan vaere en reduktion!) fra skfidt 1 til skridt 7 er en stokastisk
variabel af den aktuelle starrelse, d.v.s.

Xi— X0 =Ci Xy (1.15)
eller

X; = (14 )Xy (1.16)
Heraf fas

Xn=Xo(14+CHO+Co)---(1 4+ C).
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Bemeerk, at”;’erne er stokastisk variable.

DErINITION 1.17.Et system siges at fglgeven om proportional effekt, hvis det
tilfredsstiller (1.15). A

Hvis falgen af stokastiske variablg,, 14+, - - - , 14+, , - - - tilfredsstiller betingelserne
i seetning 1.29 eller seetning 1.30, da vil stgrrelsen af gadsin veere asymptotisk LN-
fordelt.

Hvis man derfor har en fysisk proces, som fglger loven om qrignal effekt, vil
man derfor kunne beskrive udfaldet af processen ved enstiskaariabel, der er LN-
fordelt.

Som eksempel kan vi neevh®logisk vaekst idet tilveeksten her ofte vil veere propor-
tional med antallet af celler. LN-fordelte stokastiskeiahle anvendes derfor ofte til
beskrivelse af vaegt, hgjde, leengde etc. af biologiske ideliv

| kemien mgder man ofte tilsvarende forhold f.eks. kegstallers vaekst Eksem-
pelvis anvendes LN-fordelingen ofte til beskrivelse afrstisen af sglvpartikler i en
fotografisk emulsion.

Endvidere kan LN-fordelingen ofte anvendes til beskriged$ partikelstgrrelser i ko-
rnede materialer, der er resultatet af gentagnesningsprocesser Som eksempler pa
sadanne materialer kan neevnes sand og grus ("naturlig" kig)sg malm ("kunstig"
knusning). Begrundelsen er som fgr loven om proportiorfakef denne gang blot
med negative tilveekster. Udsaettes partiklen for et slageri formindskes med en vis
brgkdel. Udseettes den for nok et slag, vil den igen formiadsttenne gang formentlig
en anden brgkdel etc., sdledes at vi kan antage (1.15) opfgld negative C'er.

Det ma ogsa neevnes, at [11] har godtgjort, ahgarologisk haendelse af en vis star-
relse X kan opfattes om et produkt

X=X X,
af r uafthaengige starrelser, der skyldes meteorologiske oggksige faktorer. Da er
et stort tal, vil man igen forvente, at er LN-fordelt.

EKSEMPEL 1.25.1nedenstdende figur er vist et histogram for fordelingeriahétre
af alit-krystaller breendt i 18 timer veth00°. Alit er et cementklinkemineral. Data
stammer fra [49].

Efter loven om proportional effekt skulle man forvente egdotmisk normal fordeling,
og dette bekreeftes af den indtegnede frekvensfunktiomfduNefordeling. ¢
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EKSEMPEL 1.26.Lad os antage, at diameteren af sandpartikler kan beskrageen
stokastisk variabeX € T.N(«, 3?). Hvis massetaetheden af partiklerng gvil vaegten
af en partikel vaereZ = v - p - X3, hvor~y er en konstant. Ifglge seetning 1.28 er
7 € TN(log. (v - p) + 3a,953?), d.v.s. veegtfordelingen er igen logaritmisk normal.
Dette resultat retfeerdigger den noget ubestemte vendingKelatarrelse". ¢

I tilknytning til ovenstaende indfgrer vi begrebet en mothemeling i

DEFINITION 1.18 (MOMENTFORDELING ). Lad den stokastiske variab&l have teethe-
denf(x), som forudseettes at veere 0 for: 0. Ved denj’te momentfordeling for X
forstas da fordelingen med fordelingsfunktion

1 xr

) /0 11 (t) dt.

Gj(x) =

Leeg meerke til, at?;(x) er defineret for enhver teethedsfunktipfx) og séledes, at
den automatisk bliver en fordelingsfunktion még(~c) = 1.

Der geelder nu

SETNING 1.31.Lad X € LN(a,3?%). Da er denj'te momentfordeling forX en
LN(a + j3%, 3%)-fordeling.
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Bevis. Beviset er ligefremt. Vi har

Gj(r) = C./o fj; exp (W[]ngef — c«]Q) dt.

Da

.

+

1
exp (W[loget — 0]2)

1 .
= exp (W<2ﬁ2] log, 1+ [log, t — 0]2))

1 .
€ exp (W[logef - .752]2) )

hvor ¢, (0g ) er konstanter uafhaengigesaf

Vi ser nu, at integranden er proportional med frekvensfiomen for enT.N(a +
737, 3?)-fordeling. Heraf falger resultatet umiddelbart. Bemaaskiiigt, at det i oven-
stdende ikke er ngdvendigt at holde rede pa konstanterneved, atG;(cc) = 1.

EKSEMPEL 1.27.Ved analysen af kornede materialer som f.eks. sand anvenater
ofte et sold med forskellige maskestarrelse. Pa denne nadman fa separeret mate-
rialet i en raekke grupper svarende til forskellige diametled sddanne undersggelser
er man som regel interesseret i fordelingen af korndiareetévan kan derfor "blot"
teelle antallet af partikler i hver klasse. P4 denne made &r e histogram over korn-
fordelingen. Nu vil der jo ofte veere et endog meget stortlgrdadikler i hver klasse,
saledes at dette ikke er praktisk muligt.

| stedet kan marweje materialet i hver klasse og anvende veegte som udtryk for den
relative hyppighed i de forskellige klasser. Lad der vaereartikler i klassen med
midtpunktiz;. Ved vejemetoden far vi "hyppigheden"

cxing ~ e T?f(n),
hvor f(x;) er teetheden for fordelingen af korndiameteren. Vi ser nugjgmetoden i
stedet for at give den sggte fordeling giver den tredie meforteling.
Hvis (teelle-)fordelingen af korndiametre BN(«, 3?), bliver veegtfordelingen derfor

en.N(« + 337, 3?)-fordeling, og det fremgar, at det umiddelbart er muligt@tkne
fra karakteristika i den ene fordeling til karakteristikaein anden. ¢
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Slutteligma naevnes, at LN-fordelingen har veeret anveHattskrivelse aélektricitets-
forbruget f.eks. i en by og til beskrivelse &fidkomstfordelinger.

EKSEMPEL 1.28.Fra et elektricitetsveerk oplyses, at middelforbruget i @jmli en
bydel er 5000 kWh, og standardafvigelsen er 2500 kWh. Manterésseret i at erfare,
hvad sandsynligheden er for, at forbruget i et enkelt dggnstiger 10000 kwh. For
at besvare dette spgrgsmal ma vi ggre en antagelseroelingen af forbruget. Vi
antager, at forbruget kan beskrives ved en stokastisk variabet T.N(«, 3?), og vi
s@geP{X > 10000}. Vi bestemmer fgrst og 3%. Saetning 1.27 giver umiddelbart

a = log, 5000 — 15 log, (% + 1) = 8.40559
B = log, (% + 1) = 0.22314 = 0.472°

Vi har nu
P{X > 10000} = P{log, X > 4log, 10}

= P{N(8.40559,0.22314) > 9.21034}
= P{N(0,1) > 1.70}
= 0.0446

Under antagelsen om, at € I.N(«, 3?), har vi altsa fundet, at sandsynligheden for et
forbrug pa over 10000 kWh er46%. ¢
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1.7 Ekstremveerdiproblemer

Statistiske problemer, som vedrgrer den mindste eller tieste veerdi blandt et antal
stokastiske variable, benzevnes ekstremvaerdi probleragéan@e problemer optraeder
hyppigt i praksis i forbindelse med bestemmelse af ekserigplevetider, brudstyrker
eller i forbindelse med vurdering af sakaldte 'outliers/sd observationer, som ligger
betaenkeligt langt fra de gvrige observationer i en stikprav

EKSEMPEL 1.29.Betragt en almindelig kaede, som bestanded. Kaeden brydes,
nar det svageste led bryder. Det kan vaere rimeligt at antagerudstyrken for de
enkelte ledX;,7 = 1,2, ..., n, er uafhaengige stokastiske variable med fordelingsfuk-
tion F(x). Ordnes de: stokastiske variable (brudstyrken af keedens enkelte fésf) e
starrelse, benaevnes den minditg,, den naestmindst& », osv, indtil den sterste,
som benaevnes (n).

En keedes brudstyrke er séledes netop givet Ved. Hvis man gnsker at vurdere
keedens brudstyrke, ma man derfor tage i betragtning, atsbmketn afhaenger af,
hvor mange led, der er i keeden, savel som variationen meleemnéielte led. Ek-

stremveerdistatistikken beskaeftiger sig hermed. ¢

1.7.1 Starste og mindste observations fordeling

Lad nu genereli, - - - | X, veere uafhaengige stokastiske variable med samme fordel-
ingsfunktionF. Vi ordner de stokastiske variable efter stigende steamadsfar
X1y, -+, Xn). Her betegneX; altsa den i'te mindste afy, - -- , X,,.
DEFINITION 1.19. Ekstremveerdiernei seettetX,,--- , X,, er
Xy = Xom = @ign Xi
X = X = x X,
(n) n,(n) 1?72); i

hvor de dobbeltindicerede betegnelser anvendes, nardeske tvivlom stikprgvestar-
relsenn. A

SATNING 1.32.Fordelingsfunktionerne fok (1) og X, er givet, henholdsvis, ved

L () P{Xny<z}=1-(1-F(x)"

Ho(@) = P{X( <a}=(F()".
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Bevis. Vi har
P{X“)ST} = 17P{X(1)>.17}
= 17P{X1>T77XW>T}
= 1-(1-F=)",

Beviset forH,, («) indses let ved at huske, B{x) angiver sandsynligheden for, at en
enkelt veerdi,X;, er mindre end eller lig. Sandsynligheden for, at alle veerdierne i en
stikprgve p& er mindre end eller lig: er da netogF(x))". [ ]

Pa lignende made kan man finde fordelingen af en vilkarligeafmdinede observationer
ved hjeelp af binomialfordelingen.

Betragt en stikprove(,, . . ., X,,, og lad N, betegne antallet af observationer, som er
mindre end eller lig med. Den stokastiske variab@l,. vil veere binomialfordelt med

parameterep = F(x). Som ovenfor betegnex;, den:’te mindste observation, og
vi finder:

P{X( < x} =P{N, > i} =P{B(n, F(x)) > i}

Pa den made kan den eksakte fordeling for en vilkarlig af deede observationer —
og herunder specielt 1y og X(,,, —beregnes ud fra den underliggende fordelirg)
ved hjaelp af binomialfordelingen. | praksis far man dog ofteuhandterlige udtryk.

EkseMPEL 1.30.Man kan opskrive fordelingsfunktionen fo¥;, og X, fra en
N(p, o?)—fordeling generelt:

() =1—[1—®((z — p)/o)]"
Ho(w) = [®((x — p)/0)]"

hvor ®(-) angiverN(0, 1) fordelingsfunktionen:

<T>(T) = /:O (\/ﬁ)qexp (—32/2)ds



144 KAPITEL 1. SANDSYNLIGHEDSTEORETISKE MODELLER

Ved differentiation mht: findes teethedsfunktionen fof

(@) =n-o(( —w/o) - [1 — ®((x — p)fo)]""

For starsteveerdieR ,,) fas tilsvarende

ho(z) =n-o((x — p) /o) - [®((x — p) /o))"

hvor ¢(.) angiverN(0, 1) teetheden. ¢

0.7f B
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0.3 4

0.2 b

0.1 B

0 L L 1 L
-3 -2 -1 o] 1 2 3 4
Max—fordelinger for N(O,1) for n=1,5,10,25,100

EKSeEMPEL 1.31.Vifortseetter eksempel 1.29 og betragter en kaede med 10 led. D
enkelte leds brudstyrker kaldés;,7 — 1,...,10. Antag videre, at de enkelte leds
brudstyrker fglger en normal fordeling med middelvagrdi 110 kp og variansr? =

52 kp?. Man kan nu spgrge om sandsynligheden for, at en keede medi Hateen
brudstyrke pa mindst 100 kp.

Fordelingen af den mindste observation blandkan udtrykkes som angivet i seet-
ning 1.32.

Benyttes nu*(r) = N(110, 5?%), fas

P{X@) <100} =1— (1 7];‘(]00))10
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hvor

100 — 100 — 110
F(100) = <T>< “) ) (7) = 0.0228

o 5
idet veerdien afb(-) findes ved hjeelp af en normalfordelingstabel.
P{X(1, <100} =1—(1—0.0228)'" = 0.2060

Dvs, at ca 20 % af alle keeder har brudstyrker under 100 kp.
Man kunne spgrge om, hvor meget middelbrudstyrken af deteriked skal haeves for

at sikre, at mindst 95% af alle keeder har en brudstyrke pashit@D kp. Kravet kan
formuleres:

P{X() <100} =1— (1=F(100))'" < 0.05 < F(100) < 0.0051

hvoraf fas
100 —
F(100) = & ( “) < 0.0051
100 —
e e 95T > 112,85

5

De enkelte led skal alts& have en brudstyrke p& gennengsmiilndst ca 113 kp (under
forudseetningen om? = 52). Hvis keeden er dobbelt s& lang, dvs med-= 20 led,
ville kravet til den gennemsnitlige brudstyrke for det eltéxéed blive ca 114 kp. ¢

Vi giver endnu et konkret eksempel pa anvendelse af en eksseedifordeling.

EKSEMPEL 1.32.Eksemplet vedrgrer levetiden af et system bestadende afattems
komponenter, hvor levetiden for de enkelte komponentergs at veere eksponential-
fordelt. Teenker man sig, at komponenterne er monteretlplirséledes, at systemet
virker sa lzenge, blot én af komponeterne virker, vil systeievetid veere levetiden for
den leengstlevende komponent. Et sddant system kalgesadtel-redundansystem.
Vi gnsker at finde fordeling for levetiden for den leengstiel@komponent blandt de
n komponenter.
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Vi antager alts&; € Ex(3). Daer

Flz)=1—¢"/7 (1.17)
hvorfor
H,(z) = (1 — efm/ﬁ)n (1.18)

Teetheden findes ved differentiationf&f () m.h.t. z:

b () = # (1 - e*f/ﬁ)”q (1.19)

0.9 b

0.8 b

0.6 b

0.5fF b

0.4 Bl

0.2 b

0.1f Bl

O L 1 L L
(0] 1 2 4 5 6 7 8 9 10

3
Max—fordelinger for Ex(1) for n=1,5,10,25,100

Vi har i eksemplerne 1.30 og 1.32 set, hvorledes fordelirfgeden stgrste observa-
tion i en stikprgve rykker mod hgjre, nar stikpraven ggesidlentid vil det under
ret generelle antagelser vaere sddan, at shyebomH,, for n — oo naermer sig
bestemte enkle fordelinger, der kaldesymptotiske fordelingdir ekstremveerdier.
Disse generelle fordelinger skal vi beskaeftige os med ialgehde.
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1.7.2 Asymptotiske ekstremveerdifordelinger

EKSEMPEL 1.33.Vi fortsaetter eksempel 1.32. Det ses umiddelbart, at fdrfeer
limH,(x) =0, n — oco. Detviser, at fordelingen aX',, flytter sig mod hgjre, nar
n — 0O.

Ser viimidlertid i stedet pa starrelsep,) = %(X(,,,) — Blog,n), f&s

anﬁlogen
PO <) = p{ S

= P{X@u) <By+3log, n}

— (1 evlosn)”

.I n
NE
n

Endelig kan man vise, at

Vi har hermed fundet nogle konstanter, = glog.n og 3, = 3, sdledes, at den
transformerede starrel$g, ) = (X(,,,) — c«,,,)/ﬁn har en graensefordeling far— oo.
Det vil konkret sige, at

P{X) <z} =H,(x) = exp(—exp(—(z — an)/Bn))

narn — co.

Man ser, at den asymptotiske fordeling’éf, /3, flytter sig "mod hgjre” i takt med
(log. 1)/ B ¢

| det fglgende vil vi generalisere det i eksempel 1.33 opededultat. Dvs at vi vil
angive de forudszetningef, skal tilfredsstille, for at der eksisterer en falge,, 3,)
af konstanter og en fordelingsfunktich sa

n—r00

lim P {X”ﬁi” < T} — G(x), (1.20)
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Pa tilsvarende méde kan der defineres en greensefordelirig forog det noteres, at
de generelle resultater, som kan udledes for fordelingstzaéteveerdier, umiddelbart
kan overfgres til mindsteveerdier (se afsnit 1.7.4 side 156)

Vi anfgrer nu det vaesentligste resultat mht bestemmelsesaigefordelingen for star-
steveerdienX ,,). Resultatet skyldes Fisher og Tippet samt Gnedenko [22].

SETNING 1.33.Lad X, X,, --- veere en falge af uafhaengige stokastiske variable.
Hvis der eksisterer en fglge af konstanter,, 3,) og en asymptotisk fordelingsfunk-
tion (7, sdledes, at (1.20) er opfyldt, da vil funktionéh,vaere en af falgende tre typer

i) Mim) = exp(—e”

) - exp(fﬂffk) x>0
7,7,) /\2714(.77) = { 0 x <0
[ ew(ea) <o
i17) Asgr(z) = { 1 x>0

idet %k er en positiv konstant.

Bevis. Se [22]. ]

Fordelinger, som leder til en af de tre mulige asymptotidk&tremveerdifordelinger
siges at veere af 1Eksponentiel type 2): Cauchy typeeller 3): Tredie type

De tre mulige asymptotiske ekstremveerdifordelingefs), A»(x) og Az(«), kaldes
ogsaMax;, Max, og Maxs, henholdsvis.

For en given fordelingsfunktioR' skal vi nedenfor anfare tilstraekkelige betingelserne
for, at (& eksisterer, og at’ er en af de tre anfarte typer.

Vi bemzerker, at der i saetningétke star, at fordelingen af maximumsveerdien altid
kan approksimeres ved en af de 3 typer. Der findes fordelifigenvilke (1.20) ikke
er opfyldt for noget, uanset valget afa,,, 3,,).

1.7.3 Maximumsfordeling for eksponentiel type

Viindleder med

DEeFINITION 1.20.Lad der veere givet en fordelingsfunktiéh der er< 1 for alle z,
og lad ' have en differentiabel teeth¢d Vi siger da, at” er afeksponentiel typemed
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hensyn til maximumsfordeling, hvis

lim (1]%&) =0 (1.21)

Der geelder nu folgende hovedresultat:

SETNING 1.34.Lad Xy, X5, - - - veere en fglge af uafthaengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable med fordelingsfunktiéh Hvis F' er af eksponentiel type, da vil for
n— oo

hvor «,, 0g 3, kan bestemmes af

Flo,) = 1117—
1
By = ——
nF’(c«n)
Bevis. Se [13][p. 205]. [ |

BEMERKNING 1.7.0,, 0g 3, er ikke entydigt bestemte. Andre veerdier end de i
saetning 1.34 definerede kan komme pa tale. v

Forklaringen pa navnet "eksponentiel type” fas af

EKSEMPEL 1.34.Lad F veere eriix(3)-fordelingsfunktion, dvs
F(z)=1- e 1P

Daer
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og trivielt
d 1—TF(x) — 0
de  f(z)

saledes, at greenseovergangen i betingelsen (1.21) edofifykeksponentialfordelin-
gen. ¢

Normalfordelingen er endnu et eksempel pa en fordeling sfp@kentiel type. Her er
greenseovergangen (1.21) dog mere kompliceret.

EksSeMPEL 1.35.Lad X € N(0,1). Daer

o0 142
f ! eigt dit

1—Fx) Vo
f(x) N 1 P——mQ '
Vor
d.v.s.
_ 5 1,.2 1,.2 1,2 [ 142
i1 F(z) = " | —e 2T e 2" 4 pe 27 / 3
de  f(x) -

Vi betragter udtrykket

(2o ar
12 [0 142 > 20 dt x
_m/ L T P (%)

xres ; .
1;6—5.172 h(z)

Det er klart, at s&vef ogh — 0 for 2 — oo. Vi anvender derfor I'H6pital’s regel og
far

Denne starrelse har klart greenseveerdien I:fes oo, og ifglge I'Hbpital’s regel har
da ogs&(z)/h(x) greenseveerdien 1. Derfor vil

d 1—F(x)

— 0, =
I ) =0, = — o0,
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hvormed vi har vist, at eN(0, 1)-fordeling er af eksponentiel type. ¢

Det vises let, at hvis( € F(z), som tilhgrer den eksponentielle type, da vil, eksem-
pelvis,(X — p)/oc € F ('”;“), ogF (%) vil ogsa tilhgre typen. Hermed har vi vist,
at en genereN(u, o%)-fordeling er indeholdti den eksponentielle type.

P& samme made kan man vise, at f.eks. log-normalfordelind&m, %), og gamma-
fordelingenG(k, 8), ogsa er indeholdti den eksponentielle type med hensyratilm
mumsfordeling (men ikke med hensyn til minimumsfordeling)

DEFINITION 1.21.Vi siger, at en stokastisk variab& € Max; (0, 1), hvis X har
fordelingsfunktioner (). Fordelingen med positionsparametavg skalaparameter
3 benaevnedlax (o, 3). Dvs, at

X —
B

o
X € Maxy(a, 3) & € Max;(0,1)

Hvis man udtager et antah) stikprgver fra enMax,-fordeling og deriblandt igen
udtager den starste, vil denne igen - ikke uventet - fglgdler,-fordeling. Dette
udtrykkes i

SATNING 1.35.KlassenMax; er afsluttet over for maximumsdannelse, idet der for
uafhaengige variable gaelder

X; € Maxy (o, 8), i=1,---,n, = X¢,) € Max;(a+ § log.n, ).

Bevis. Beviset er ligefremt. Vi finder

P{X(,,’)O/ﬁ]()ge, }

g
= P{X( <cv—|—ﬁr—|—logF }
o x+log. n) — «
_ A?”( +6( +Bge) )
= A}(z+log,n) = [exp (—eim*lOgﬂ")]n
= exp(—efm):/h(m).
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De analytiske egenskaber v&bthx, -fordelinger fremgar af

SATNING 1.36.Lad X € Max;(«, 3). Da harX teetheden

= (52) 3 (5l 55)

hvor A, (z) = A} (x). Middelveerdien er

E(z) =a+ By, ~=057722,

hvor~ her angiver Eulers konstant. Variansen er

2 2
V(z) = 66 .

Bevis. Forbigas. [ |

Grafen for teethedsfunktionen () er anfert i nedenstaende figur.
0.4 T T T T T T

0.35F

0.3r

0.25f

0.2r

0.15¢

0.1r

0.05F

0 L
-2 -1

[¢] 1 2 3
Graf for Max—1(x)=exp(—x—exp(—x))

EKSEMPEL 1.36 (EXKSTREME VANDSTANDE ). | tabellen side 154 er anfagrt malte
maksimale vandstandshgjder fra perioder med seerligt tajdstande. Kun de pe-
rioder, hvor vandstanden ndede over 220 cm over det nornealeEsbjerg havn er
medtaget. | nedenstéende figur er tegnet et histogram slatiédisse malinger. End-
videre er anfart en estimeret teethedsfunktiorafital obsx<klassebredde) givet ved

1 xr — 220
f(z) = T (T ar ) , x> 220, (1.22)
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og 0 ellers. Der ses at veere en god overensstemmelse, ogderfdr regne med,

at vandstandshgjder pd mindst 220 cm over normalen kanibesked en stokastisk

variabel X med teetheden (1.22)
25 T

20 b

I\ |

Antal observationer

0
220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Vandstande over 220 cm fra Esbjerg Havn 1921 — 1965

Vi ser endvidere, at sddanne ekstreme vandstande optraedenyppighed pa gen-
nemsnitligt ca.1.7 pr. ar. Eksempelvis ved opfgrelsen af diger til afveergefse a
oversvgmmelser rejser der sig nu naturligt spgrgsmaleadiéy sandsynligheden for,
at vandstanden vil overstige en given hgjde (f.eks. 6 m)rrideen bestemt tidsperi-
ode (f.eks. 50 &r), og hvad er forventningsveerdien af deest@jandstand i en sadan
periode?

Inden for en 50 ars periode vil vi forvens® - 1.7 = 85 observationer af vandstand-
shgjder p& mindst 220 cm over normalen. Dette tal vil vi fanheds skyld regne for
givet (selv om det naturligvis er beheeftet med usikkerhed).

| den matematiske model har vi altsd identisk fordelte st&ke variableY , - - - | X,
(n = 85), hvorX; har teetheden (1.22). Viforudseetter, at disse er stokasifsleengige
- en forudseetning, der forekommer yderst rimelig. Vi eriesseret i fordelingen af
X (ny for n = 85, og vi vil anvende seetning 1.34. Vi bestemmer farstog 3,

', — 220 1
F(a,) =1 —exp (%) =1- -



154 KAPITEL 1. SANDSYNLIGHEDSTEORETISKE MODELLER

Vand- Vand- Vand-

Dato stand Dato stand Dato stand
18/12 1921 226 5/12 1936 226/ 13/11 1954 246
21/12 21 261| 30/1 38 262| 5/12 54 232
4/11 23 247, 5/10 39 261| 23/12 54 255
16/11 23 265| 24/11 38 360/ 13/1 55 258
10/9 24 221| 27/11 39 284| 29/12 55 255
3/1 25 274 3/12 39 224| 211 56 319
31/12 25 230 1/11 40 222| 13/12 56 236
9/10 26 309| 13/11 40 230| 19/10 57 265
16/11 26 237| 8/12 41 233| 4/11 57 238
29/10 27 232| 16/10 42 258| 8/12 57 224
17/11 28 230| 13/2 43 220| 23/1 57 222
24/11 28 400| 16/2 43 241| 19/10 59 244
12/12 28 325| 23/1 44 274| 21/12 59 241
12/12 29 244| 5/11 44 229| 5/12 60 275
30/12 29 221| 21/1 49 237| 29/1 61 225
13/1 30 232| 10/2 49 276, 6/12 61 292
23/11 30 247| 24/10 49 276| 23/1 62 233
24/1 31 227| 26/10 49 307| 12/2 62 248
6/12 31 252| 20/12 49 229| 16/2 62 321
7/1 32 224| 9/12 51 232| 27/9 63 224
11/10 33 253| 31/12 51 222 13/11 63 273
23/9 34 255| 16/1 52 232| 17/11 64 221
18/10 36 303 1/2 53 224| 13/12 64 234
27/10 36 343| 16/1 54 306| 14/2 65 240
1/12 36 244| 17/9 54 226| 2/11 65 308

Tabel 1.2: Vandstandshgjder starre end 220 cm ved Esbjerg.
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dvs.

a, = 220+ 3blog, n
1 220 + 35 log 717220) -
) o ) > — ‘ = 35
An (” 35 eXp( 35

Forn = 85 fas altsa

ags = 220 4 35 - 4.44265 = 375.49 09 g5 = 35.

Vi har derfor, idetn = 85:

G, = 35
X)) —n
B

P{Xp <600} = p{Eete o moamal

- P{ §6.41}
~ exp(—exp(—6.41))
— 0.9983 |

dvs. medn = 85 er
P { X (g5 > 600} ~ 0.17%.

Sandsynligheden for, at der i en 50-ars periode optraedeamuisiand, der er starre
end eller lig en eventuel pataenkt digehgjde pa 6 meter, sleagarfor til ca.17%.

Forventningsveerdien & ,,) for n = 85 er

E(X() = an+ By ~375.49435-0.57722
395.69,

d.v.s. ca. 396 cm. Variansen er

g’

V(X)) = ~ 2015.04 = (44.9cm)?

Standardafvigelsen er altsa ca. 45 cm.
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Anvendeligheden af ovenstaende resultater bygger panaekpensen mod ekstremvaerdi-
fordelingenA, sker ret hurtigt for eksponentialfordelingen. Til samnigming kan
anfgres det eksakte resultat

1 1
(X)) = 220435 (14 54+ ],

n

hvilket forn = 85 er

1 1
E (X(s5)) =220+ 35 (1 toto 85) =395.90

d.v.s. en afvigelse pa kun1 mm. ¢

1.7.4 Minimumsfordeling for eksponentiel type

Der geelder selvfglgelig ganske analoge resultater forrminisveerdier som for max-
imumsveerdier. Minimumsfordelingernes egenskaber kare$inveéd at betragte maxi-
mumsfordelingen for falgen Xy, — X5, - - -, idet vi jo har

min{X17' o 7Xn} = 7ma’x{7X177X27 e 77Xn}‘

Uden naermere kommentarer giver vi nu resultaterne svarindien eksponentielle
type.

SETNING 1.37.Lad Xy, X5, - - - veere en uafhaengige stokastiske variable med fordel-
ingsfunktionen?" og differentiabel teethed. Vi forudseetter, a¥ () > 0 for alle x.
Hvis

davil
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hvor konstanterng,, ogd,, bestemmes af

Flw) = —

don =

nf(yn)

Bevis. Fremgar af seetning 1.34 ved at anvende den ovenfor beskrenngangsmade.
[ |

Analogt til definitionen aMax, -fordelingen for starsteveerdien (se p. 151) definerer vi
klasserMin, ved

DEFINITION 1.22.Visiger, at

X € Miny(o, 8) & Fz) = 1 — A (mﬁc«).

Vi far da umiddelbart

SETNING 1.38.KlassenMin; er afsluttet over for minimumsdannelse. Der gaelder
nemlig

X; € Ming (e, 3), i=1,---,n = Xy €& Mini(a — §log,n,F),
hvor det stadig er forudsat, &t , - - - , X,, er stokastisk uafhaengige.
Bevis. Ligefremt. Forbigas. [ |

Endvidere geelder

SATNING 1.39.1 ovenstdende parametriseringceng 3 positions- og skalaparame-
tre. Teetheden fok” € Min, («, 3) er

= (£5) = (55 on(57)
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Middelvaerdi og varians er

E(z) = «a— By hvor v = 0.57722
_ 627‘-2
Bevis. Umiddelbar fglge af seetning 1.36. ]

EKSeEMPEL 1.37 (BRUDSTYRKE). Vi antager, at grunden til, at der observeres for-
skelle mellem den beregnede styrke af et materiale og deanalyede styrke, skyldes
tilstedevaerelsen af "fejl", som sveekker det pageeldende eatie betyder, at der
skal anvendes forskellige (i starrelse) kreefter til at lergdhnet forskellige steder. Vi
antager nu, at "fejlene" er tilfeeldigt fordelt i emnet (jfr. 122). Det er da klart, at
brudstyrken bestemmes af det svageste punkti emnet, etandre ord, brudstyrken
bestemmes som minimumsveerdiemaftokastiske variable, hver altsa er antallet af
fejl i emnet. Hvis man kan antage, at fordelingen af styrkdpestemt sted i emnet er
af den eksponentielle type, da vil styrken af hele emnetefglgtremveerdifordelingen
Miny (a, ). ¢

Det er klart, at ovenstdende anvendelse af princippetlensvageste ledsom a vi
indledte dette afsnit med i det simple eksempel om styrkeenakeede mea led,
finder anvendelse i mange andre sammenhaenge. Man kan teksemproblemet om
en metaltradelektriske ledningsevneeller en plades evne til @remse (lys-)straler
etc. Eller det kan veerevetiden (ellertiden mellem reparationer) af et system, der
svigter, hvis en enkelt af en reekke vitale dele bryder sammen

EKSEMPEL 1.38 (GENNEMSLAGSSPANDING AF KONDENSATORER). Nedenstaen-
de data stammer fra malinger af den spaending, hvorved naplepndensatorer bry-
der sammen (kortsluttes), se [17]. Elektroderne havde estl qrd337.5 sq.in., og
papiret var olieimpraegnereét4-mil papir.

Vi vil forsgge at formulere en model. Det er rimeligt at fogegat anvende prin-
cippet om det svageste led. Fejlene viser sig ved, at dessnjgtr ledende partik-
ler. Hvis fordelingen af starrelsen af en saddan partikelfezkaponentiel type, da
vil ogsa fordelingen af den dielektriske "styrke" i omegnépartiklen veere af ekspo-
nentiel type. Dette forekommer rimeligt at antage, og detksperimentelt godtgjort.
Man ma derfor forvente, at deite maling kan beskrives ved en stokastisk variabel
X; € Miny(«, 3) for et eller andet valg at og 3.

Den enkleste metode til at bestemmeog 3 pa er som i foregaende eksempel at
beregne stikpravens gennemsnit og empiriske varians ag diete lig med den valgte
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Sammenbrudsspeaending (i Volt)
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fordelings teoretiske middelveerdi og varians. For de \dstia kunne man altsa saette

250
1

r= 2502.1:7;: 1656

i=1

F{X}=a— 3 057722

12

250
1
V{X} =376 ~ 5= o > (i — ) = 16960

i=

Sammenhangen mellem parametrenay 3 og midddelveerdi og varians fafin,—
fordelingen er givet i seetning 1.39. Dermed findes de to skan:

a~1714.9 og f ~ 101.54

120

100 7

80 b

60 b

Antal observationer

401 1

j “

0 :
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Sammenbrud af papirkondensatorer, belastning i volt

| ovenstaende figur har vi anfgrt et histogram over malingem indtegnet teetheden
forenMin, (1714.9,101.54)-fordelingx antal obsxklassebredde. Overensstemmelse
mellem de to funktioner er god, og den valgte model synesodeslegnet til at
beskrive det observerede feenomen. ¢

Det vaesentlige, man skal heefte sig ved med dette eksempati nean som grundlaeg-
gende model for de observerede data antager, at der er tatromimumsvaerdiprob-
lem. Derfor veelger man som modelfordeling en fordeling, gkmerelt er egnet til at
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beskrive fordelingen af den mindste blandt mange, og det afie-fordeling netop
et eksempel pa. Modsaetningsvis egner en normalfordelingesitemt ikkesom mod-
elfordeling for ekstreme veerdier. Den egner sig derimodittibeskrive faenomener,
som er udtryk for en akkumulering af mange ikke steerkt fdtigjeebidrag (den cen-
trale greenseveerdisaetning).

1.7.5 Fordelinger af Cauchy type

Ovenfor har vi beskaeftiget os med de asymptotiske fordefiaf eksponentiel type.
Som anfart i seetning 1.33, kan der veere tale om yderligergpert En neermere
undersggelse af betingelsen (1.21) i definition 1.20 vitedlenne i det store og hele
gar ud pa, at — F(z) skal g mod 0 lige s& hurtigt som en eksponentialfunktion. |
denne paragraf vil vi betragte fordeling€r hvor1 — F(z) gar mod O omtrent som en
potensfunktion. Vi specificerer dette i

DEFINITION 1.23.En fordelingsfunktiorf siges at veere &@auchy type hvisF(z) <
1 for alle x, og hvis der eksisterer kt> ) sdledes, at vi for ethvett > 0 har

1 —F(=x
L C) I
1 — F(azx)

Vi viser nu, at en fordeling, der neermer sig 1 som en potethsiom er af Cauchy
type.

SETNING 1.40.Lad fordelingen® veere givet ved

F(e) =1 ce " (1 42(x)),

hvor ¢ og k positive konstanter, og(#) — 0, 2 — co. Da erF af Cauchy type.

Bevis. Beviset er en triviel fglge af definitionen. Vi har fer> 0

1 —F(z) cm’k(1 —|—6(.77)) o T 4e(x)

1= Flax)  c(ar) (1 +e(ar))  1+e(an)

Det ses umiddelbart, at denne stgrrelse har greensevaefdien: — ~c. ]
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Ekstremveerdifordelingen for denne type af variable frenag@en naeste saetning.

SETNING 1.41.Lad Xy, X5, - - - veere en fglge af uafthaengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable, hvis fordelingsfunktigher af Cauchy type. Da vil

X(n
P{ ﬁ( ) < T} — Ao p(x) = exp (—mfk) ,
for n — oo. Her erk det sammeé: som det i definitionen anfarte, gy er givet ved
1
F(B.)=1——.
n

Bevis. Se f.eks. [22]. ]

BEMARKNING 1.8. 7, erikke entydigt bestemt, jfr. bemeerkningen side 149. v

DEFINITION 1.24.Vi siger, at X € Maxs(k, 1), hvis X har fordelingsfunktionen
A2 i (). Fordelingen med skalaparametebensevnedlax,(k, 3). A

| fortseettelse af seetning 1.41 anfarer vi
SETNING 1.42.KlassenMax- er afsluttet over for maximumsdannelse, idet der for
uafhaengige variable gaelder

X; € Maxy(k,8), i=1,---n = X(,) €Maxy (k,nukﬁ) .

Bevis. Resultatet fremgar ved direkte regning. ]

De analytiske egenskaber v&thx,-fordelingen fremgar af

SATNING 1.43.Lad X € Max,(k, 3). Da harX teetheden
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forz > 0 og O ellers. Her ek, () = A}, , (x). Middelveerdien i fordelingen er

Bevis. Forbigas. Falger ved direkte regning. ]

Parameteren’s betydning for grafens udseende fremgar af nedenstaegute fi

1.4

1.2 b

0.8

0.6

0.4

0.2

0 L L L
0 1 .1 2 3 4 5
Maxz(x)=k*x *exp(—x "), k=0.5, 0.75, 1.0,1.5, 2.0 og 3.0

Vi viser nu, at der er en sammenhaeng mellem ekstremveerdifogegrneA; og A, ;.
Vi har nemlig

SETNING 1.44.Lad X € Max,(k, 3). Daerlog, X € Max; (log, 3, 7).
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Bevis. Vi gar direkte frem.

Pflog, X <a} = P{X <e)

Vi giver nu de analoge resultater om den asymptotiske forgelf minimumsvaerdien.

SETNING 1.45.Lad X, X, --- vaere en fglge af uafthaengige stokastiske variable
med samme fordelingsfunktion F. Lad der eksisteré et 0, sdledes at vi for alle
a > 0 har

—=a”, & — —oo. (1.23)

Der geelder da, at

p{f{y < } S Aog() = 1 exp (—(—a) "),

for n — oo. Her bestemmes, af

F(=d,) = ~.

n

Bevis. Saetningen fglger direkte af saetning 1.41 ved overgangXi, — X5, - - - etc.
]

Vi giver greensefordelingen et navn i

DEFINITION 1.25.Vi siger, atX € Miny(k, 1), hvis X har fordelingsfunktionen
1 — A5 ;(—=). Fordelingen med skalaparametebenaevnedlin, (£, 7). A
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SATNING 1.46.KlassenMin, er afsluttet over for minimumsdannelse, idet der for
uafhaengige stokastiske variable geelder

Xi € Ming(k, ) = X1y € Min, (k,n”kﬁ) .
Bevis. Forbigas. .

Vi giver de analytiske egenskaber viedn,-fordelingen i

SATNING 1.47.Lad X € Mins(k, 3). Da er teetheden

E(X)=-4T(1- 1) k>
V) =@ (P -3 -0 -4) k>

Bevis. Beviset er umiddelbart. [ |

Der gzelder selvsagt ogsa en analog saetning til seetningriedyig

SATNING 1.48.Lad X € Min,(k, 3). Daer

1
—log.(—X) € Min; (]oge 5, E)

og

1

]Oge(ix) € MH,X] (loge 67 E)

Bevis. Forbigas. [ |
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EKSEMPEL 1.39.Pa en given lokalitet kan det antages, at middelvaerdien maisp
ningen af den maksimale arlige vindhastighed er

pn = 66 km/h og o = 15.4 km/h.

Den maksimale vindhastighedinden for et &r kan opfattessaksimum af en maengde
vindhastigheder. Antages det, at fordelingen af de enkelttigheder er af Cauchy
type, vil det arlige maksimum (med tilnzermelse) falge alveix, (&, 3)-fordeling.

Det er almindeligt, at bygningskonstruktioner etc. desggmed henblik p& at kunne
modsta en vindhastighed, der kun overstiges med en saiglsgdlp).02 inden for
et &r. Vi vil nu beregne den (mindste) vindhastighed, déetilsstiller dette krav.

Vi bestemmer farst parametreheg 3. Vi far ligningerne

66
2 |
1547 = 52<r(1z)r2)12)).

Ved numerisk lgsning af disse fas

I
o
=
~~
\
| —
N

k=65, (=589

Vi skal nu bestemme, s&

xr

P{X <az)=A (——
{X <z} 265539

):0%.

Indseettes i udtrykket fok- ¢ 5 fas

58.96-

Denne ligning giver ved Igsning = 107, d.v.s. at konstruktionerne skal designes med
henblik pa at kunne modsta vindhastigheder pa 107 km/h. ¢

EKSEMPEL 1.40.Ved Stigsnaes har man gennem hele 1973 malt den gennenesnitlig
vindhastighed over hver halve time. | tabellen side 167 ddydGanfart de maximale
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Maksimale%h vindhastigheder pr. dagn i 1973.
Dato  Jan. Feb. Marts  Aprii  Maj  Juni
1 605 406 1078 1417 1282 647
2 863 856 1085 1206 692 855
3 849 950 878 1304 771 1216
4 741 993 720 1505 879 505
5 641 (1306) 830 1500 1286 848
6 616 1709 991 1402 1256 (843)
7 669 (-1) 906 759 575 372
8 545 1100 764 713 1143 891
9 354 676 435 747 604 988
10 (472) 737 990 1291 1124 1444
11 (-1) 1340 768 (2134) 1096 1453
12 372 (1980) 708 904 976 1021
13 702 (1666) 483 587 1386 1284
14 819 (1256) 482 979 972 1489
15 (843) 558 409 692 1091 1347
16 (689) 868 1020 11335 887 514
17 334 496 1369 1563 593 525
18 343 333 1201 1183 527 623
19 366 677 805 571 738 890
20 755  (848) 1291 374 811 1035
21 874 1352 1104 774 431 753
22 670 1498 916 1100 478 (557)
23 395 1137 950 940 491 757
24 859 576 803 824 624 568
25 1075 305 625 1025 657 (421)
26 1062 849 551 1329 689 315
27 1097 841 692 807 342 884
28 704 984 862 547 338 (758)
29 1027 812 428 620 919
30 937 553 1036 658 88p
31 651 942 661
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Maksimale%h vindhastigheder pr. dggn i 1973.

Dato Juli Aug. Sept.  Okt. Nov. Deg.
1 414 651 1284 699 1198 (-1

2 (408) 701 1211 1039 962 131

3 663 714 (1017) 392 432 152

4 597 1143 554 675 814 180

5 634 1554 793 756 1662 150
6
7
8
9

1024 1242 601 730 (1843) (202
965 1809 1072 (515) 1605 14

1245 (1) 843 (1) 1343 95

1178  (854) 1569  (-1) 1449 121

10 (1107) 1044 1338 1270 759 146
11 850 762 1172 871 1293 163
12 701 806 1303 513 (1948) 15§
13 742 467 743 940 (2052) 149
14 563 268 851 851 1544 180
15 963 266 583 571 (1327) 80
16 1030 695 866 476  (-1) (967
17 836 806 1206 1209 (1698) 13
18 1339 1041 1217 1533 ©0) 117
19 1129 (575) 1129 1346 (1821) 84
20 1308 (1) (1111) 660 (1) 90
21 824 (1432) 1046 927 1065  10(
22 747 954 1395 (762) 1590  6(Q
23 1011 855 1030 782 1747 69
24 742 875 1311 1070 (2015) 97
25 730 735 1216 1231 2239 54
26 1037 639 425 876 (1) 92
27 987 780 1034 624  (-1) 100
28 739 558 1730 872  (-1) (844
29 733 568 (1216) 1618 (1) 88
30 1117 866 1122 1536  (-1) 90
31 1057 1132 928 112

TP WO 0TO0O O N RrR PO PR OR—CONORON ® YOI PP W=

Tabel 1.3: Maksimale vindhastighedc%ﬂ*(—gennemsnit) i 1973 ved Stigsnees. Et tal i
parentes angiver, at der ikke foreligger malinger fra helgreet. Et(—1) angiver, at
der ikke foreligger malinger fra det pagaeldende dggn.
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Gennemsnitlig vindhastighed, doegnmaximumsvaerdier

veerdier for hvert dagn. | overensstemmelse med eksemplil @ sammenligne de
relative hyppigheder for forskellige vindhastigheder rmadlax,-fordeling.

Dette er gjort i ovenstaende figur, hvor der dels er anfagristbgram over malingerne
og dels frekvensfunktionerx(antal obs.x klassebredde) for ellax,(3.10,727.4)-
fordeling. Overensstemmelsen er rimeligt god, og det mésafts rimeligt at beskrive
fordelingen af de maximale vindhastigheder Wdlx,-fordelinger. ¢

1.7.6 Fordelinger af tredie type

| denne paragraf vil vi beskeeftige os med ekstremveerdiefiofidelinger, der er be-
graensede, enten til hgjre, hvis det er maximumsveerdier, inieresserede i, eller til
venstre, hvis det er minimumsveerdier, vi undersgger.

DEFINITION 1.26.En fordelingsfunktiorn? siges at veere dfedie type, safremt der
eksisterer et sdledes, at
P(TQ) =1 0og P(T() — 6) <1 Ve > 0,

og der tillige eksisterer en positiv konstansaledes, at der for ethvert> 0 gaelder

oMard o) ok fora o (1.24)
1 —F(z + z0)
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A
SETNING 1.49.Lad fordelingsfunktionen F veere givet ved
F(z)=1—¢(xq — T)k<1 +e(x — .170)), r < xp,
hvore — 0, « — 0. DaerF(=) af tredie type.
Bevis. Vi har
I —Flax +x9) c(fam)k@ + 6((]7‘))
1—F(z+mz) c(fm)’“(1 —|—6(.17)>
_ 1+ e(ax)
1+ e(x)
— ak, x— 0.
[ |

Graensefordelingen for maksimumsveerdietypé 3fordelte stokastiske variable fremgar
af den naeste saetning.

SETNING 1.50.Lad X, X,,--- veere en folge af indbyrdes uafheengige, identisk
fordelte stokastiske variable med fordelingsfunktfoaf type 3. Da vil

Xy — = xp (—(—2)%)
P{i(') T0<m}—>/\37k(m)—{?xp( (—2)F) :ig

kgl

for n — co. Her erk og z, de i definition 1.26 omtalte starrelser, 8g defineres ved

Bevis. Se [22]. ]

BEMARKNING 1.9.2, erikke entydigt bestemt, jfr. bemeerkningen side 162. ¥

DEFINITION 1.27.Vi siger, at X € Maxs(k;0,1), hvis X har fordelingsfunktio-
nenAs ; (). Fordelingen med skalaparameterog positionsparamtes benaevnes
Maxs(k; o, 5). A
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| fortseettelse af seetning 1.50 har vi

SETNING 1.51.For indbyrdes uafhaengige stokastiske variable- - - , X, geelder
X; € Maxz(k;a, B) = X(,) € Maxj (k;c«,ﬁnq/k) ,

d.v.s. klassemlax; er afsluttet over for maximumsdannelse.

Bevis. Forbigas. [ |

De analytiske egenskaber v&thxs-fordelingen er samlet i

SAETNING 1.52.Lad X € Maxs(k; o, ). Da er teetheden fox

() = %AM (mﬁa) = g (mﬁa)k1 exp <(Tﬁa)k) ’

for» < a og O ellers.\; 4 erlig Az , . Middelveerdien og varians i fordelingen er

1
F(X) = a—pT (1 +;)
V(X) = & r(1 ¥ 2) fr2(1 + 1—)
k k
Bevis. Forbigas. Falger ved direkte regning. ]

Denne fordeling er ligeledes knyttet il;, idet vi har

SAETNING 1.53.Lad X € Maxs(k; o, 3). Daer

11
—log, (@ — X) € Max; (]oge 57 E) )

Bevis. Fuldstaendig analogt til beviset for seetning 1.44. ]
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De interessante ekstremveaerdifordelinger i forbindelse type 3 fordelinger er oftest
fordelingen af minimum, hvorfor vi ikke anfgrer nogen graf Maxs-fordelingen,
men i stedet for graferne for noghin;-taetheder (side 174). Vi ma dog farst naevne

SETNING 1.54.Lad X, X5, - - - veere en fglge af uafthaengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable med fordelingsfunktion F. Lad der eks&setr,, sdF(z,) = 0 og
F(Xo +¢) > 0fore > 0. Hvis der eksisterer en positiv konstansaledes, at der for
allea > 0, geelder

Flax + x
(az + xq) L
F(x + x0)

davil

Xy — =
SEIEEPE IR W

kel

forz > 0 og O ellersd,, bestemmes af
P +8,) =
o n) = 77,.

Bevis. Saetningen fglger umiddelbart af sesetning 1.50. ]

DEFINITION 1.28.Visiger, atX € Ming(k;0, 1), hvis X har fordelingsfunktionen

1 — As x(—=). Fordelingen med positionsparameteog skalaparametet bensevnes

Ming(k; o, 3). Seerlig vigtig er den klasse alins-fordelinger, der har positionspa-
rametererv — (. Disse kaldes Weibull-fordelinger efter den person, destfanvendte

dem. R

DEeFINITION 1.29.Den stokastiske variabel” siges at veer&Veibull-fordelt med
parametrdk, 3), hvis X € Mins(k; 0, 8). Vi skriver kort X € We(k, 5). A

Savel Minz-fordelinger som Weibull-fordelinger er afsluttet over fminimumsdan-
nelse, idet der geelder falgende

SETNING 1.55.Lad X4, - - -, X,, veere stokastisk uafheengige. Da geelder

X; € Ming(k;a,8) = Xqn) € Ming (k; o, Bn="/%)
Xi € We(k§) =X, € Welk gn /).
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Bevis. Forbigas. [ |
De analytiske egenskaber vatins- og We-fordelingen fremgar af falgende to seet-

ninger
SAETNING 1.56.Lad X € Mins(k; o, ). Da er teetheden fox

w=5(55) (-5 -

og 0 ellers. Middelveerdi og varians er

B(X) = a+g0 (1+%)
3 (r(1 +%) fr2(1 +%))

SATNING 1.57.Lad X € We(k, 3). Da er teetheden foX

=
>
I

og 0 ellers. Middelveerdi og varians er

E(X) = par (1+%)

_ AN T O
V(X) = 8 (r(1+k)r (1+7))-
Bevis. Beviset er umiddelbart. [ |

I nedenstaende figur har vi anfgrt nogle teetheder for Wedrdklinger. Det ses, at
formparametereh er af veesentlig betydning for grafens udseende.

Sammenhasngen mellévhins- og Weibull-fordelingerne oylax; -fordelingen fremgar
af
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1.2
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6] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Weibull fordelingerfor=10gk=1,2,3 094

SATNING 1.58.Lad X € Mins(k; o, 3). Daer

1
log (X —a) € Miny (logeﬁ, E)

1
—log. (X —a) € Maxy (]()ge 8, E) )

For Weibull-fordelingen geelder méd € We(k, )

1
log, Y € Miny (logeﬁ,;)

1
—log. Y € Max; (loge g, E)

Bevis. Umiddelbart. [ ]

EKSEMPEL 1.41 (METALTRATHED ). Vi udseetter et metallisk emne for en bestemt
type belastninger. Dette gentages, indtil emnet bristerviDantallet af gentagelser,
der kan foretages, inden det brister, veere en stokastigbedr Denne vil kun antage
positive veerdier, eventuelt endog kun veerdier over en wigalse. Der kan nu argu-
menteres for, at metalstykket brister pa det svageste sgeat, antallet af gentagelser
derfor er en minimumsveerdi, nemlig minimum af de antal fgréeg. bgjninger), der
skal foretages de forskellige steder, far emnet bristet.kDene derfor veere rimeligt
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at antage, at antallet af pavirkninger, som emnet kan taletféereethedsbrud, er en
Weibull-fordelt stokastisk variabel.

¢

Weibull anvendte ogsa fordelingen til at beskrive brudstyaf metaller m.v.

EKSEMPEL 1.42.1 nedenstaende tabel er anfgrt antallet af torsioner, eke@ikkel-
tradde har veeret udsat for, far de bristede (se [23]). Tradanadsat for en belastning

pa+37.5 kgmm .

Emne nr.

Antal torsione

[ Emne nr.

Antal torsioner

Boo~vouobrwnrk

40000
43900
45400
46500
47100
48000
48200
48500
49300
49900

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

51200
51500
52300
52500
53700
54500
54800
55000
55700
57000

I den fglgende figur er angivet et histogram for disse malingeler er anfart grafen for
frekvensfunktionen for eive(14.26, 52129)-fordeling. (xantal obsx klassebredde).

9

8k

4.5

55

x 10
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Overensstemmelsen ser udmaerket ud, og Weibull-fordelingederfor siges at veere
egnet til at beskrive faanomener som ovenstaende.

| en del situationer vil eMins-fordeling dog komme pa tale, idet der ofte vil veere en
vis nedre greense (stgrre end 0) for det antal pa virkningemae udsaettes for, far der
optreeder brud. ¢

EKSEMPEL 1.43 (LEVETIDER). Vi vil nu undersgge minimumsfordelingen for
fordelingen, der ofte selv benyttes som modelfordelinddeetider (ventetiden mellem
k heendelser, der hver indtreeffer metd (3)-fordelte tidsafstande vil veer@d (k, 3)-
fordelt). LadX € G(k, 8), d.v.s.

f(T) = W.’Ifki1eim/ﬁ.
Heraf fas
k=1 0B gy
Flaz) ({ _ g(x)
F(z) ~ h(x)’

[h=1 =118 dt
0

Da savel tzeller som naevner gar mod O#or 0, kan vi anvende I'HOpital’s regel og
far

g'(x) alax)f e T
h'(z) 21 e*%
= akefg(aq)%ak, x—0

Heraf ses, at efi(k, 3)-fordeling tilfredsstiller kravene i seetning 1.54, hvarfoini-
mumsveerdien af mang&(k, ) fordelte variable med tilneermelse vil veeréVe(k, 3').
(NB! Sammek). ¢

Dette anskueligger, hvorfor marpéalidelighedsteoriensa hyppigt beskriver levetider
ved Weibull fordelinger. Vi betragter nemlig ofte apparat®m er sammensat af et
stort antal komponenter, og som svigter, nar blot én komptaré ud. Da levetiden for

en enkelt komponent ofte kan antages at falge-€ordeling, vil den totale levetid vaere
minimumsveerdien af dB-fordelte levetider, d.v.s. approksimativt Weibull folde
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1.7.7 Oversigter over asymptotiske ekstremvaerdifordelin ger

Nedenstdende gives et antal oversigter, som viser hovedtree af de beskrevne ek-
stremveerdifordelingers definitioner og oprindelse santematiske udtryk for fordel-
ingsfunktioner og parametre.

Definition af Max Middelveerdi Varians

X € Max (o, 5) o

& F(x) = A (252) o+ 0y G

X € Maxs(k, 3) 52r(1 _ 3)
& F(T) — /\2,1«(%) Br“ - 11,7) *BQFQU :'”11‘”_)
& Flr) = Aar(52) ' W _prra4 )
Definition af Min; Middelveerdi Varians

X € Min1 (OM7 6) 2,2

& Fr)=1-A(-55%) o — By -

X € Miny(k, 5) BPr(1 - 2)
S Fl)=1- /\M(*%) —or(1 — %) *BQFQU f;_)
X € Ming(k, o, 8) G2 (1 + 2)
o F(T) -1 _ A.‘%,Ic(*mga) (03 +6r(1 + 11,7) *BQFQU _f]l_)
X € We(k, 8) } A1+ %)
& Fr) = /\%k(*%) BU(1+ 1) —B2T2(1 _f;_)
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Definition hvis for-
deling for starste
observation sgges

Definition hvis for-
deling for mindste
observation sgges

Heuristisk
formulering
af definition

Eksponentiel type

F' har ubegraenset

stgtte opadtil
—F(x ® resp. nedadtil,
%7@3)%0 %?((r))_}() F—p>1resp.0
forz — oo forz =+ — mindst s&
hurtigt som en
eksponentialfkt.
Cauchy type

Hk(d 1-F(z) —>ak)

dr 1—F(ax)
for z — oo 0gVa

Ik (f‘ F(r) —>ak)

dr F(ar)
forr — —co 0gVa

F' har ubegraenset
stgtte opadtil
resp. nedadtil,
F—1resp.0
mindst sa

hurtigt som en
potensfunktion.

for z — oo 0gVa

forr — —co 0gVa

Tredie type
F' har begraenset
stgtte opadtil
F(xo) = 1Ak Fxo) = 0A 3k ;?S_p; 1n?gsallodtg,
i1fF'(a,fn+.rn) k i1fF'(a,fn+.rn) k .
(“m =F(otra) ¢ ) (f’T Flotzo) ¢ ) mindst sa

hurtigt som en
potensfunktion.
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| Asymptotisk fordeling af stgrste observation | Def. af parametre

Eksponentiel type
P {T(nfé:f“"' < r} — exp(—e™7) Flon)=1-— :T
for n = oo = Ay (2) B = n,~fga,,,)
Cauchy type
P{% Sm}%exp(—m*k) F(B,) =1 *%
for n = oo = Ao ()
Tredie type
T(»)—Tn exp(i(irk)% <0 _
P{ S <””}_>{1 p>0 | (o= )
for n = = Az i (x) =17

| Asymptotisk fordeling af mindste observation | Def. af parametrd
Eksponentiel type

P{WST}%1 — exp(—e”) Flyn) =+
for n — o0 =1 M) b = sl
Cauchy type
P {T(;—:)) < T} — 1 —exp(—(—=z)7%) F(—6,) = :]_
for n = oo =1—Asp(—2)
Tredie type
21y —%a T —exp(—zF), 2>0
M ’
P{ 5 <m}—>{0 2 <0 F(zo+6,)
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1.8 Andre sandsynlighedsteoretiske modeller

| dette afsnit vil vi omtale nogle fordelinger, som ikke aflar en naturlig fysisk for-
tolkning, men som alligevel ofte omtales (og anvendes)tisitikken. Der er derfor fa
interessante praktiske eksempler at anfgre, og bevisdrderfor ogséa i nogen grad
veere uinteressante. Disse forbigas derfor i endnu hgjet gnd tidligere, og der
bliver tale om en noget summarisk opremsning.

1.8.1 Den rektanguleere fordeling

er iseer vigtig til beskrivelse af f.eks. afrundingsfejl.

DeFINITION 1.30.Vi siger, at den stokastiske variable er rektangulaert eller uni-
formt fordelt over intervallet (a,b), hvis X har teetheden

a<r<h

og O ellers. Vi skriverX € U(a, b). A

BEMARKNING 1.10.Der findes en diskret analog til den rektangulaere fordetiegy-
lig ligefordelingen, se evt. side 187. v

Det ses umiddelbart, at fordelingsfunktionen er

0 r<a
Flz)=19 (x—a) a<a<b
1 b<rx

Graferne for de 2 afbildninger er anfgrt pa nedenstdende figu

1
E b-a f
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Middelveerdi og varians er anfart i
SATNING 1.59.Lad X € U(a, b). Da er den karakteristiske funktion

_ l ith _ _ita
Qs(t)ibfait(e e )

Middelvaerdien og variansen er

a4+ b
B(X) = =
09
V(X) = (b ?
Bevis. Forbigas. [ |

Vi anfgrer endvidere, hvorledes forskellige rektanguléerdelinger kan fremga af
hinanden.

SATNING 1.60.Lad X € U(0, 1). Davil

a+(b—a)X € Ula,b).

Bevis. Beviset er umiddelbart. [ |

Den rektangulzere fordeling anvendes altsd, nar man hatuatisn, hvor udfaldet af
den datagenererende proces har den samme sandsynligladdiaie i et delinterval
af (a, b) af en vilkarlig, fast meengde. Sandsynligheden bliver davamdigvis propor-
tional med delintervallets leengde Nar man taler om tilfeeldigt at vaelge et punkt i et
endeligt interval, mener man, at punktets placering skgkfen rektanguleer fordeling
over intervallet.

1.8.2 Beta-fordelingen

Vi minder om definitionen af Beta-integralet. For positiveg 3 har vi ifglge p.??

1
B(o, B) = /0 t (1 - )P ar.
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Dette udtryk giver anledning til

DerINITION 1.31.Visiger, at den stokastiske variabteer Beta-fordelt med parame-
tre (a, ), hvis X har teetheden

f(z) = A € ) L | PP

og O ellers. Vi skriver koriX € Be(a, 7). A

Beta-fordelingen er en fordeling koncentreret pa intéetd, 1), og den er beskrevet
ved 2 parametre. Dette bevirker, at teethederne for foigkglarametervaerdier kan se
vidt forskellige ud. Vi har angivet nogle af mulighedernefplyende figur.

2.5 T T T
2,\\\ e
T-~_ _o=1 B=2 =2 B=1 _. -~ "

1.5 Tt P R
1 T~ -7 a=1p=1

0.5} T 0=0.5 B=0.5 T ~~_ _ N
0 /’/\/ I I I I I I I \\\\‘\
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

09

o
(0 +B)(a+8+1)

V(X) =
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Bevis. Umiddelbart. |

Som det synes at fremga af graferne, erBeii1, 1)-fordeling en uniform fordeling
over(0, 1), d.v.s. erlJ(0, 1)-fordeling.

| testteorien vil vi endvidere fa brug for

SETNING 1.62.Lad X ogV veere uafhaengige stokastiske variable. Da geelder

XEG(OM,B) A YEG(O/Q,B) =

YTy € Be(aq, as).

Beta-fordelingen kan, som det fremgar af graferne overddetime, anvendes som en
approksimation til de fleste kontinuerte fordelinger(pal ). Den anvendes endvidere
i testteorien og i beslutningsteorien.

1.8.3 Cauchy fordelingen

DEeFINITION 1.32.En stokastisk variabél” siges at veer€auchy fordelt med parame-
tre (0, 1), hvis teetheden er

Vi skriver X € Ca(0, 1). Fordelingen med positionsparameteng skalaparametet
bensevnesa(a, 3). A

Man ser let, at middelveerdighke eksisterer og derfor naturligvis heller ikke vari-
ansenCa(«, 3)-fordelingen er symmetrisk om, og vi har

SATNING 1.63.Lad X € Ca(a, 8). Da harX teetheden

p__ 1T
732+ (r—a)?

f(z) =
Den karakteristiske funktion er

o(1) = exp (itor — lt]) .
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Bevis. Forbigas. Fas ved direkte regning. [ |

Cauchy fordelingen besidder en reproduktivitetssaetning.

SETNING 1.64. (Reproduktivitetssaetning).ad X ogV veere stokastiske uafthaengige.
Da geelder

X € Ca,(c«1,ﬁ1) AY € Ca,(OMQ,BQ) = X+VY € Ca,(cm +0276] —|—62)
Bevis. Fas umiddelbart ved at danne den karakteristiske funktiof+ v . [ |

Vi har et interessant corollar til seetningen, nemlig

KOROLLAR 1.1.LadX;,---, X, veereindbyrdes uafheengigé (o, 3)-fordelte sto-
kastiske variable. Daex = 1 3~ X; igenCa(a, 3)-fordelt.

Bevis. Corollaret er en direkte fglge af seetningen, nar man eninadtey og 5 er
positions- og skalaparametre. ]

1.8.4 LaPlace fordelingen

DerFINITION 1.33.Den stokastiske variabl&” siges at veere LaPlace fordelt med
parametrd0, 1), hvis teetheden fok er

Vi skriver X € T.a(0, 1). Fordelingen med positionsparameteog skalaparametet
bensevnesa(a, 7). A

Ved direkte regning fas
SATNING 1.65.Lad X € Ta(«, /). Da er teetheden fox lig
| ol

f(z) = %e
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Den karakteristiske funktion er

d)(f) — eiat (1 + 621/2)71 7

og middelveerdi og varians

E(X) = «
V(X) = 2p5°
Bevis. Forbigas. [ |

Det ses, at fordelingen er symmetrisk amTeetheden er ikke differentiabehi

1.8.5 Den logistiske fordeling
| bio-assay problemer anvender man hyppigt den logistiskdefing. Den defineres i
folgende

DEeFINITION 1.34.En stokastisk variabel” siges at veerkgistisk fordelt med parame-
tre (0, 1), hvis teetheden fok er

) — exp(—=) N
) (1 +exp(—))

—o0 < x < 0.

Vi skriver kort X € T.(0, 1). Fordelingen med positionsparameteng skalaparameter
3 benaevnes («, 3). A

Man finder, at fordelingsfunktionen for érn(«, 3)-fordelt variabel er

Vi neevner
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SATNING 1.66.Lad X € T.(«, ). Daer

E(X) = «
627‘-2
V(X) = .
(X) 3
Bevis. Forbigas. [ |

1.8.6 Pareto fordelingen

Pareto fordelingen anvendes ofte ved beskrivelse af indkfondelinger (isaer fordelinger
af indkomster over et vist niveau) og lignende. Den definefegiende

DEeFINITION 1.35.En stokastisk variabel siges at veere Pareto fordelt med parame-
tre (k, 1), hvis teetheden er

k

og O ellers. Vi skriver kortX € Par(k,1). Fordelingen med skalaparametgr
bensevne®ar(k, 7). A

Vi giver de analytiske egenskaber vedr(k, 3)-fordelingen i

SATNING 1.67.Lad X € Par(k, 7). Da er frekvensfunktionen

kB
f(z) = R e B,

og 0 ellers. Fordelingsfunktionen er

F(m)—1<ﬁ)k, x>0,

og 0 ellers. Middelveerdi og varians er

B(X) = Bk (k> 1)
VIX) = FPopms  (k>2)
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Bevis. Forbigas. [ |

1.8.7 Ligefordelingen pd {0,1,--- ,n}

Den diskrete analog til den rektanguleere fordeling ovemtetrval[0, 8] er ligefordelin-
gen p&{0,1,---,n}. Definitionen er umiddelbar.

DEFINITION 1.36.En stokastisk variabel” siges at veerkigefordelt over{0,1,-- -, n},
hvis frekvensfunktionen fok™ er

1 _
m)_{ gy =00 n

0 ellers

Vi skriver kort X € UD(n). A

SATNING 1.68.Middelveerdi og varians for etV (n)-fordelt stokastisk variabet
er

(n 4+ 2
V(X) — 77(77 + )
12
Bevis. Trivielt. ]

1.8.8 Den logaritmiske fordeling

Den logaritmiske fordeling er en diskret fordeling og magkkrveksles med den log-
aritmiske normalfordeling.

DEeFINITION 1.37.En stokastisk variabek™ siges at veere logaritmisk fordelt med
parameter (€]0, 1]), hvis frekvensfunktionen fok er

o
log.(1—0) =’

f(T): 2 ...

r=1,2,

)

og O ellers. Vi skriverX € T.oD(#). A
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SATNING 1.69.Middelveerdiog varians for eX” € T.oD(f) er

0
(1—0)log,(1—0)
0% +0log (1 —0)
(- 0)?logZ(1-0)

R(Y) = -

Bevis. Trivielt. ]
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1.9 Compound fordelinger

Ved undersggelser af data, som man mener genereres af srakander f.eks. farer
til Poisson fordelte stokastiske variable, opdager mannsertider en tilsyneladende
uforklarlig afvigelse fra det forventede, som bestar i, et adbserveres relativt mange
ret store og mange ret sma vaerdier pa bekostning af obsareati midten’ af fordelin-
gen. Blandt mange andre ting kan dette skyldes, at int¢esitike er konstant, men
varierende. Den resulterende fordeling vil derved fa exyti€ladende for stor varians
i forhold til middelvaerdien.

For at lgse det derved fremkomne problem indfarer vi de sé@mpoundfordelinger
(compound=sammensat).

Vi giver farst et generelt resultat.

SETNING 1.70.Lad A veere en stokastisk variabel med taethedsfunktion (elllevéres-
funktion)g(A). Lad endvidereX veere en stokastisk variabel, der for givet= A har
frekvensfunktionetfi(:| ). Da har den ubetingede fordeling#ffrekvensfunktionen

[ f(z|\)g(A) dXx  hvisA er kontinuert fordelt

h(z) = (1.25)

ST (x| N)g () hvis A er diskret fordelt
A

DEeFINITION 1.38.h kaldes ercompound f fordeling. A

Bevis. for seetningen. Viindskraenker os til det tilfeelde, hvokun antager endeligt
mange veerdiek, , - - - , A, 0g hvorX er en diskret stokastisk variabel. Vi har da

PIX =2} = STPUX=s}n{A=x))

i=1

= STP({X = #}{A = AHP{A = A}

= Ef(m|/\7:)g(Ai)-

i=1

Beviset forlgber ganske analogt i de gvrige tilfaelde. ]

Vi gér nu over til specialtilfeeldet, hvak er T-fordelt (A € G(v, 8)), og X for givet
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A = X er Poissonfordelte P(A)). Vihar da, atA har teetheden

— AT M x> (1.26)

X har frekvensfunktionen (for givet)
f(x|\) = l'v e =012 (1.27)

Vi indseetter nu (1.26) og (1.27) i (1.25) og far

1 1 1
h(z) = — A" — AT e AMB g
() /0 P T'(v) B~ ¢
_ 1 /OO ATy e7A<1+1/5> d\.
2T (v)p¥ J,

Vi anvender substitionem = A(1 + 1) og far

1 1 o0
h(w) = T gy
) = Ty (1+5" /0 o

Integralet er ligl'(« + /), hvorfor vi har

_ T(z+v) v 8 x
he) = S5 (ws) (55)
r4r—1 v T B
= () ()" e
d.v.s.X € NB(v,p), p = 135 En negativ binomialfordeling opstéet pa denne méade

kaldes altsa enompound Poisson fordeling

Vi vil klarggre disse begreber med nogle eksempler.

EKSEMPEL 1.44.Ved udvidelsen af en telefoncentral bliver man ngdt til Bkkiden i
et vist tidsrum. Dette er ikke en kendt tid, men erfaringartitsvarende arbejder viser,
at tiden malt i minutter kan antages at veere en stokastisabelfl” € Ex(80). Antal
opkald til centralen i en periode af leengdeminutter falger enP(2.5¢)-fordeling.
Ifglge seetning 1.17 e2.57 € Ex(2.5-80) = Ex(200) = G(1,200). Derfor er det
totale antal opkald

| |
YeNB(1,— )V =nNB(1,—).
€ (’1+200) (’201)
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Ifglge seetning 1.5 er

et resultat, der forekommer intuitivt rigtigt. Vi har alteéndet, at det forventede antal
abonnenter, der "afvises", medens centralen er lukket fadethe er 200. ¢

EKSEMPEL 1.45.Ved undersggelse af ulykkesstatistikker for fabriksateeg viser
det sig ofte, at antallet af ulykker, der overgar en arbdjdevist tidsintervaljkke fal-
ger en Poisson fordeling. Hvis alle arbejdere har sammesgatighed for at komme
ud for en ulykke, og hvis ulykkerne optraeder uafhaengigte vilan pa forhand vente,
at sadanne observationer ville fglge en Poisson fordeling.

Afvigelserne fra Poisson fordelingen kan dels skyldesitajderne ikke har ens ulykkesin-
tensitet, og dels, at intensiteten for den enkelte arbegtares med tiden. Antager vi,
atintensiteten er en stokastisk variabel, der fglgdr-éordeling, vil ulykkestallet falge

en negativ binomialfordeling. Vi vil senere vende tilbaijeé¢nne problematik. ¢

Vi slutter dette afsnit med at neevne 3 andre compound fargeeti

SATNING 1.71.Lad N veere en Poisson fordelt stokastisk variagelP())), og lad
for givet NV = n X veaere binomialt fordelt med parameftre p). Da vil den ubetingede
fordeling af X" vaere erP (Ap)-fordeling.

Bevis. Beviset er ligefremt. Vi har ifglge (1.25)

fle) = i (Z)pm o %Q,A

- (p.;:\!)mei)\ Z:: (n —1 x)! </\(1 B p))"fm
_ (é:!)re)\z_:%</\(1 *P))n
_ (P/\)m(;A H1=D)
e e
_ (PA)” —Ap
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Den derved fremkomne Poisson fordeling er altsé@mpound binomial fordeling.
Fordelingen beskriver altsd den situation, at man udtager (observerer)V haen-
delser,N € P(A), og blandt disse viser gennemsnitligt andelefieks. succes og
resten fiasko. Det endelige antal successer der obsenamsikke uventetP (pA).

Den naeste seaetning har en vigtig forbindelse til stikpretagrmng. Vi formulerer og
viser fgrst saetningen og tolker den derefter.

SATNING 1.72.Lad M og X veere stokastiske variable. Hvig € B(N, p), og hvis
X forgivetM = mere H(n,m, N), daerX € B(n,p).

Bevis. Beviset fglger igen ved direkte anvendelse af (1.25). Depetgeometriske
sandsynlighed er

) ((m)
™)

For fastz er denne sandsynlighed 0 for » < mogn — 2 < N — m, d.v.s. for
r<m< N —n+ = Vifar derfor

f(m) — ~ .’I," n—r

d.v.s.X € B(n,p). |

Viillustrerer seetningens indhold i

EKSEMPEL 1.46.Vi betragter en fabrikationsproces, hvor der er en sanisyadp
for, at et emne er defekt. Vi forudseetter endvidere, at eranstokastisk uafheengige.
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Vi har derfor givet en reekke Bernoulli forsgg med "succes'isgnlighederp. De
fabrikerede dele forsendes i pakninger miéeémner. Lad der nu i en pakning vaere
defekte. Viudtager nu en stikprave paidentilbageleegning. Da vil antallet af defekte
i stikprgven fradenne speciellgpakning fglge en hypergeometrisk fordeling ifalge
Afsnit 1.3.1. Hvis man imidlertid lgbende aftager varer dien pageeldende fabrik,
er det ikke sd meget antallet af fejlemner i en specifik pakngom er interessant,
men mere fordelingen af antal fejl i en stikprave fralkarlig pakning, idet det
er processens fejlsandsynlighedman da har brug for. Antallet af fejlemner i en
stikprave fra en vilkarlig pakning er sa ifalge seetningemobiialt fordeltB(n, p) pa
trods af, at der er tale om stikprgveudtagnitign tilbageleegning. Det forhold, at der
er opdelt i pakninget N emner inden udtagningen af stikprgvensp@mner influerer
(naturligvis) ikke pa fordelingen a¥x . ¢

Endelig naevner vi

SETNING 1.73.Lad P veere rektanguleert over intervall@t 1] og lad X for givet
P = p veere binomialt fordelt med parametre p). Da er den ubetingede fordeling af
X ligefordelingen ove(0, 1, - - - , n). Udtrykt i formler

PeU(0,1) A (X|P=p) €B(n,p) = X €UD(n).

Bevis. Direkte anvendelse af saetning 1.70. ]
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1.10 Fordelinger afledt af den normale fordeling

| forbindelse med statistisk analyse af normalt fordeltsaesbationer optraeder der en
reekke nye afledte fordelinger. Vi indleder med

1.10.1 y*-fordelingen

Vi introducerery 2-fordelingen via

EKSEMPEL 1.47.Lad X, ---, X,, vaere stokastisk uafhaengityé0, 1)fordelte vari-
able. Vi vil bestemme fordelingen & = X7 + --- + X?2. Vi starter med at finde
fordelingen fory” = X?. Vihar fory > 0

P{Y <y} = P{X7 <y}
= P{-Vy<Xi <y}
= 2P{0< X, < /¥

2

T, p
= 2— e 2" di
\/271',/0

Teetheden fob” fas ved differentiation af dette udtryk, d.v.s.

() = e
e e 27 —
s Vor 2,/y
1 ;
= ———y Te ¥
(52
d.v.s.Y € G(3,2). Ifelge seetning 1.19 erda € G (2, 2). ¢

En T-fordeling fremkommet pa denne made kaldesyérfordeling. Vi preeciserer
dette i

DEFINITION 1.39.En stokastisk variabel € G (2, 2) siges at veerg”-fordelt med
n frihedsgrader. Vi skriver kort X € y?(n). A

Det meerkelige navn frihedsgrader vil vi komme tilbage tit isenere kapitel. Med
ovenstaende definition kan vi reformulere resultatet i eiss 1.47 til
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SAETNING 1.74.Lad X4, - - -, X,, veere uafthaengigé(0, 1)-fordelte stokastiske vari-
able. Daer

> X7 ex(n).
7=1

Vi kan uden besveer overfare resultaterne fra afsnittef eordelingen. Vi naevner
SATNING 1.75 (REPRODUKTIVITETSSATNING ). Lad X ogV veere stokastisk u-
afheengige. Da geelder

X e XQ(m) AY e X2(n2) = X4+Y ¢ XQ(m + na).
Bevis. Seaetningen fglger direkte af ssetning 1.19 eller af saetnifgy 1. ]

Af saetning 1.18 fas umiddelbart

SETNING 1.76.Lad X € x?(n). Da er middelveerdi og varians lig

Vi anfarer graferne for noglg?-taetheder

| de senere kapitler vil vi ggre udpraeget brug af

SETNING 1.77 (PALTNINGSSATNINGEN (COCHRANS SETNING)). Lad 7;, 7 =
1,...,n, veere uafhaengigé(0, 1)-fordelte stokastiske variable og

277?:Q1+Q2+...+Qs (1.28)
i=1

hvors < n, 0gQ; harn; frihedsgrader. Da &), Q-, . .. , Q, uafheengige 2-fordelte
stagrrelser med henholdsvis, no, . . . , n, frihedsgrader, hvis og kun hvis

n=mny+ny+...4+n, (1.29)
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|

|
533
1nin
N =

Bevis. Overspringes. u

BEMARKNING 1.11.Da enhver stokastisk variab&l; € N(y, ¢?) kan normeres

X; —
Zi = 2R eN, 1)

T

jvnf. Bemaerkningen side 127 ses det, at spaltningsssethimgbggar en opspaltning
af kvadratafvigelsessummen

kel

I Y EE
i=1

=1

safremt frihedsgraderne af de enkelte led opfylder (1.29). v

Vi har indferty ?-fordelingen som fordeling for en kvadratsumgfo, 1)-fordelte vari-
able. Hvis middelveerdierne i normalfordelingerne ikke dgne er O, far vi en anden
fordeling, nemlig den sakaldte ikke-central&fordeling. Vi definerer denne ved

DEFINITION 1.40.Vi siger, at den stokastiske variab¥l er ikke-centraly2- fordelt
med n frihedsgrader og skeevhedsparamgtehvis (£= law = fordelingen) for

LX) =L(X?4+ -4+ X7),
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hvor X, --- | X,, er stokastisk uafhaengige, 0§ € N(u;,1), i = 1,--- ,n, hvor
parametreng , - - - , u,, tilfredsstillery ", 7 = ~2. Vi skriver kort X € y?*(n,v?).
A

BEMARKNING 1.12.Som mnemoteknisk regel kan vi anvende skrivemaden

V(0> u?) = Z N (pi,1)° (1.30)

Det ma tilfgjes, at definitionen farst er tilladelig, nar ntar godtgjort, at fordelingen
X7+ ---+ X2 alene afhaenger af , - - - , 1,, 0g ikke af starrelsen af de enkelieer.
Dette forbigas dog.

En triviel fglge af definitionen og saetning 1.74 er

SETNING 1.78.Der geelder, at*(n,0) = x*(n) (= G((%,2))).

2

BEMARKNING 1.13.Der findes mange tabeller over fraktileyi-fordelinger. Disse
kan ogsa bruges til at bestemme sandsynlighedordelinger med halvtallig param-
eter, idet vi har

o3 <) = v (2020 < 2]

Til sidst naevner vi en nyttig seetning om sammenhangen mdleisson- ogy’-
fordelingen, nemlig

SATNING 1.79.Lad X € P(A). Daer

PIX <2} =1 fP{XQ(Q(m—FU) < 2/\}.
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Bevis. Seetningen falger af seetning 1.16 om Erlang fordelingen satetidsfordeling
i en Poisson proces. En Erlang fordeling med paramgtre) er jo enG (k, 5)-
fordeling= 5 - x”(2k)-fordeling, og heraf fglger resultatet. Detaljerne fodsig m

1.10.2 Rayleigh fordelingen

| dette afsnit skal vi betragte en fordeling, der optreedignyppigt i teoretisk fysik. Vi
indleder med et

EKSEMPEL 1.48.Vi betragter en partikel med koordinatex, V'), hvor X ogV er
indbyrdes uafhaengige(0, «?)-fordelte stokastiske variable. Vi sgger nu fordelingen
af partiklens afstand til origo.

Vi finder
P{7<z) = P{ X2+V2gz}

= P{X*+V*<:?}
= P {0'2)(2(2) < 22}

hvor G er fordelingsfunktionen for ep?(2)-fordeling. Seetter viz' = ¢ finder vi
teetheden

i = Zs(%)

52> 0. (1.31)

DEFINITION 1.41.En stokastisk variabeél med teetheden (1.31) siges at veere Rayleigh
fordelt med parameter?, og vi skriver” € Ray(o?). A

SATNING 1.80.Middelveerdiog varians i eRay(o?)-fordeling er

NG
o VE

V(7) = o’ (2 - %w) .

=
S
I
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Bevis. Forbigas. [ |

BEMARKNING 1.14.Viser, at ndrZ € Ray(a?), vil 72 € o?x?*(2). Man anvender
derfor ogsa ofte betegnelsgrfordelingen i stedet for Rayleigh fordelingen. v

1.10.3 Student’s t-fordeling

Viindfarer t-fordelingen ved

DEFINITION 1.42.Vi siger, at den stokastiske variabte er ikke centralt Student
fordelt eller t-fordelt medn frihedsgrader ogskaevhedsparametey:, hvis (E=law=for-
delingen for)

X
£ g :£ s
-]

hvor X og V" er stokastisk uafthaengige, 69 € N(z,1) A YV € x*(n) = G (2,2).
Vi skriver kort7 € t(n, p). A

BEMARKNING 1.15.Som mnemoteknisk skrivemade kan vi anvende

t(n, p) = ———— (1.32)

Det meget vigtige specialtilfeelde— () omtales specielt.

DEFINITION 1.43.En stokastisk variabel € t(n,0) siges at veer&tudent eller
t-fordelt medn frinedsgrader. Vi skriver 77 € t(n). A

BEMARKNING 1.16.Mnemoteknisk regel.

f(n) = —t (1.33)
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Teetheden for en ikke-central t-fordeling er meget kompéitat skrive op. Det er

noget lettere for den centrale fordeling, og vi har
SATNING 1.81.Lad X € t(n). Da er teetheden

Pt n) (27 NTF
f(z) = N e <7+1)

Middelvaerdien eksisterer far > 1 og er
E(X)=0 (n>1).

Variansen eksisterer for > 2; den er

V(X) = ”2 (n>2).

Bevis. Forbigas.

t-fordelingen er symmetrisk om 0 og minder om normalfonuigdin. | nedenstaende
figur har vi anfart grafen for teetheden for en t-fordeling ogén normalfordeling.

0.5
0.45r
0.4r
0.35r
0.3
0.25f
0.2r
0.15¢
0.1+
0.05r

=

Af figuren fremgar, at(4)-fordelingen er "fladere” end normalfordelingen. Dette er
selvfglgelig blot et udtryk for, a¥ (1(4)) = 2> V(N(0, 1))= 1.

Forskellen mellem t-fordelingen og normalfordelingen dskes med voksende antal

frinedsgrader, idet vi har
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SATNING 1.82.Teetheden for en(rn)-fordeling konvergerer fon — oo mod taethe-
den for enN (0, 1)-fordeling.

Bevis. Forbigas. Fas direkte ved anvendelse af Stirling’s formel. [

SETNING 1.83.En Student fordeling med 1 frihedsgrad er en Cauchy fordetied
parametrg0, 1).

Bevis. Trivielt. ]

1.10.4 F-fordelingen

Viindleder med

DErINITION 1.44.Visiger, at en stokastisk variabglerikke centralt F-fordelt med
(n, m) frihedsgrader og skaevhedsparameter?, hvis

n-e(38).

hvor X ogV er stokastisk uafheengige, 6ge€ x%(n,v%) AY € x?(m). A

Vi skriver kortZ € F(n, m;~+?).
BEMERKNING 1.17.Mnemoteknisk skrives definitionen

()

Plnmsr) = =

(1.34)

Hvis y? = 0 har vi

DEFINITION 1.45.Hvis 7 € F(n,m;0), siges” at veere Hordelt med (n, m) fri-
hedsgrader, og vi skriver” € F(n,m). A
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BEMARKNING 1.18.0venstdende mnemotekniske regel giver da

_ X2(n)/n
F(n,m) = TPy (1.35)

Det ma her indskeerpes, at nar vi i (1.30)-(1.35) har givelenbgkommelsesvenlige
skriveformer, s& er disse ufuldsteendige. Det er nemliglgafisndamentalt, aalle
de involverede stokastiske variablestokastisk uafhaengige Dette fremgar ikke af
huskereglerne.

Vi anfgrer teetheden for den centrale F-fordeling i
SATNING 1.84.Lad X € F(n,m). Da harX teetheden

Variansen eksisterer fon > 4 og er da

m2(2n +2m — 4)
(m—2)?(m — 4)n

V(X) = (m > 4).

Bevis. Forbigas. [ |

F-fordelingen indeholder 2 parametre, og disses betydfingeethedens udseende
fremgar af grafen.

BEMERKNING 1.19.Ved udregninger kan falgende relation ofte veere nyttig:

1

F(n,m)s = =—,
(n,m) F(m,n)_,

idet F-fordelingen typisk kun er tabelleret far > 50%. \4
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e (n,m)=(10,50)
- == ,m)=(10,10 B
0.9 - - Eﬂ,$§:510,4))

0.8f b

0.6

T
s
1

05 o |

0.2t ! & ]

0.17 // 1\\\\\\\ -

Der findes en sammenhaeng mellem t-fordelingen og F-forgietinidet vi har

SATNING 1.85.Lad T veere t-fordelt med n frihedsgrader. Daét F(1, n)- fordelt,
d.vs.

Tet(n) = T € F(1,n).

Bevis. Lad X ogY veere stokastisk uafheengige. Hsc N(0,1) ogY € x?*(n) er

X
T = € t(n).

VY/n

Endvidere er

X? X2/
T = —— = XN € F(1,n)
Y/n Y/n
ifolge seetning 1.74 og definition 1.45. ]

Der er ogsa en teet sammenhaeng imellem B-fordelingen ogdelfogen. Vi udtrykker
deni
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SETNING 1.86.Lad X ogY veere stokastiske variable. Da geelder

X € Be(n,m) = %LX € F(n,m)

1=
nY
nY+m

Y € Fn,m = € Be(n,m).

Bevis. Forbigas. [ |

Vi naevner til slut en nyttig seetning om sammenhangen meketheden for en F-
fordeling og en binomialfordeling.

SATNING 1.87.Lad X € B(n,p). Daer

PIX <ah =1 PPt 2 a) < L

Bevis. Forbigas. [ |
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Kapitel 2

Estimationsteori

| det foregaende kapitel har vi primeert beskaeftiget os madssalighedsteoretiske
modeller. Det er vigtigt, at man ggr sig klart, at disse mtsetr abstraktioner,
saleenge de ikke er knyttet tildlinger af fysiske fa&enomener, d.v.s. sdleenge de ikke pa
en eller anden made baseres pa observerede data. | dettd kipi se, hvorledes vi

pa basis af realiserede udfald af en stokastisk variabetiiane et skan over nogle af
de parametre, som indgar i fordelingen af den stokastiskabla.

2.1 Generelt om estimationsteori

Vi indleder med et afsnit om inferens.

2.1.1 Statistisk inferens

Vi skal ikke her prave pa at give en udtemmende beskriveldgegfebet statistisk
inferens, men blot prgve at give en fornemmelse af det gemmagte meget simple
eksempler.

Lad os betragte et meget enkelt fysisk eksperiment, nengligatikaste en tegnestift
op i luften og observere, hvorledes den lander. Der er kunubgen stillinger for
tegnestiften.

Vi kalder den farste haendelse for succes (1) og den anderafiof{0). Forudseetter
vi, hvad der ma forekomme rimeligt, at udfaldet af forskgglkast er uafhaengige, og

211
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1 A

at sandsynligheden for succes er konstant fra kast til kastyi en falge af Bernoulli
fors@g. Hvis vi nu kender sandsynlighedefor succes, kan vi, som det fremgar af
afsnit 1.2, beregne sandsynligheden for at observere Hsend@som det at vente 5
gange, far man far en succes, eller finde sandsynlighede fa succeser i 10 kast
etc.

Sadanne betragtninger er ren sandsynlighedsregning erBgst sandsynlighedsteo-
retiske adfeerd er givet fra starten. Vore undersggelsezrededuktion, d.v.s. i det
omfang forudsaetningerne er rigtige, er konklusionernegsé.

Lad os nu antage, at vi ikke kendermen er interesserede i denne stgrrelse. Hvis vi
observereren sekvens

010110,

ville de fleste sikkert sige, atnok er lig 15 fordi den relative hyppighed af succeser er
lig 5. Havde vi i stedet faet

000001,

ville man vel geette pa = 1, idet den relative hyppighed nu er lig

1
5
Ovenstaende udsagn er eksempleistadistisk inferens eller induktive slutninger,
i.e. slutninger fra det specielle (vore observationedetl generelle (den fordelingslov,
der ligger bag disse og bag fremtidige observationer). | ed at vi har sagt, at vi tror,
atp — 15 har vi ogsa sagt, at vi tror, at sandsynligheden for at faesifremtidige
kast, er .

De inferensproblemer, vi vil beskeeftige os med i dette kedystzarer til problemet med
at geette (danne et skgn) pa en veaerdi.af det naeste afsnit vil vi formalisere denne
problemstilling.
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2.1.2 Estimationsproblematikken

Lad der veere givet stokastiske variable(,, -- -, X,,, hvis simultane fordeling er
specificeret fuldsteendigt pa naer en ukgrattameter 4. Vi kalder den simultane fre-
kvensfunktiorf(ay, - - - , 2,; 6).

Hvis vi pa basis af et realiseret udfald @f;,- - -, X,,) ensker at udtale os orfis
veerdi, siger vi, at vi gnsker astimered.

Med henblik pa en mere stringent formulering af estimatioablemet giver vi
DeFINITION 2.1.En funktiont af X, --- | X, kaldes erstikprgvefunktion eller et
observat(engelsk:statistic). Vi bemaerker, at stikprgvefunktionen

T:t<X17“'7Xn>

er en stokastisk variabel. A

Som eksempler pa stikpravefunktioner kan vi neevne staestdien:

eller gennemsnittet:

— 1
TQ:X:;;)Q.

DEFINITION 2.2.Lad (z4,---,x,) véere et realiseret udfald &k, - - - , X,,). Hvis
vianvendet(z, - - - , z,) som et "geet" pa veerdien @fkaldes den konstaterede veerdi
t(ay, - ) etestimataf @

og den tilsvarende stokastiske variabel

T=t(X1,--,Xy) enestimator for 4.
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Vi har altsd, at estimatet er et realiseret udfald af estinea, som er en stokastisk
variabel. Med ovenstdende er der naesten ikke lagt noglef@niavad vi skal forsta
ved en estimator. F.eks. vil den konstante afbildning

t’(X17“'7Xn):7

vaere en estimator f@, men den er selvfglgelig ikke saerlig "god", hvisigger langt
fra 7. Problemet i estimationsteorien er derfor dels at dedinhvad vi skal forsta
ved en "god" estimator, dels at bestemme stikpravefunktigoen tilfredsstiller disse
kriterier.
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2.2 Estimatorers egenskaber

Det farste krav, man naturligt formulerer, er gnsket om,stitreatet ikke ma afvige
systematisk fra parameteren. Viindleder derfor med

2.2.1 Centrale estimatorer

Lad os betragte 2 estimatorgr og 7. De har som stokastiske variable frekvensfunk-
tioner f; og f-. Lad disse veere som skitseret herunder.

Hvis vi pa basis af mange uafhaengige gentagelser af voregkspnt beregner; og
Ty, vil vi forvente, at veerdierne &f, grupperer sig omkring, hvorimod veerdierne af
T, vil gruppere sig omkring et tal til hgjre fér. Man vil derfor normalt foretraekké, ,
og Vi siger, at7} er central. Den praecise definition er

DEeFINITION 2.3.Lad der veere givet stokastiske varialig, - - - , X,, med simultan
frekvensfunktiorf(xy, - - - , 2:,; 6). En estimator
T=1t(Xy, -, X,) siges at veere erentral estimator (engelsk: unbiased estimator)

for 4, hvis middelveerdien af” er 4, nar den sande parameterveerdier.e. safremt
E(T)=6d.vs.

/---/t(m,---,mn)f(m1,---,mn;ﬂ)dm1---dmn:F)

respektivt

Z---Zt(m1,---,mn)f(m1,---,mn;ﬂ):9,
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hvis X er af kontinuert, respektivt af diskret type. A

EKSEMPEL 2.1.Lad X, -- -, X,, veere stokastiske variable med samme middelvaerdi
u. Det er da neerliggende at anvende gennemsnittebm estimator foy:. Lad os
undersgge, om gennemsnittet er en central estimates. f/drhar

o 1 kel 1 kel 1 kel
E(X)=F (;ZX) = ;ZE()Q) = ;ZN:%
=1 =1 =1
d.v.s.X er en central estimator for. ¢

EKSEMPEL 2.2.Lad X;,---, X,, veere indbyrdes uafhaengige stokastiske variable
med samme middelveerdiog variansr?. Man kunne foresla at anvende

kel

2 _ %\ 2
S*fn;(x, X)

som estimator for?. Lad os finde den matematiske forventningsdf Vi betragter
forst summen. Vi har

kel kel

Y -X)? = Y (XP+X - 2xX)

i=1 i=1
- i)@? faX QYiXi
i=1 i=1

= S X7 4+aX - 2XnX

i=1

d.v.s.

Sxi X)) = Zn: X2 - nX
i=1

Dette mellemresultat er en vigtig formel, som vil blive by meget i det falgende.
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Vi bemaerker nu, at vi for en stokastisk variatdehar

V(%) =B(7%) — (B(7))

E(7%) = V(7) + (B(7)).

NuerV(X) = Lo?, hvorfor vi far

E

TN

S 7)2) YR ()
= 2(02 +u’) = (%02 + uQ)

i=1

= (n-— 1)0’2.

Derfor er

) — 1
RS2 = 157,

n

d.v.s.5? erikke en central estimator far?. Da afvigelsen kun er en proportionalitets-
faktor (uafhaengig ak?) ses, at vi let kan danne en central estimator pa bast§ .af
Seetter vi nemlig

n— 1

: 1 _
57 = g2 3 (xi - X)?
=1

n

E(S?%) = 7 F(S%) = ——— ot =0

n— n—1 n

d.v.s.S? er en central estimator for variansen. | praksis anvesddsyppigst fremfor
S2. ¢

Man kunne her maske fristes til at tro, at kravet om cengéihtydigt fastleegger en
estimator. Dette er dog langt fra tilfaeldet, som det frenagar
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EKSEMPEL 2.3.Vibetragter nu igen situationen i eksempel 2.1. Vi seetter

= 11Xy 42X -4 nX, 1
X = 1+ 2+ +n :—Z7X7
T4+24---+n i

Vi far umiddelbart
. 1 , :
E(X):—,Zzﬁ()(i):—i i=p,

d.v.s. atX ogsa er en central estimator for middelveerdien ¢

Kravet om centralitet er altsa ikke tilstraekkeligt til asflaegge en estimator, séledes at
vi ma sgge andre kriterier.

2.2.2 Konsistente estimatorer

Et minimumskrav at stille til en estimat@r for en parametef ma vaere, at den giver
et mere ngjagtigt sken, nar den beregnes pa basis af mangeatbmner i forhold til
fa. Vi giver derfor fglgende

DEFINITION 2.4.En fglge af estimatoref,, = ¢,(X;,---, X,,) siges at veer&on-
sistenteskan over, safremt

P{|T, — 6] >¢} =0, n—oo

for ethverte > 0. A

BEMAERKNING 2.1.1 sandsynlighedsregningen bengevner man den form for konver
gens, der er anvendt i definitionen, feonvergens i sandsynlighed Udtrykt ver-
balt star der, at sandsynligheden for at observere afwgélad, der er stgrre end et
vilkarligt positivt tal ¢, konvergerer mod 0 far — oo. v

Viillustrerer begrebet i

EKSEMPEL 2.4.Vi vil ved hjeelp afCebygev’s ulighed godtgare, &t/n er et konsis-
tent skan ovep, hvis X € B(n, p).
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DaF(X) = np, ogV(X) = np(1 — p), har vi ifalgeCebygev’s ulighed, at

1
P{IX —np| > k/np(1 *p)} <13

eller

X 1— 1
Pi|——p| >k L P) < 7
n n k2

Heraf fas for et vilkarligt > 0, at

X 1—
n

ne

d.v.s.
X
P{‘—p‘>€}—>0, n — 0o.
n

Altsd er X /n et konsistent skan ovex. ¢

Vi har fglgende seetning om bestemmelse af konsistenteatstien.

SETNING 2.1.Lad X, ---, X,, veere uafhaengige, identisk fordelte stokastiske vari-
able, hvis fordeling har forventningsveerdigrog den entydigt bestemte p-frakil
Der geelder da, at

er et konsistent skan ovear og

e

er et konsistent skan ovér

Her betegnerX;y, i = 1,---,n, som seedvanlig de ordnede observationer| jogr
heltalsfunktionen (f.ekdx] = 3).
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Bevis. Forbigas. Fas af den sakaldte "de store tals lov", se e.dp[2119 og p. 378],
cf. [32][p. 27]. ]

En anden saetning, der kan veere nyttig i forbindelse medhesttse af konsistente
estimatorer, er

SETNING 2.2.Lad 7,, veere et konsistent skgn ov&iog ¢ en kontinuert afbildning
R — R. Daery(T,) et konsistent skan over(d).

Bevis. Forbigds. Fas efter nogen regning direkte af definitionehateanvendes’s
kontinuitet. u

Efter omtalen af disse "symmetri-" og "neerhedsegenskabeg'stimatorer vender vi
os i naeste afsnit mod noget andet, nemlig spgrgsmalet omyilvman ved valget af
en estimator har bevaret (eller udnyttet fuldt ud) den tilgedige information i form af
data, man har om parameteren.

2.2.3 Sufficiens

En af de vigtigste opgaver for en statistiker er at skaffessigverblik over det maske
meget omfattende observationsmateriale. Dette sker eftelatareduktion, f.eks. ved
beregning af nogle stikprgvefunktioner, der kan siges edKtarisere materialet. Der
opstar nu spgrgsmalet, om der findes stikpravefunktiooen,ikke giver et informa-
tionstab? De sakaldte sufficiente stikpravefunktioneideame egenskab.

DEFINITION 2.5.Lad X, ---, X, veere stokastiske variable med simultan frekvensfunktion
(21, -, 2n; ). Stikprevefunktionen

T = t(Xy,---,X,,) siges at veersufficient for 4, hvis den betingede fordeling af

X = (X1, -+, X,) givetT er uafhaengig af. A

BEMARKNING 2.2.En sufficient stikprgvefunktion kaldes ogsa oftégtemmende
idet den indeholder al relevant information om parameteXéipraeciserer endvidere,
at den i definitionen forekommende parametdran vaere savel en skalérsom en
vektorf = (8y,--- ,0,). v

Definitionen kan nok forekomme en anelse kryptisk. Far Vikdiierer den naermere,
giver vi derfor et konkret eksempel til illustration af beget.



2.2. ESTIMATORERS EGENSKABER 221

EKSEMPEL 2.5.Lad der veere givet tre uafheengige Bernoulli fordelte vaeialy;,
X, 0g X3, alle med sandsynlighesdfor succes, dvs.

fleip)=P{X; =2}y =p"(1 —p)' ™", ==0,1.

X1,X5 0g X3 har simultan fordeling

fler, 20, 23;p) = P{Xy =27 AXy =29 A X3 = 23}
— p.m (1 o p)17m1pm2(1 o p)17m2pm3(1 o p)17.1:3
pm1+mz+m3(1 o p)3fm1fmzfm3

Lad nuS = Xy + Xy + X3. S er definitionsmeessigt binomialford@t3, p), dvs. med
teetheden

g(s;p) = P{S =5} = ( Z ) (1= p)s

Den betingede fordeling af\{;, X5, X3) for givet.s — s findes ved at udregne

f(ﬂfhh,ﬂ?s;l?) (2 )1
h(zy,x9,23|8 =s) = —————— = , §=20,1,2,3
(21,25, 2] ) g(sip) §

idets = =1 + x5 + x5 benyttes.

Denne fordeling udtaler sig altsd om de mulige veerdier, &mX, og X5 kan antage,
hvis man kender deres sum:

Givets | P{S = s} Mulige (X1, X5, X3) Sandsynlighed

1 3p(1—p)? | (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) | 4 foralle3
2 3p2(1—p) | (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1) | 4 foralle3
3 P (1,1,1) 1

Alle andre( X, X, X3) kombinationer har sandsynligheden 0, rdrar de angivne
mulige veerdier.

Vi ser, at alle kombinationer &fX,, X5, X3), som leder tisamme sum(f.eks.s = 1),
er lige sandsynlige(uansetp), hvorimod sandsynlighederne for forskelligeaerdier
afheenger ap.
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Hvis man derfor gnsker at udtale sig @mpa basis af{;, X, 0og X3, kan man abenbart
ngjes med at se pd medens det ikke giver mere information gnat vide, hvilke
veerdier de enkelt&'er i summen har. Derfor kaldes sufficient forp.

Eksemplet udvides let til et vilkarligt antal ensfordelterBoulli-, binomial- eller Pois-
son-fordelte variable, eksempelvis, hvor summerne allifficiente stikprgvefunkti-
oner. N

Det er ofte byrdefuldt at bestemme betingede fordelingargi%ér derfor falgende
meget vigtige

SETNING 2.3 (NEYMAN'S KRITERIUM ). Lad X4, - - - , X, veere stokastiske variable
med simultan frekvensfunktidifz,, - - - , z,,; 8). Stikprgvefunktionen

T =t(Xq,---, X,) er sufficient ford, hvis og kun hvis vi kan finde 2 ikke-negative
funktionerk og h, sé

f(zq, - 20 0) = k(t(m,--- ,mn);ﬂ)h(m1,--- V). (2.1)

Bevis. Forbigas. [ |

| eksempel 2.5 betragtedes 3 observationer fra en Berriordiling med parameter.
Benyttes i samme eksempel generetibservationer, findes

f(z1, - xap) = [[ (0 —p)' " =p" (10— p)" "
i=1

Denne funktion afheenger alenesa& (1 + 22 + - - - + 2,) 0g parameterep. Som
afbildningh () i (2.1) kan vi derfor veelge et 1-tal, og deraf fglgerSagr sufficient.

Hvis man f.eks. gnsker at betragte en funktion af en sufficggkpravefunktion7” =
tH(Xy, -+, X,), f.eks.log, (1) ellerv/7, geelder falgende

SATNING 2.4.Ladt veere en sufficient stikprgvefunktion eg:) en injektiv funktion
defineret pé's vaerdimaengde. Da ei(t) ogsa sufficient.

Bevis. Forbigas. [ |

Det erindres, at en injektiv funktion(-), er en funktion, som har en omvendt funktion,
u~ (), sadfeksu~'(u(t)) = t. Vinavner nu et meget vigtigt



2.2. ESTIMATORERS EGENSKABER 223

EKSEMPEL 2.6.Lad X, ---, X,, veere indbyrdes uafhaengige by, «?)-fordelte.
Da er den simultane frekvensfunktion f&y , - - - , X, lig

Vi ser pa leddet

> wi—w)’

[
I
Gl
v 4
+ 5
=
HOE
\

=

I
=
\
5|
Nails

v
+
3
—
5|
\
=
=

Vi har altsa, at

f(ar,anip,0”) = (\/%)n %exp (2172& 7)2) .
exp (*Q%Z( *u)Q)-

5|

Heraf afleeses, af = L 3~ X; er sufficient fory, idet kun den sidste faktor indeholder
1 0g 7T, og den farstékke indeholder:. Resultatet fglger da af Neyman's kriterium.

Af seetning 2.4 fglger endvidere, at X = Z X; er sufficient for parameteren Vi

i=1
bemaerker endvidere, at den todimensionale stokastiskabehr

(7, Z (X; — 7)2)

er sufficient for(u, #?). Dette er igen en fglge af Neyman’s kriterium. Derimod er

S(X — 7)2 ikke sufficient fore?. Det er den todimensionale stokastiske variabel,
der er sufficient for den todimensionale paraméter-?). Da

kel

X;—X) = Y X2 —nX,
(X; =) ’
i=1

i=1



224 KAPITEL 2. ESTIMATIONSTEORI

ses, at ogsa parret

i=1 i=1

er sufficient for(y, «?).

Dette resultat muligger selvsagt meget store dataredudtidivis man i en statistisk
analyse beskeeftiger sig med uafhaengdige, ~*)-fordelte stokastiske variable, hvor
parametreng og «2 er ukendte, da man kan ngjes med at "opbevare" sum og kvadrat-
sum af ens observationer, og man vil alligevel besidde avegit information om de
ukendte parametre. ¢

At ovenstaende resultat ikke er specielt, men har geneleighed for sufficiente stik-
pregvefunktioner, falger af

SETNING 2.5.Lad de stokastiske variablg, , - - - , X,, have simultan frekvensfunk-
tion f(aq,-- -, 2,;0) og de stokastiske variablg , - - - | V,, have simultan frekvens-
funktiong(yi, - - ,ym;#). Lad endviderd X, - -, X,,) og (Y3, --,V,,) veere sto-
kastisk uafheengige. Hvi§ = t; (X, - -, X,,) er sufficient ford i stikprgven

X1, , X, 00 hvisT, = t,(V7, - -+, V,,,) er sufficient for i stikpraveny; ;- -- | Y,,,
daer(T;,T») sufficient foré i den totale stikprave,, - - -, X,,, ¥y, - -+, Vi,

Bevis. Pa trods af seetningens voldsomme udseende er beviset reasedn Ifalge
Neyman'’s kriterium er nemlig

f(T17 7Tﬂ79) g(Uh 7Uﬂ70) =
k1 (t](l‘],“' 717“,);0)]']](.’[7]7"‘ 7.77”)
k2<t’2(y17' o 7Um)70>h2(r’u7 tt 7Um)

Hvis vi derfor seettek — k-k; 0gh — h-h,, folger seetningen ved fornyet anvendelse
af Neyman'’s kriterium. [ |

EKSEMPEL 2.7.1 nedenstaende tabel er der angivet sufficiente stikprawtifiner
for uafhaengige stokastiske varialle, - - - , X,, fra forskellige fordelinger. Endvidere
er der i visse tilfaelde anfart fordelingen for stikprgvektianen. ¢
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Fordeling afX; gggméter Srugfggif%r%tk?itci)l(ri—r Fordeling afT
B(m;, p) p ZW:X R(im“p)
i=1 i=1
NB(k;, p) p Zn: X; NB (Zn: ki,p)
(5 [oa (o
Pol(mi, pr, - pk) | (pr, - ,pe) | V7, =
P(A) A Zn: X, P(n))
i=1
Ex(8) B Z X; G(n, )
i=1
Gk, ) (k. 5) (H WY X)
i=1 i=1
Gk, ) Bk kendt) Zn: X G(nk, )
i=1
G(k, 3) k(3 kendt) ﬁ X;
i=1
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Fordeling Ukendt Sufficient stik-

parameter | prgvefunktion’” Fordeling afr”

an7

N(p,0?) (u,0%) (Zn: Xmi()@: 7)2) saetning.6

N(p, o?) " Z_; X; N(np, no?)
N(p, %) | o*(u kendt) Zn: (Xi—p)’ a’x*(n)
i=1
IN(o, 8%) | (a, 8%) (iloge Xi,i:logz X)
i=1 i=1
U(a, b) (a,b) (X0, X(m)

Be(w, 8) (o, B) (H X“H“ X7))

i=1

Sufficiensen falger i hvert enkelt tilfeelde direkte af Neyrsekriterium. Fordelingen
af T fglger i de angivne tilfeelde af reproduktivitetsseetningeapitel 1.

Vi bemeerker, at vi ikke har anfert fordelingen fior (X; — 7)2 i det normale tilfeelde,
hvilket skyldes, at den ikke kan udledes ved elementeeredeetba der er tale om en
overordentlig vigtig stikpravefunktion, giver vi fordatjen af den i

SETNING 2.6.Lad X, ---, X, veere uafhaengige stokastiske variable niéd ¢
N(p,0?), i=1,---,n. Dageelder, at

og

Y (xi-%)ed (”’2—1,202) = oy %(n — 1)



2.2. ESTIMATORERS EGENSKABER 227

d.v.s.

D DIETE RIS

=1

T

Endvidere erY og3_ (X; — X) stokastisk uafhaengige.

Bevis. Forbigas. Se f.eks. [21][p. 347]. [ |

BEMARKNING 2.3.Resultatet omX's fordeling er klart ifglge reproduktivitetssaet-
ningen for den normale fordeling (seetning 1.22 p. 124). Da

~(X:— ) €N(O,1)

er

S K e ()

=1

T

Ifglge seetning 1.74, p 195. Huvis vi i stedet for middelveandiendsaetterX , fas

1 -2
EZ()Q—X) :
i=1

Ifalge seetningen er denne starrelse stadidordelt, men med frihedsgrad mindre.
Det kan vises, at dette beror pd, at de stokastiske variable X, --- , X,, — X ikke
lzengere kan variere frit, men ma tilfredsstille relationen

(X1 —X)+-+ (X, —X)=0 (2.2)
Vi har altsa, at hvor vektore, — y,-- -, X,, — p) fritkan variere iR™, er vektoren
(Xy = X,---, X, — X) bundet til det» — 1 dimensionale underrum bestemt af (2.2).
Vitaler om etlinezert band mellem X, — X, --- | X,, — X. Med disse betragtninger er
benaevnelsefrihedsgrad for parameteren y2-fordelingen ogsa blevet mere naturlig.
v

Med dette resultat forlader vi behandlingen af de suffigesttkpravefunktioner og
deraf afledte estimatorer, og gar over til den sidste af dastgder, vi her opstiller
som gnskelige for en estimator.
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2.2.4 Efficiens

Vi betragter indledningsvis et

EKSEMPEL 2.8.Lad der veere givet en raekke stokastiske variable
Xi,---, X,, der er uafhaengige og har samme middelvaerdg varianss2. | afs-
nit 2.2.1 blev der foreslaet falgende 2 estimatorenfor

|
Il

1 n
w2 X

. X1 4+2Xs 4+ - +nX, T <
X = 1+ 2+ +n ’:—.ZiXi,
T4+24--+n PBE B

og det blev godtgjort, at de begge var centrale. Vi vil nu &eshe varianserne for de
2 estimatorer. Vi har

og

Da faktorenz 221 > 1 forn > 1, ses, at\ har en starre varians efd. Graferne for

n+1

deres frekvensfunktioner kan derfor vaere som antydet pénsedlende figur, hvor den
fuldt optrukne teethed svarer fil og den stiplede tiX .
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0.25

0.2 1

0.15¢

0.1¢

0.051

| normale situationer vil de fleste nok foretraekkefremfor X som estimator for mid-
delveerdien, idet vima forvente, at de realiserede udfaldka¥il fordele sig snaevrere
om densande veerdiy end udfaldene ak vil. Pa figuren e = 10. ¢

Ovenstaende eksempel giver anledning til fglgende

DEFINITION 2.6.Lad7} =t (X4, -+, X,,) 097> = t2(X4, - -, X,,) vaere centrale
estimatorer for parameterénVi siger da, at’; er mereefficientend7s, hvisV(7;) <
V(T>) for alle veerdier af den ukendte parameter A

Det er nu oplagt, at man vil forsgge at finde den mest efficiestamator for den
ukendte parametel. Det er her meget interessant, at der findes en nedre graanse fo
hvor lille en varians en s&ddan kan have. Far vi formulereedesultat, ma vi neevne

DEFINITION 2.7.Vi siger, at en fordeling med frekvensfunktidif; ) er reguleer
med hensyn tib, hvis

1. maengdefz|f(x;§) > 0} er uafthaengig o

2.F (2 log, f(X;0)) ogE (:—;]oge f(X;F))) eksisterer for allg.

Denne definition overfares uaendret til en flerdimensionakastisk variabelX —
(X1, , Xn). A
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Hvis man f.eks. betragter en stokastisk variabet (0, #) (rektanguleert fordelt med
ukendt hgjre afgreensning), Br0, #) ikke regulaer mht.6. En log-normal fordeling
LN(a, 3%) er reguleer mht. sdvel somg3?, idet f(x; o, 3%) > 0 for allex > 0 uanset

o 0g 3.

LEMMA 2.1.Lad X = (X4, --, X,,) have den regulaere frekvensfunktion
(1, -, 2, 0). Seetter vi

in(0) = Rl{%logef(x1,-.. ,Xn;e)ﬂ

geelder fglgende identitet

. d?

]n(ﬂ) =-F [W ]Oge f(X1 T X"’ 8):|
Bevis. Forbigas. Se f.eks. [12][p. 108.]. [ |
Er specielt, - - - , X,, stokastisk uafhaengige med samme, regulaere frekvensbankti
f(x;0) fas

in(9) = nﬁl{a—aﬂloge f(X;F))}Q] = -nE [a%loge f(X;ﬂ)] :

hvor X generelt angiver en stokastisk variabel med frekvensfanlt(z; 6). Bevises
ved at benytte, at uafheengigheden medfarer, at

]Oge(.f(X17“'7Xn;6)) = ]Oge(f(X17ﬂ)f(X“7ﬂ))
= log (f(Xi:6))
i=1
Ved herefter at differentiere og tage forventningsveerébemvert led for sig i denne
sum, falger resultatet umiddelbart.

Vier nu i stand til at formulere Cramér-Rao’s ulighed:

SETNING 2.7 (CRAMER-RAQ’S ULIGHED). Lad X;, - - - , X, have den reguleere frek-
vensfunktiorf(z;, - - -, #,;8) og ladT = t(X;, - - - , X,,) veere estimator fof med

E(T) = By (T) = 6 + b(h)
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idetE4 (T') betegner forventningsveerdien som funktion af

Der geelder da, idéf, (7") betegnefl”s varians som funktion &, at

[1+¥"(6)]
in(0)

V(T) = Va(T) >
hvori,, (#) er som i ovenstdende lemma.
Bevis.Forbigas. Se f.eks. [12][p. 254]. [ |

Er specieltl” central, d.v.sb(d) = 0, fas#’(d) = 0 og

1
in(9)

V(T) = By (T~ 0)°) > (23)

Seetningen giver mulighed for at definere et "absolut mal"Heoy "god" en estimator
er, idet vi kan anfare

DEeFINITION 2.8.Forholdet mellem variansen af en central estima@tog hgjresiden
i (2.3) kalde<fficiensenaf estimatoren. A

Vi skal ikke fordybe os i disse begreber; men vi anfgrer eesigeel til illustration.

EKSEMPEL 2.9.Lad X, ---, X,, veere uafhaengige())-fordelte stokastiske vari-
able. Vi ved da, af{ er en central estimator for middelveerdiergeksempel 2.1). Vi
vil da bestemme efficiensen af. Vi har

0 0 . T
) — -A_ _ I\ = 2~
B3 logf(a; A) = B3 log ¢ = a/\(.1:]0g/\ loga! — ) = 3 1
Folgelig er

E({%logf()(;/\)}Q)

I

- =
TN
5 TN
>|

\
~—
)
SN—
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Den nedre graense i Cramér-Rao’s ulighed er derfor

V(X) = V(%Z&)—% ,

d.v.s.V(Y)_er identisk med nedre graense i uligheden, hvoifdnar efficiensen 1, og
vi siger, atX er enefficient estimatorfor . ¢

BEMAERKNING 2.4.Vibemeerker, at i ovenstaende eksempel er den efficientaasti
tor X sufficient for\. Dette er ikke noget specielt, idet det generelt kan viddsyia
en central estimatdr antager nedre graense i Cramér-Rao’s ulighed, dasefficient.
Vi skal ikke komme naermere ind pa disse ting, men blot hertiliteks. [34]. \4
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2.3 Estimationsmetoder

Vi gér nu over til at beskrive nogle generelle metoder fordauktion af estimator. Vi
indleder med den sakaldte maximum likelihood metode. Denetde bygger pa, at
man tilpasser ekendt teethedsfunktion til data ved at veelge dens parametre utlfra e
optimalitetsprincip:

2.3.1 Maximum likelihood metoden

Vi giver fgrst et konstrueret eksempel, der til gengeeld sirspelt, at man skulle forsta
den generelle idé.

EKSeEMPEL 2.10.Vibetragter en urne, der indeholder 3 kugler, der entend efler
hvide. Det vides ikke, hvor mange der er af hver slags. Erateioreligger der, hvor
mange rade kugler man har faet ved at udtreekke 3 gange mageifegning. Kalder
vi antallet af rgde kugle’’, vil X € B(3, p), hvor p er brgkdelen af rgde kugler i
urnen, d.v.sp antager en af veerdierrie 1, 2, 1. Dette giver falgende tabel over de
mulige fordelinger afX:

f(x;p) | r 0o 1 2 3
p: 0 T 0 0 0
1 8 4 2 1
3 27 9 9 27
3 [ B S
3 27 9 9 27
1 0 0 0 1

Af tabellen ses f.eks., &{X = 1[p= 1} = 2, medenP{X = 1|p= 2} = 2.

Vi tegner graferne for de 4 frekvensfunktioner i figuren <234.
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p=0 p=1/3
1 1
0.5 0.5
: oL |
0} 1 2 3 (0] 1 2
p=2/3 p=1
1 1
0.5 0.5
oL | | ] .

(@Rl
=
N
w
o
P
N
w

Hvis vi nu har observereX’ = 1, ser vi altsd, at denne haendelse har den starste
sandsynlighed fop = &. Da haendelsefiX = 1} jo er indtruffet, vil vi regne med,

at den sandsynlighedsfordeling, der har genereret dendtiér den en stor sandsyn-
lighed. Det vil derfor veere rimeligt at estimere den ukergiteameter ved det, der
maximaliserer denne sandsynlighed, i.e. maximalisemedssaligheden for den ob-
serverede haendelse. Denne made at estimere en paramegédgsirtaximum like-

lihood metoden

For lettere at kunne danne sig et overblik over de mulige ieeaflp, kan man afbilde
f(x; p) som funktion afp. Medz = 1 fas i det aktuelle tilfaelde grafen herunder.

0.5

f(x;p) n
0.4t

0.3
0.2

0.1r

Maximumlikelihood estimatoren fos f&s nu blot ved at bestemme maximum for en
funktion af 1 variabel. ¢
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Ovenstaende eksempel vil danne grundlaget for de mere sEagefinitioner, vi vil
give i det falgende. For at lette fremstillingen indfgredeq farst et nyt begreb i

DEeFINITION 2.9.Lad X, ---, X,, veere stokastiske variable med simultan frekvens-
funktionf(xy,-- -, =,;0). Vedlikelihood funktionen L forstas afbildningen givet ved

L(8) = (a1, 03 6). (2.4)

eller udfarligt

L ar, - wn) = (@, 203 0).
A
BEMARKNING 2.5.Viopfatter altsé blof som funktion af} for fastholdtz, - - - , z,,.
Hvis Xy, - - -, X, er stokastiskiafhaengigemed marginale frekvensfunktionéfz; ; 4),
fas umiddelbart, at
1.(6) = T fila:0). (2.5)
i=1
v

Vier nu i stand til at give den ngjagtige definition af en maximlikelihood estimator.

DEFINITION 2.10.Lad likelihood-funktionen for de stokastiske variable

Xi,--+, X, veereL(d). Hvis der findes en afbildning«1, - - - , 22,) med den egen-
skab, at der for allé og alle(x+, - - - , «,,) geelder

T;(t(l‘] P 7.’1777,); i 7.’1777,) 2 T‘(ﬂ7 i 7.’1777,)7
da kaldes stikpravefunktionén= t( X, - - - , X,,) enmaximum likelihood estimator
for 4. A

BEM/AERKNING 2.6.Vi har mere overskueligt, @ er bestemt ved

L(0) = sup L(6). (2.6)
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Hvis vi er i det reguleere tilfeelde, d.v.s. hyjs:|f(x;6) > 0} ikke afhaenger af,
bestemmes lettest ved at Igse den s8kalditeslihood-ligning

d

— A(8) = 0. 2.7

75 108 1.(0) =0 (2.7)
Hvis @ er en vektod = (6, - -, f;), antager (2.7) formen

0 0

—1 L) =0,---,—1 L(#) =0. 2.

a6, 108 (0) =0, 3 1og () =0 (2.8)

At T.(#) og log, T.(#) har maximum for de samme veerdierfafglger trivielt af, at
logaritmen er en voksende funktion. v

Inden vi gar videre med behandlingen af maximum likelihostiheatorer, giver vi et

EKSEMPEL 2.11.Lad X}, - - -, X,, veere stokastiske uafthaengigeltgh )-fordelte. Vi
vil bestemme maximum likelihood estimator&nVi har, at

L())

Il
—]
S
N

ﬁ
.

d.v.s.
log, L(\) = k + (Z T) log, A — 1),

hvork = —log, (] =;!) er en konstant, der er uafheengighabg som derfor ikke har
betydning for bestemmelsen af Fglgelig er

d 1
ﬁloge LX) = X Zn —n,

og det ses, at denne stgrrelse netop er O for
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Da

2

d 1
T log L) = 5 > _mi <0,

er ovenstdende lokale extremumveerdi et globalt maximurtikelihood-funktionen,
hvorfor maximum likelihood estimatoren farer

. 1 <& _
A:;i;xi:x

Vi bemeaerker, at maximum likelihood estimatoren i ovensi&ezksempel er konsistent
og sufficient, og dens varians antager nedre greense i CiRaws-ulighed. Disse
egenskaber geelder ikke i alle tilfeelde, men vi har dog

SETNING 2.8.Lad X, -- -, X, veere stokastisk uafhaengige og identisk fordelte med
frekvensfunktiorf(x; #). Hvis der eksisterer en sufficient stikpravefunktion

T =t(Xy,---, X,,) for 4, og hvis der eksisterer en maximum likelihood estimator
for 4, da erd en funktion af7".

Bevis. Forbigas. Falger direkte ved en anvendelse af Neymanisrhrih. ]

Denne vigtige seetning siger med andre ord, at man roligt kestdge en sufficient
reduktion af sine data, hvis man er interesseret i seneregbe maximum likelihood
skan over de ukendte parametre i de fordelinger, man betragtnaevnte ovenfor, at
maximum likelihood estimatorer ikke i alle tilfaelde var eféinte. Vi har dog falgende

SETNING 2.9.Lad X, - - -, X,, veere uafhaengige og identisk fordelte stokastiske vari-
able med frekvensfunktioffz:; §), hvor# er en skalar, og er reguleer. Da geelder, at
en maximum likelihood estimat@rfor # er asymptotisk fordelt med parametre

hvori, () er defineret som i lemma p. 230. Af resultatet fas specieltnatimum
likelihood estimatoren er konsistent.
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Bevis. Forbigas. Se f.eks. [35][p. 42.]. [ |

BEMAERKNING 2.7.Den asymptotiske variangis fordeling er lig den nedre greense
i Cramér-Rao’s ulighed, d.v.s. at seetningen ogséa udtrykken maximum likelihood
estimator er asymptotisk efficient i en meget stor klassew@felinger. Det skal end-
videre neevnes, at seetning 2.9 har en umiddelbar geneiajjsitdet tilfaelde, hvor

er en vektor. v

BEMARKNING 2.8.Saetningen er ogsa gyldig i tilfeeldet med uafheengige, mea ikk
identisk fordelte stokastiske variable. | dette tilfeeldieaiog en reekke yderligere regu-
laritetsbetingelser kreeves opfyldt, se f.eks. [7]. | [3es nogle udvidelser til tilfaeldet
med afhaengige observationer. \4

Vi neevner endelig en sidste enkel, men vigtig seetning om maxi likelihood esti-
matorer.

SETNING 2.10.Lad 7" veere en maximum likelihood estimator féirog lady veere
en afbildning defineret pa parameterrummet. Da er estimatgef7’) er en maximum
likelihood estimator for parameteresni).

Bevis. Forbigas. Fas direkte af definitionen. [ |

Vi giver et eksempel pa bestemmelse af maximum likelihotichegorer.

EKSEMPEL 2.12.1 nedenstdende tabel er anfgrt et uddrag af méalingerne iekse
pel 1.14 vedrgrende tidsintervaller mellem succesive kanomster ved kasserne i
et supermarked. Tallene er angivegi min.

Tidsafstand il /100 min.
1T 128 36 127
4 127 71 45
52 46 29 16
43 41 62 17
186 157 58 211

Man antager som anfgrt, at kunder ankommer ved kasseapperafter en Poisson
proces. Dette giver ifglge seetning 1.16, p. 118, at ovend&ebservationer er realis-
erede udfald af uafhaengige eksponentialt fordelte stigkastariable. Vi skal senere
se, hvorledes en sadan antagelse kan undersgges.

Den teoretiske model, vi vil arbejde med, er altsd: Der eetgiealiserede udfald af
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uafhaengige, identisk fordelte stokastiske variable- - - , X,,, » = 20, med teetheds-
funktionen

Her er3 > 0 den ukendte parameter. Vi vil bestemme et maximum likekhsiazn
overg.

Likelihood funktionen er

=Tl g 7 =0 e (50
i=1

]

d.v.s.

|
log, 1.(8) = —nlog. § — 5 > i

Dette giver

Da endvidere

d? : I _on 2 '
a7 o8 () —tE @Zl‘m

som i punktet? — = antager veerdien

n 2nw n 0
= — = = <l
T’ 7 R
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hvorfor 3 = % er et globalt maximum fof.(3). Derfor er maximum likelihood esti-
matoren for3 lig

S _
= — Xj = X
= n L
Summen af disse i tabellen anfarte data er

M4+44---+174 211 = 1467

0g gennemsnittet af dem

1467_72 .
20 — T

Et maximum likelihood skan over parameterger derfor

B =0.7335 min.

Da middelveerdien i fordelingen g er ovenstaende ogsa et maximum likelihood skan
over middelveerdien. Variansen i fordelingen®rifalge seetning 1.18, p. 121. Ifglge
ovenstaende saetning 2.10 er imidlertid

o~ A 2
) = (9) .
hvorfor maximum likelihood sk@nnet over variansen bliver

0.73352 min? = 0.538022 min’.

Idet vi nu vedtager, at vi vil betragte ovenstaende veerdi abm givet, kan vi lgse
problemer som at finde sandsynligheden for, at der gar merd enin. mellem 2 pa
hinanden fglgende kundeankomster, eller mere korrektawidstimere denne. Den er
nemlig

P{Ex(8) > 1} = 1-F(1;8)

o )

1
~ exp| — 0.257
P ( 0.7335)
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Ifglge seetning 2.10 er dette et ML-skagn over den ukendtesyatighed. ¢

EKSEMPEL 2.13.Vibetragter nu de i eksempel 1.1 anfgrte 36 malinger af diarar
pa nittehoveder udtaget fra en Ilgbende produktion.

Man er interesseret i at kunne komme med udsagn om, hvadysdigtieden er for, at
et tilfeeldigt udvalgt nittehoved holder visse mal.

For at lgse dette problem ma vi postulere en fordelingslat fBrekommer rimeligt
at antage, at variationerne i stgrrelsen af de enkeltenoitegler skyldes mange sma,
additive "fejl", saledes at vi i overensstemmelse med ovelsejne i afsnit 1.5.2 for-
mulerer fglgende matematiske model. Der er givet realiteeugfald af uafhaengige,
identiskN(y, o%)-fordelte stokastiske variabl€, , - -- | X,,, n = 36. Vivil pa basis
af ovenstaende data bestemme maximum likelihood skan(pyer).

Ifglge seetning 2.8 kan vi starte med at foretage en sufficeshiktion af vore data.
Ifglge eksempel 2.6 er summen og kvadratsummen af obseneatie sufficiente. Vi
har

Sta; = 13.624---+1333 = 481.54
SS#? = 13627+ .-+ 13.33? 6441.6938

Disse to tal indeholder altsa al relevant information om kienalte parametrg og +2,
og vi ved, at maximum likelihood skannene kan beregnes [ié bbdisse. Vigar nui
gang med at bestemme estimatorerne.

Vi har likelihood-funktionen

A 1
Ly, o) = exp (— xr; — 2)
(1,07 1} s 573 (i — 1)

_ (\/W)f exp (217 S (i - m?) .

Vi har derfor

9 1

]Oge T‘(/'L7 0-2) =k— gloge o - W (T7 - /’L)27

hvor k er uafheengig af og~2. En ngdvendig betingelse for et extremum i det indre af
parameteromradet er, at de partielle afledede med hengyogit? er 0. Vi udregner
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derfor

SoVoB L) = (2 e )

= o (=X,

og den ses at veere 0, netop hyis- =. Tilsvarende

1 1
=

0 n
—log, T H=_ = — wi — w2
do? og. T.{u, o) 20 + 204 (i = n)

Hvis viindseettey, = 7, ses, at ovenstdende starrelse er 0, netopitivis 1 5™ (2, — 7)°.
En naermere undersagelse af funktiohen 1.(x, o%) viser, at dette er det globale max-
imum, saledes at vi har, at

n <
=1

(jr.0%) = (1, 6”) = (77 I 7>2) = (X, 52)

er maximum likelihood estimatoren fos, o%).

Ifalge eksempel 2.2 er

2

S =t = (T

séledes far vi

5|
Il

1
— 481.54 = 13.376
36

1 1 1
2 2
. — 441. e 4 1.!4 — .t 1
Sy 36 (6 6938 36 81.5 ) 360 H618

0.0156 = 0.1252

eller
(7,52) = (13.376,0.1257) .

Vi kan nu f.eks "bestemme" sandsynligheden for, at et tilfgtldhlgt nittehoved over-
holder kravet om, at diameteren skal ligge i intervallét43 — 0.2, 13.43+0.2). (NB!
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Under forudsaetning af de ovenfor estimerede parametra).ebe

P{13.43 — 0.2 < N(13.376,0.125%) < 1343+ 0.2}

13.23  13.376 13.63 — 13.376
St T 100 N(0. T 20T 19eafP
{ 01 N0 < 555 }

= P{ 11T <N(0,1) < 2.03}
0.9788 — 0.1210
= 0.8578.

Eftersom(z, s2) er maximum likelihood estimater, er den fundne sandsyetidaktisk
ogsa et maximum likelihood estimat. ¢

Vi giver nu endelig et eksempel, hvor vi ikke har identiskdfelte observationer.

EKSEMPEL 2.14.6 ens stalplader udszettes for vejrligets pavirkninger.rideg ud-
tages der herefter tilfaeldigt 1 af pladerne, og man malerttadaet, som skyldes korro-
sion. Resultaterne af eksperimentet fremgar af fglgendmak(vaegttabene er malt i
gram):

Dag 1 2 3 4 ) 6
Veegttab 0.24 0.22 0.95 081 1.44 1.56

Man mener nu, at veegttabet vokser linesert med tiden indegt fidlpas kort tidsrum,
og man gnsker at estimere haeldningskoefficienten for emdiule.

Fer vi gar i gang med selve modelformuleringen, afbilder weérstdende data i et
retvinklet koordinatsystem.

Vi gar ud fra, at vaegttabet til tid kan beskrives ved en stokastisk variabgl e
N(p:, o). Grunden til, at vi veelger normalfordelingen, skal igenessgafsnit 1.5.2
om den centrale greenseveerdisaetning. At variansen antagetakt, m& begrundes

med kendskab til tidligere forsgg af samme art. Vi kan nu idere vendingen "vaegt-
tabet vokser linesert med tiden" mere stringent, nemlig som

/,Lt:O/'f7

hvor o er en ukendt parameter. Vi vil bestemme et maximum likelthglaan over.

Vi har altsa modellen, at de stokastiske varialilg - - - , X er uafthaengige, og,; €
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1.8
1.6
1.4¢

c1.2r
@

0.8r

aegttab i gr

=>0.6

0.2r

3 4
Tid ti dage

N(at,o?), t=1,---,6.Vihar derfor

e

Lio,o?) =] T P (217 (s — m‘,)Q) .

t=1

Heraf fas

log, T.(ov,0?) = k — gloge [ p— Z (2 — o).

Vi ser, at

3

1
%logeTl(c«,(rQ) = ﬁf_ (2¢ — ad)

5 -

1 N
= ;[ tmtazt].
t=1 t=1

Det ses heraf, at maximum likelihood estimatorendar

n
X,
t=1
n,
>
t=1

a=

(2.9)
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Den observerede veerdi @afer

1-0244+2-0224---4+6-1.56  23.33
T4+44---+36 9]

—0.256

hvilket altsa er maximum likelihood estimatet af haeldnimgé indtegner linien med
denne haeldning i foranstaende figur og far

1.8
1.6 7
1.4¢ b

£1.2r J

[
T
|

aegttab i gra
o
®

>0.6¢ b
0.4 b

0.2r b

3 4 5 6

Tid ti dage

Det ses, at linien tilneermer de malte data "paent". Der er ingstematisk afvigelse
fra linien (sdsom at alle punkter ligger pa den ene side a&fristc.).

Da vi har introduceret en sammenhaeng mellem middelveeedidiae stokastiske vari-
able X;, vil det ogsa veere muligt at finde variansen pa trods af, atwitar 1 observa-

tion for hver veerdi af. Hvis vi nemlig differentierer likelihood-funktioneh(«, o?)
med hensyn tik2, far vi

—log, T.(o,0?) = —

do?

Denne starrelse er 0, netop hvis

1 n
ol = - Z(Tf — m‘,)Q.
S t=1
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Da -Zlog, I. kun er 0, hvisa: = & som i (2.9), vises det pA samme made som i
eksempel 2.12, at

.I kel
&= - > (X —at)?
=1

er maximum likelihood estimator for>. Da

kel

> (e —at)? Sl e’ 1724y ta
t

t=1 t

- Y &Y
t

t

ifglge (2.9) (jfr. den tilsvarende opspaltning i eksemp@))20g da

> o = 61718
t

So#o= 91,

t

er den observerede veerdiaf lig

1
6(6.1718 —5.9812) = 0.03177 ~ 0.187

Vi resumerer: Under de p. 243 gjorte forudsaetninger - bha.fardelingen afx, -
har vi, at korrosionen til tid beskrives ved en stokastisk variabgl med middelvaerdi
0.256 - + gram/dag og variang.182 grant, i det mindste saleengeholder sig inden
for det omrade, hvor vi har mélt, d.vs< 6 dage. Der er dog intet, der tyder p3, at
moderate ekstrapolationer ikke skulle veere forsvarlige. ¢

Det ovenstaende eksempel er et simpelt tilfeelde af en detygre problemer (de
sakaldte regressionsanalyser), vi senere skal beskaétigagjere med.

| det neeste eksempel viser vi, hvorledes man kan ga frem,fbrdgelingen ikke er
reguleer, f.eks. hvix|f(x; 6) > 0} afhaenger af.

EKSEMPEL 2.15.Vi betragter uafhaengige stokastiske variaBle - - -, X,,, der alle
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falger enlJ(0, #)-fordeling, d.v.s.

o< <0
) = 7 > i
flz::6) = { 0 ellers

Vi vil bestemme en maximum likelihood estimator o¥eror lettere at kunne behan-
dle problemet minder vi om definitionen aidikatorfunktionen 74,

: _ [ 1 hvisze A
) =1y hvisz ¢ A

Vi har sa
1
f(x;0) = 51[079](1‘).

Likelihood-funktionen er nu
L) = [ f(i:0) = 07" T Tio. ()
7=1 7=1

Viser,atl.(6) er forskellig fra 0 (og da lig—"), netop hvis alle:;’er ligger i intervallet
[0,6]. Da=z;’erne er positive, er dette tilfeeldet, hvis og kun hvis detster; er inde-
holdti [0, ], d.v.s. hvis og kun hvis,, € [0, 4]. Forelagbig er likelihood-funktionen

L) = 0" Ty (w) = 07" I,y (0),

hvor det sidste lighedstegn blot er udtryk for0ak =, < 6, hvisé € [m(n),oo).
Grafen forl.(#) er skitseret nedenfor.

L(6)

Xn)

Det ses umiddelbart, dt(#) har maximum i = z,, hvorfor maximum likelihood
estimatoren fof er

0= X(n).
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BEMERKNING 2.9.Hvis vii stedet havde anvendt teetheden
f(2:0) = 2T00(2),

ville likelihood-funktionen veere blevet
L)y=6"7" I(m(n)m)(f)).

(NB! (0, #) betegner det abne interval fra 0dibg [0, 4] det lukkede interval). v

Dal. (x(,)) = 0, har vi, at supremumsveerdien af likelihood-funktionereildntages i
noget punkt, hvorfor maximum likelihood estimatoren ikkelefineret. Ved at veelge
veerdier tilstreekkelig neer ved,,, kan vi dog komme vilkarlig teet til supremumsveer-

dienx_". Det vil derfor veere naturligt ogsé i dette tilfaelde at define = X(n)-
Disse vanskeligheder med definitionen kan omgas ved at jmaiw reekke malteo-
retiske overvejelser; men da man i praksis aldrig er i tuial tivad man skal forsta ved
maximum likelihood estimatoren, vil vi ikke besveerliggtitegnelsen af begrebet ved

at give disse overvejelser.

EKSEMPEL 2.16.1 dette eksempel betragter vi en raekke uafhaengige stokastsi-
ableXx,,---, X, hvis fordelinger indeholder én eller flere ukendte paraget

I nedenstaende tabel giver vi en oversigt over maximumilibeld estimatorer af disse
parametre. Estimatorerne er dannet pa basis af de ekserieifarte stikpravefunk-
tioner. | de fleste tilfaelde kan fordelingen af estimatorgadoudledes ved hjzelp af det
i eksempel 2.7 anfarte. Hvis dette ikke er muligt, kan manfleite tilfeelde bestemme
den asymptotiske fordeling ved hjaelp af ssetning 2.9.

| tabellen har vi sat

el
I
3>
%
SE
|
o
I
|i
o
3>
7
=
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Fordeling afX; pgrger;l]g%er Maximum likelihood estimator
1 n
R(mh p) P — Z X;
m 7=1
k
NB(ki,p) p —
7=1
1 n n
23 cs cs - X % : b X ,i
PO](TTI,,ZH, 7pl<‘) (p17 7pl<‘) m (; 14 72_1: k )
P(N) A 'y X;
n “ !
=1
1 n
=1
1 n
1k kk — X;
Gk, 9) 9 (kkendy | 57X,
] <& 1 — 2
N(u, o) (1.0°) (; Yo X (X - X) )
7=1 Ci=1
2 .I n
N(p, %) 1 =) X
n 7=1
1 n
N(p, 0?) o (ukendt)| —> " (X; — p)’
n
7=1
1 < 1< 2
IN(a, 5%) (v, 3%) (;ZW,—Z(WV) )
7=1 Ci=1
Ufa, b) (a,b) (X(1),X(n))
¢

2.3.2 Mindste kvadraters metode

Lad der veere givet stokastiske variablé(, , - -

E(X;) = pi(6h, -+, 0k).

-, X,,, som har middelveerdier
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Vi definerer da

DEFINITION 2.11.Ved mindste kvadraters metodefor (6, -, f;) forstér vi den
veerdi(f;, - - -, #;) som minimaliserer kvadratsummen

kel

Z(Xi*m(ﬂh-“,ﬂk))Q- (2.10)

i=1

Metoden er meget anvendt, blandt andet fordi den ikke bypdemogen antagelse
om fordelingen af de stokastiske variable. For en vis tymsbl@mer (de sakaldte
linesere modeller, i.e. modeller, hvey er en lineeer funktion), kan det vises at mindste
kvadraters estimatorer er centrale; men ellers besidderdee ingen generelle opti-
malitetsegenskaber.

Vi giver nogle eksempler.

EKSEMPEL 2.17.Lad X1, ---, X,, have samme middelveergi Vi vil bestemme
mindste kvadraters estimatorgnVi betragter

og har

f/(ﬂ) = —22(1‘7; —N) =42 (nﬂ — Z%)
0g
(p) = 2n >0,

saledes af har det globale minimum = ;— > x;. Mindste kvadraters estimatoren er
altsa

[L:%i)@;:?.
=1
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Hvis de foreliggende observationer ikke har samme variaihglet ofte veere hen-
sigtsmaessigt at "normere” dem, sa de bliver varianshoma@geiedette er muligt),
inden man beregner et mindste kvadraters skgn. Dette giymridt mere efficiente
estimatorer. Vi skal ikke komme naermere ind pa spgrgsmalen, blot illustrere det
med et eksempel.

EKSEMPEL 2.18.Vi betragter en Poisson proces med intensiteVi maler antallet
af heendelser i nogle (ikke overlappende) intervaller afjdent; , - - - ,#,,. Dette giver
uafhaengige stokastiske variablg, ---, X,,, hvor X; € P(At;). Hvis vi nu vil
bestemme en mindste kvadraters estimatonfdan vi ga frem som falger. Vi saetter

UQ\

—_
>

i
I

) Z(r — M),
) (Z it — A Zt?) .

Det ses umiddelbart, gthar globalt minimum i

ot

hvilket giver anledning til estimatoren

t; X;
T] = 272
>

Vi kunne alternativt definere nye variab¥g //;. Viser, atV (X, //f;) = V(X;) /t; = A,
d.v.s. de nye variable har samme varians. &, /\/#;) = /% ), skal vi altsa nu
minimalisere

)

(T7 — fiA>27

I
M
*l_k

=1
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Vi far

) = =23 (zi 1))
= -2 (Zn — /\Zh) .

Det ses, at dette giver estimatoren

IR

T-
2 1

For at afgere, hvilken af de 2 alternative estimatdferog 7 vi skal foretraekke,
bestemmer vi deres middelveerdier og varianser. Vi har

STt

09

B(Ty) = ZZA: =5

d.v.s. at de begge er centrale. Ydermere er

V) = iR = A/ (0)

V(Ty) = wzm = At

Hvis e.g.t; = 7, far man efter nogen regning, at

9
Vin) = eyt
V(T = —2 )
2 n(n+1) ’

og det ses, & (7) > V(T3), hvorfor vii dette tilfeelde ma foretraekke, som er den
mest efficiente af de to estimatorer. ¢
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BEMARKNING 2.10.0Ovenstdende ma kun opfattes som et eksempel. Hvis man som
her kender fordelingstypen, bgr man bruge maximum likelthmetoden. Det kan i
gvrigt neevnes, at maximum likelihood estimatoren netdp.er v

Vi afslutter dette afsnit med at vise, at der er en sammenimeligm mindste kvadraters
metode og maximum likelihood metoden i tilfaeldet uathaeagigrmalt fordelte ob-
servationer.

SETNING 2.11.Lad X4, - - -, X,, veere uafheengige normalt fordelte stokastiske vari-
able med feelles varians’ og middelveerdieF (X;) =
i (61, -, 6x). Daer mindste kvadraters estimatorerneffar - - , §, 0gs& maximum

likelihood estimatorer.

Bevis. Mindste kvadraters estimatorer bestemmes ved minimadigaf

() = Z(r oy, ,ek))Q. (2.11)

Likelihood-funktionen er

L(6r,---,0k) (2.12)

1
= kiexp (WF(F))) . (2.13)
Her betegnet, en af (4;,--- , 6x) uafhaengig sterrelse. Det ses da umiddelbart, at
minimalisering af (2.11) er ensbetydende med maximaltigeaf (2.13). ]

Det ses, at det er lettere at arbejde med udtrykket (2.11jreatl(2.13). Derfor vil vi i
de senere kapitler ofte beregne maximum likelihood estimaten normale fordeling
ved hjeaelp af mindste kvadraters metode.
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2.3.3 Momentmetoden

Det kan veere vanskeligt at lgse de extremumsbestemmetsekradves, for at finde
enten maximum likelihood estimater eller mindste kvadsagstimater. Vi vil der-
for omtale en mere ad hoc praeget metode, som kan veere gansierket i mange
situationer, nemlig den sékaldte momentmetode.

Vi betragter indledningsvisgefordelingen over tallener , - - - , =,, (vilkarlige, reelle
tal). Den har frekvensfunktion

L hvis3i (2 =)
f(w) = { 0 ellers

d.v.s.
f(x)

1/n

Xy X Xn X3

Vi vil bestemme middelveerdi og varians>? i denne fordeling. Af definitionen fas
direkte

kel kel

1 _
p:ZTﬁ(m):; =T

=1 =1

0g
o2 — Z(T7 7/02{(%:) _ :]_Z(n 75)2.

ifglge (0.43), p. 55, har vi i gvrigt

kel

! = Zm?f(mi)—NQ

i=1

n
1
= —g T?—?Q
n-
i=1
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Vi bemeerker, at vi hermed har givet et nyt bevis for spaltamgeksempel 2.2.

Det k'te centrale moment i fordelingen er

Disse betragtninger over ligefordelingen over tallene- - - | z,, giver anledning til
folgende

DerFINITION 2.12.Lad X4, ---, X,, vaere uafheengige stokastiske variable. ®ed
empiriske middelvaerdi ogden empiriske variansforstar vi sterrelserne

1

X==-3 X

3

Det k'te empiriske, centrale momenter

] < —k
;g(xﬁx)

BEMARKNING 2.11.Det indskeerpes, at de empiriske momenter med ovenstaende
definition er stokastiske variable. Har vi imidlertid etliseret udfaldz,, - - - , =, af
Xy,---, X,, giver dette selvfalgelig et realiseret udfald af f.ek$ dmpiriske varians,

og denne stgrrelse er da netop variansen i ligefordelingeallener;,--- ,z,. ¥

Hvis den simultane frekvensfunktion fo¥, ,--- |, X,, erf(ay,--- ,x,;6), hvorf =
(61,---,8;) er ukendte parametre, vil vi ofte kunne udtrykkerne ved fordelingens
momenter. Eksempelvis er parametrépes?) lig (middelveerdi, varians) i den nor-
male fordeling.
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BEMARKNING 2.12.Momentmetoden gar da ud p& at estimere parametrene
(61,---,0;) ved at indseette de tilsvarende empiriske momenter i en sé&dation.
v

BEMARKNING 2.13.Momentmetoden er subjektiv i den forstand, at der som regel

findes flere relationer mellem fordelingens momenter ogmeatene’, , - - - , 5, som
f.eks. i nedenstédende \4
EKSEMPEL 2.19.Lad X, - - -, X,, veere stokastisk uafheengiBé)-fordelte stokastiske

variable. Da er
E(X;) =2
og
V(X;) = A,
d.v.s. savel middelvaerdi som varians er lig den ukendtenpeter . Falgelig vil savel

1

X=-Y X

3

som

1 kel

2 _ ! A2
S*fn;(x, X)

veere estimatorer fok baseret pa momentmetoden. | en s&dan situation bgraman
vende den estimator, der er baseret pA momenter af den lavesorden ¢

Momentmetoden anvendes meget ofte i tilfaelde, hvor likelihligningerne er vanske-
lige at lzse. Et sadant tilfaelde har vi i

EKSEMPEL 2.20.Nedenstdende data stammer fra méalinger over den spaendimget
nogle papirkondensatorer bryder sammen. Elektroderrgehetvareal p437.5 sq.in.,
0g papiret var olieimpraegner@tt -mil papir.
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Sammenbrudsspaending
1440 1380 1500 1500 1440
1440 1440 1440 1680 1440
1620 1380 1380 1380 1500
1080 1620 1620 1200 900
1560 1500 1200 1440 1560

Vi ma formulere en model. Det er dbenbart, at vi kan anvendlecippet om det
svageste led, som beskrevet i eksempel 1.37, p. 158. Fejiseresig ved, at der op-
treeder ledende partikler. Hvis fordelingen af starrel§emaadan partikel er af ekspo-
nentiel type, da vil ogsa fordelingen af den dielektriskgrlet" i omegnen af partiklen
veere af eksponentiel type. Det forekommer rimeligt at eatag det er eksperimentelt
godtgjort, at stgrrelsen af sadanne partikler er af ekaptoridype, sdledes at vi har, at
X; € Miny (o, 8). Viantager ydermere, &t;’erne er stokastisk uafhaengige.

Vi vil nu estimere(a, 8) ved hjeelp af momentmetoden. Saettenvi= E(X;) og
o? = V(X;), har vi ved hjeelp af seetning 1.39, p. 157

po= a;ﬁ'y
o2 = %'52
eller
o = pu+Ls057722
i (2.14)

Sum og kvadratsum af ovenstaende observationer er

1440 4+ 1440 4+ --- 4+ 1560 = 35640
14402 4+ 14402 4+ - 4+ 15602 = 51552000

Heraf fas, at de observerede veerdier af den empiriske mvigitdl og den empiriske
varians er:

1
T = —35640 = 1425.6
o 2%

.

1
s2 = %(51552000725-1425.62):29744.7:172.52.

.

Indseettes disse veerdier forog o2 i (2.14), far vi falgende estimater dannet pa basis
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af momentmetoden

anr 1503.2
Ouv = 134.5.

Med bestemmelse af disse parametre er de sandsynlighedistk®aspekter (princip-
ielt) fuldsteendigt klarlagt. ¢

2.3.4 Intervalestimation (konfidensintervaller)

Som vi har set adskillelige gange, er en estimator ikke egtymbstemt ved f.eks. et
krav om centralitet. Nar man opgiver et estimat, vil det dexfeere gnskeligt at fa
oplyst, hvad fordelingen af estimatoren er, eller i det retedfd oplyst, hvor stor en
varians denne fordeling har. Det er da yderst almindeligtladrporere usikkerheden
ved at anvende skrivemader som, at en eller anden starrekse ér ligd.27 & 0.15.
Nu fremgar det jo desveerre ikke helt klart, hvad meningen desthe skrivemade er.
Disse vanskeligheder kan omgas ved at indfgre de sdkaldfelkasintervaller, i.e.
intervaller, der med en vis sandsynlighed indeholder demdte parametervaerdi.

Farst imidlertid nogle definitioner.

DeFINITION 2.13.Etstokastisk interval I er et interval, hvor endepunkterne er sto-
kastiske variable, d.v.g.= [X, V] (fX.), hvor X ogY er stokastiske variable. 4

Lad der nu veere givet stokastiske varialile, - - - , X,,, hvis simultane frekvensfunk-
tionf(xq,---,z,; ) er bestemt pa neer den ukendte parameter

DEFINITION 2.14.Lad der veere givet et stokastisk interval
7= {1()(1,--- , Xn),#(X1,---, X,)], hvorom der geelder

Prell=1—a
d.v.s.
PL{t(Xy, X)) <ALT(Xy, -, X)) =1—0.

Da kaldes/ = [z()ﬁ v X ) (X ,Xn)} et konfidensinterval for A med
konfidensgraden1 — « eller blot et(1 — «)-konfidensinterval for A. A
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Konfidensintervaller for A

1 2 3 4 5 6 7

Pa ovenstaende figur er vist 7 konfidensintervallenfoeregnet pa basis af 7 forskel-
lige stikpraver. Vi ser, at et af konfidensintervallernegkkdeholder\. Hvis konfi-
densgraden er — «, vil dette - i det lange lgb - kun indtraeffé 102 % af tilfaeldene.

BEMARKNING 2.14.Sandsynlighedsudsagnet geelder sandsynligheden foprat
slutter), ogikke sandsynligheden for, atliggeri 7. Det er/, der varierer stokastisk,
medensh er et (fast) tal. v

BEMARKNING 2.15.En betegnelse som f.eks.
P{j(m,--- ,mn) <A Sf(.m,--- ,mn)} = 95%

har ingen mening. Enten liggari det pageeldende interval, eller ogsa gar den ikke. |
de respektive tilfeelde er sandsynlighederne 1 og 0. v

NoTE 1. Hovedprincip nar man sgger konfidensinterval: Vi skal findefumnktion
h()ﬁ s X /\) af Xy, ---, X, der afheenger af, men hvis fordeling er uafhaengig
af \. Derefter sgges ulighederne

aSh(X1,---,Xn;/\)§b

lost med hensyn ti\.

Princippet forekommer méaske lidt dunkelt; men nogle ekdemyil forhdbentlig klare
begreberne.

EKSEMPEL 2.21.Lad X, -- -, X,, veere indbyrdes uafhaengity¢y:, «?)-fordelte stokastiske
variable, hvorr? antages at vaere kendt. Vi sgget et konfidensinterval fop:. Som
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h(Xy, -+, X,; n) anvendes
X —p
—— & N(0, 1).
S ENO.)

(Den ses at tilfredsstille kravene). Hvis betegnerr-fraktilen i enN(0, 1)-fordeling,
har vi

X —pu — o — o
Ug )2 < W <Ui_gje & X — ﬁuuaﬂ <p <X — ﬁ“’o{/27
hvorfor intervallet
_ a _ a
T — —=U1_n/o, T — —=1gy
Jn T—o/2 NG /2
er et(1 — «)-konfidensinterval fog:. ¢

Vi betragter nu et eksempel med 2 normalt fordelte stikprowved samme ukendte
varians.

EKSEMPEL 2.22.Lad Xy ,---, X,, 0gYy,---,Y,, veere stokastisk uafhaengige med
X; EN(pr,0?) i=1,---,n

0g
Y; € N(pa,0%) i=1,--- m.

Vi sgger et konfidensinterval for = 1 — ps. Vi har, at
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d.v.s.

X -V - (u —
(/’“ /’LQ) EN(
_|_

1
) m

0,1).

T

3

Nu er 2 ukendt, hvorfor den ma estimeres. Vi vil her bruge et censlabn. Ifglge
seetning 2.6 er

1 — 2 1 )
;;(Xi*}() +§Z(Vi*7)

fordelt som summen af 2 uafhaengigé&» — 1)- og x*(m — 1)-fordelte stokastiske
variable. Af reproduktivitetsaetningen fg?-fordelingen fas

m

1 < - 1
;Z(Xi*}()”'pszvfEXQ(”+7"*2)-
7=1

i=1

Da middelveerdien af?(v)-fordelt variabel ew, er

= s (S0 o)

i=1
1
m-4+n—2

((n =187 + (m = 1)55)

en central estimator far?. Her betegners? og S7 de centrale sken far? dannet
pa basis af(;, - - - , X,, henholdsvig’, - -- | Y,,. Vi ser i gvrigt, atden nye varians-
estimator er et vejet gennemsnit af de oprindelige med antidt af frihedsgrader
som vaegte

Indsaetter vi nws i stedet forr, fas stgrrelsen

der ses at veere fordelt som

N(0, 1)
VX2 +m—2)/(n+m—2)
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Da teeller og nzevner er stokastisk uafhzengige, ifalge sgethih far vi af defini-

tion 1.43, p. 199, ai" € t(n + m — 2). Vi har derfor, atT tilfredsstiller de krav,

vi stillede til h: den afhaenger af observationerne0g— 12, men dens fordeling er
uafhaengig afi; 0og 11». Bensevnes-fraktilenient(n + m — 2)-fordelingt,,, haves

11—« = P{t()//QSTSfﬂfO//Q}

XV (
= P{ta/2< (o “2)<t1a/2}

Il
-
——
=
|
<
|
n
3| =
+
3=
T
2
A

d.v.s.

er et(1 — «)-konfidensinterval fog,; — po. ¢

Vi skal nu give et eksempel pa anvendelse af et konfidensailter

EKSEMPEL 2.23.Inedenstdende tabel er der givet resultatet af 10 maliriggtarand-
holdeti 2 batches af en polymer. Analyserne blev foretagd¢ia samme laborant, der
anvendte samme metode ved de 2 undersggelser.

Klorindholdi %
Batch | Batch I

58.59 55.71
59.64 56.72
58.45 56.65
58.64 57.56
58.00 58.27
57.03 56.58
57.33 57.08
57.80 57.13
58.04 57.92

58.41 56.21
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Man er nu interesseret i at undersgge, om de 2 batches kayeartiaveere ens.

For at lgse dette problem ma vi fgrst formulere en matematisttel. Da variationerne
i de to stikpraver skyldes malefejl og "tilfeeldige" inhomaogeter,antager vi, at ob-
servationerne er realiserede udfald af uafhaengige, nofondelte stokastisk variable.
Da analysemetoderne var ens, og da de undersggte polyroffez atpriori antages
at veere "naesten ens" (i.e. at klorinprocenterne er af samameelsesorden), vil vi
endvidere antage, at varianserne er ens. Vi har altsa deeuagilye stokastiske variable

X; € N(p1,0%) i=1,---,10

09

Y; € N(pa,0?) i=1,---,10.

En eventuel forskel i de 2 batches afspejles i starrelsen p2, hvorfor vi vil finde
en intervalestimator for denne starrelse. Vi vil anvendefkiensintervallet fundet i
eksempel 2.22. Vi har

> w =581.9A Y af = 33869.1293.
Heraf fas
T = 58.193

S (r - 7)” = 33869.1293 11—0581 937 = 4.8768.

Analogt findes

7 = 56.983

S (w—7)" =5.4588

Falgelig har vi som skan over’

5 487684 5.4588
O 10+10—2

= 0.5742 = 0.758?2
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HViS Vi V%Igera = 5% fél’ Vi att(18)1,,y/2 = t(18)0A975 = 7t(18)()‘025 = 210,
d.v.s. at95%-konfidensintervallet fof; — us er

/1 1
58.193 — 56.983 — 0.758¢/ — + — 2.10
10+10 '
h8.193 — 56.983 0758\/1 L 2.10
28. 190 — 56.985 + 0.7¢ 10—|—10.

= [1.21-0.71,1.214+0.71]
— [0.50,1.92].

Hvordan skal dette resultat nu tolkes? Vi ved, at hvis vi pgishaf nye observationer
beregner et konfidensinterval p& ovenstaende made, vibdahs#nterval i det lange
lgb indeholde den sande veerdiaf — p- i 95% af tilfeeldene. Vi vil nu sige, at da
vi har observeret intervalldt.50, 1.92], vil vi g& ud fra, at dette er en haendelse med
en "stor sandsynlighed", og derfor slutte, at der er tale omtetval, der indeholder
den sande veerdi af; — 5. Da0 & [0.50,1.92], vil vi altsd omvendt konkludere,
at den sande veerdi ikke er O, d.v.spat— ps # 0 eller uy # p. Vi konkluderer
altsa, at d@5%-konfidensintervallet ikke indeholder 0, ma vi antage, atadeatches
er forskellige.

Bemeerk, at ovenstaende konklusion bygger pa det arbitedgiew = 0.05. ¢

EKSEMPEL 2.24.1 omstédende 2 tabeller er anfart konfidensintervaller foenake
parametre i forskellige fordelinger baseret dels pa epstike X, - - - | X,, af uafhaen-
gige variable, dels pa 2 stikprever , - - -, X, ogYs, - - - , ¥, af uafhaengige variable.

| tilfeeldet med binomial og Poisson fordelingen bemaerkeat/der er tale om konfi-
densintervaller med en konfidensgradmidst 1 — . Pa grund af, at fordelingerne
er diskrete, kan man ikke opna eksakte intervaller.

Vi bemeerker endvidere, at det ikke er ngdvendigt at anverytde og (1 — «/2)-
fraktilerne i fordelingerne. Man kan uden videre erstatteelmed? og (1 — (a— 3))-
fraktilerne, hvor) < 3 < «. Dette giver stadid1 — «)-konfidensintervaller, men
muligvis med en leengere middelleengde.
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| omstéende skema p. 266 er anvendt betegnelserne

m = > m; (binomialfordeling)
i=1
r = ZT7 (binomial- og Poisson fordeling)

i=1

1 ¢ 1
S = ;Z(rﬁm)Q; Sh=—> (i)
i=1 i=1
RS 2 1 & 2
5= n,@wr), 5 —mgwu)
. (n = 1)st + (m — 1)s5

hvor naturligvis

<

I
3=
M-

kel
_ 1
l‘:—g T3
n <
=1
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Forde-
: Ukendt ' .
!1?%( parameter (1 — a)-konfidensinterval
v+ (m—x+1)F2m—2x+2,22)1_4/9
B(mi,p) | p (2 + 1) F(22 +2,2m — 22)1_a /o
m—x+(x+1)F(224+2,2m — 2x)1_,/»
P(A) A [%X2(2m)0//27%X2(2m+2)170//2]
Z z; S
i=1 i=1
(}(TI]{’7 1)],()//27 (}(TI]{’7 1)()//2
G(k,3) | B (kkendt) | eller, hvis2nk hel
i=1 i=1
)(2(277/147)170«/27 XQ(an)a/z
N(p,0?) | ¢ (0% kendt) {E— %11170/275— %110/2}
N(ui,o?) | 1 (o ukendt)| |7 — —=t(n— 1) oy, 7 — Z=t(n — 1), 0]
2 2 2 n 12 n
N(p,0%) | @ (ukendt) {S/ Y TR (n)a/z}
N(, o) | 0 (uukendt)| [5* orrt— 5% o2t |

Angaende den i skemaet anvendte notation: se p. 265
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267

X; € Gk, 5) =1, n ; Y€ Gk, f2) i=1,---,m
Ukendt parameter (1 — «)-konfidensinterval
Yx;/nk
(k1 0g ko kend- #P(ka272nk1)a/27

B Yy, /mk
— te,2nk;, og sk

2 2mks hel T R (9mks, 20k

2 3 Eyi/ka ( meg, 2N 1)170/2
X; € N(u1,0?) 1=1, ,n 3 Y; €N(us,09) i=1,---,m

(012:02 {7y3¢1_+1_t(n+m2)1a/27
H1 — H2 =g n m
ukendy | F 7 sy/3 4 tn 4 m 2]
i (1 09 po ﬁP(m n) ﬁP(m n) ]
o3 kendte) 52 )2, 57 L, N )1 —a/2
7 (p ukendt iF(m n—1) iP(m n—1)_ ]
o'% no kendt) 9’% ) /2 ,g ) 1—a/2
e I R e R i
72 ukendte) 52 ; “/2’35 ) T—a/2

Angaende den i skemaet anvendte notation: se p. 265

Bemeerk, at vi i konfidensintervallet far — u- i tilfeeldet ukendt varians har forudsat,
at varianserne er ens.
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