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Resumé

Godels saetning er en af det 20. arhundredes mest bergmte matem-
atiske sztninger. Den er kendt langt ud over de professionelle matem-
atikeres kreds og indgar i mange diskussioner om logik og erkendelse.
Godels saetning er i sin formelle form vanskelig tilgeengelig, hvilket har
gjort det sveert for ikke-specialister at beskaeftige sig mere indgaende
med sezetningen. I denne artikel vil vi give en kort, let leeselig fremstill-
ing af hovedlinierne i beviset for Godels ssetning, og sgge at formidle
en mere grundleeggende forstaelse af seetningens indhold og betydning.

1 Indledning

Godels stning siger i sin mest markante formulering, at “Der findes sande
seetninger, der ikke kan bevises”. I denne formulering har ssetningen en
umiddelbar appel, der raekker langt udover de professionelle matematikeres
kredse, og som har givet anledning til mange fortolkninger af dens indhold.

I den ovennaevnte formulering indgar to centrale begreber, nemlig “sand”
og “bevis”, hvis betydning ma preeciseres, fgr man kan ga videre med saet-
ningen.

Begrebet “sand” indgar faktisk ikke i den korrekte formulering af Godels
setning, der udelukkende opererer med formler (sstninger) og formelle be-
viser, og som under en rakke forudssetninger siger, at “Der findes formler,
der hverken kan bevises eller modbevises”. At en formel ¢ kan modbevises
betyder her, at negationen af ¢, skrevet -, kan bevises.

Begrebet “sand” kan relateres hertil, hvis det i en konkret sammenhaeng
antages, at enhver formel enten er sand eller falsk. Antag nemlig, at dette er
tilfeeldet og antag yderligere, at der findes en formel ¢ for hvilken hverken
p eller ~¢ kan bevises. Der gaelder da, at enten ¢ eller ¢ er sand, og da
ingen af dem kan bevises, er der altsa en sand formel der ikke kan bevises.

Det andet centrale begreb i Godels seetning: “bevis”, hvilket som antydet
ovenfor skal forstas som “formelt bevis”, er en term der vil blive preeciseret
senere. Men det skal pa dette sted fremhaeves, at det vi forstar ved bevis
i seedvanlig matematisk praksis, ikke direkte kan identificeres med formelt



bevis. Formelle beviser er sekvenser af formler formuleret i et symbolsprog
og konstrueret i henhold til rent formelt givne regler.

I den matematiske folklore fortolkes Godels seetning ofte derhen, at den
endegyldigt beviser en begraensning i mulighederne for erkendelse af sandhed
gennem logiske argumenter. I en endnu mere radikal fortolkning siges Godels
seetning at vise greenserne for den rationelle tankegangs rackkevidde. At det
kun er en mindre del af virkeligheden, man kan erkende ved logisk teenkning,
er givetvis korrekt. Det har bare ikke noget at ggre med Goédels saetning.

Godels sztning er en matematisk ssetning om graenser for det opnéelige
ved formalisering af matematik. Det er ikke en szetning “om matematikken”
som den udgves i praksis, men en seetning om formelle systemer, hvor alle
objekter og begreber, herunder begrebet “bevis”, udtrykkes i et rent formelt
symbolsprog, der ikke tilleegger de indgaende stgrrelser mening eller betyd-
ning udover hvad der ligger i de formelle regler. Sadanne formelle syste-
mer kan under passende forudsasetninger anskues som en mulig aksioma-
tisk, formel beskrivelse af velkendte matematiske objekter, som f.eks. de
naturlige tal. Men man ma ikke uden videre identificere en sadan formel
beskrivelse og behandling med den ssedvanlige matematiske fremgangsmade,
som denne har etableret sig gennem fagets udvikling og fremstar i den
aktuelle forsknings- og undervisningsmaessige praksis. Det vil under alle
omsteendigheder aldrig veere muligt, at give et matematisk bevis for at
visse matematiske ssetninger ikke kan bevises indenfor ssedvanlig matem-
atisk praksis, da “ssedvanlig matematisk praksis” ikke er et begreb vi kan
fastfryse og praecisere matematisk.

Godels satning, der stammer fra 1930, er et helt fundamentalt resultat
inden for bade den matematiske grundlagsforskning, den matematiske logik
og blandt andet de dele af datalogien, der beskseftiger sig med logikpro-
grammering og kunstig intelligens. Saetningen har en status og en fascina-
tionskraft, der ggr den kendt af alle matematikere. Men det er de feerreste der
har set et bevis for seetningen og har stiftet bekendtskab med baggrunden
for, at ssetningen er rigtig.

Det er dette vi vil sgge at rade bod pa med denne artikel. Formalet er
at give en kort, let laeselig fremstilling af hovedlinierne i beviset for Godels
seetning. Dette ggres ved at undlade en detaljeret behandling af formaliserin-
gen, men i stedet tage udgangspunkt i en overordnet beskrivelse af et formelt
system. For et sadant vil vi opstille en raekke antagelse, der er umiddelbart
naturlige for et system, der skal kunne afspejle en realistisk matematisk
struktur.

Herefter bevises det, at hvis et formelt system af den behandlede art er
konsistent, og hvis yderligere enhver formel kan bevises eller modbevises, da
ledes man uundgaeligt frem til et paradoks (en modstrid). Dette viser, at
der for et konsistent system ngdvendigvis ma findes en formel, der hverken
kan bevises eller modbevises.



2 Formelle systemer

Et formelt system er karakteriseret ved storrelserne alfabet, formler,
variable, konstanter, aksiomer, slutningsregler og beviser.

Et alfabet er en endelig maengde af symboler. Variable, konstanter og
formler er alle endelige tegnstrenge over alfabetet. Da alfabetet er endeligt
kan der kun veere et nummerabelt antal variable, konstanter og formler. Til
at betegne et formelt systems variable benytter vi seedvanligvis

ZT,T1,X2,X3,. -

og til at betegne konstanter benyttes

ki, ko, ks, . ...
Hvis ¢ er en formel hvori variablene x1,...,x, optreeder som delstrenge,
skriver vi ogsa ¢(x1,...,x,) for denne formel. For ethvert valg af konstanter
eller variable tq,...,t, lader vi da ¢(t1,...,t,) veere strengen, der opstar

ved at substituere enhver forekomst af delstrengen x; i ¢ med ¢;. Hvis altsa
eksempelvis ¢(z) betegner formlen x + 3 = 2 x x, da betegner ¢(3) formlen
3+3=2x%3.

Vi vil antage, at alle betragtede formelle systemer indeholder symbolet
— i deres alfabet, og at —¢ er en formel i systemet nar blot ¢ er det. —p
kaldes som neevnt for negationen af .

Aksiomerne er en pa forhand udvalgt maengde af formler. En slut-
ningsregel er et princip, der pa rent formel, mekanisk made angiver, hvor-
dan man fra en eller flere formler kan udlede en ny formel.

Et formelt bevis, eller blot et bevis, er en endelig sekvens af formler. Et
bevis starter med et eller flere aksiomer, og enhver formel skal (hvis den
ikke selv er et aksiom) fremkomme af de foregaende formler i sekvensen ved
brug af en slutningsregel.

Vi siger, at en formel ¢ kan bevises, hvis ¢ optraeder som sidste formel
i et bevis. Vi siger, at ¢ kan modbevises, hvis negationen —p kan bevises.

Vi illustrerer meningen med de ovennaevnte stgrrelser ved et eksempel.

Eksempel 1 (Det lille overfyldte bord). I dette eksempel vil vi kon-
struere et formelt system som beskriver situationen pa Figur 1. Alfabetet
bestar i dette tilfeelde af bogstaverne i det danske alfabet, cifrene 0-9 samt
tegnene

) (. A = (1)
Konstanterne er

lillebog,storebog, zble



Figur 1: Det lille overfyldte bord

og variablene er
x1,x2,x3,...
Formlerne er af typen
pa(ty,to)
og
over (t1,t2)
hvor t; og ty er vilkarlige konstanter eller variable. Til formlerne regner vi
desuden alle ssedvanlige kombinationer af formler af ovenstaende type ved

brug af symbolerne (1).
Aksiomerne er:

(Al) pa(storebog,lillebog)
(A2) pa(lillebog,zble)

(A3) pa(x1,x2) — over(x1l,x2)
(A4)

over (x1,x2) A over(x2,x3) — over(xl,x3)
Slutningsreglerne er:

(SR1) udfra ¢ — 1 og ¢ sluttes 1.
(SR2) udfra ¢ og v sluttes ¢ A 1.

(SR3) udfra ¢(x1,...,z,) sluttes ¢(ki,...,ky,) for et vilkarligt valg af kon-
stanter kq,...,ky,.



Vi vil herefter bevise formlen
over (storebog,able).

Et bevis kan se ud som fglger, hvor vi har opstillet de enkelte formler i
sekvensen i en nummereret liste. Til hgjre for hver formel er det angivet,
hvordan den pagseldende formel er fremkommet.

1. pa(storebog,lillebog) aksiom (A1)
2. pa(lillebog,zble) aksiom (A2)
3. pa(x1,x2) — over(xl,x2) aksiom (A3)
4. pa(storebog,lillebog) — over(storebog,lillebog) (SR3) pa 3.
5.  over(storebog,lillebog) (SR1) pa 1.,4.
6. pa(lillebog,zble) — over(lillebog,zble) (SR3) pa 3.
7. over(lillebog,zble) (SR1) pa 2.,6.
8.  over(storebog,lillebog) A over(lillebog,zble) (SR2) pa 5.,7.
9. over(x,y) A over(y,z) — over(x,z) aksiom (A4)
10. over(storebog,lillebog) A

over(lillebog,zble) — over(storebog,=zble) (SR3) pa 9.
11. over(storebog,zble) (SR1) pa 8.,10.

3 Reprasenterbarhed

I et formelt system har de indgaende tegn, formler og symboler ikke i sig
selv nogen bestemt mening eller betydning. Man kan naturligvis—som i
eksemplet med det overfyldte bord—velge betegnelserne ud fra en tilsigtet
mening, men nar det drejer sig om hvad “der geelder” i det formelle system,
er det udelukkende aksiomerne og slutningsreglerne der kan benyttes.

I et formelt system er der ikke indbygget noget begreb “sandhed”. Det
eneste der angiver, hvad et formelt system kan udtrykke, eller hvad “der
geelder”, er de formler der kan bevises.

Et formelt system, der kun indeholder fa bevisbare formler, kan ikke
udtrykke synderligt meget, og kan dermed ikke vaere en realistisk formalis-
ering af interessante matematiske strukturer.

Hvis hensigten f.eks. er at formalisere behandlingen af de naturlige tal,
skal det formelle system vaere i stand til at udtrykke velkendte egenskaber
for tal og udtrykke, om et givet objekt (tal) har denne egenskab eller ej.
Lad os betragte egenskaben “primtal” og lad os antage, at 0,1,2,... er
konstanterne i det formelle system. At det formelle system er i stand til at
“tale om” egenskaben at veere et primtal, skal forstas pa den made, at der
findes en formel ¢(z), sa der for ethvert naturligt tal ¢ geelder

i er et primtal < (i) kan bevises.

Vi kan da sige, at formlen (i) udtrykker egenskaben, at “tallet ¢ er et
primtal”.



Vi benytter glosen repraesenterbarhed i forbindelse med przeciseringen
af, hvad et formelt system kan udtrykke eller “tale om”. Lad R vare en n-
plads relation, dvs. en maengde af n-tupler. R siges at veere repraesenterbar
i et formelt system, hvis der eksisterer en formel p(x1,z2,...,z,) i systemet,
sa folgende er opfyldt for alle valg af konstanter k4, ..., k&, fra systemet

(k1y...,kn) € R< @(ki,...,ky,) kan bevises.
Vi illustrerer igen meningen ved et eksempel.

Eksempel 2 (Det lille overfyldte bord). Lad os vende tilbage til ek-
semplet fra for. Vi fik her bevist formlen over (storebog,zble), idet denne
optradte som den sidste formel i det givne bevis. Ser vi kun pa de forste
7 linier af beviset, far vi et bevis for formlen over(lillebog,zble), idet
denne er den sidste formel i det afkortede bevis. Tilsvarende udgger de fgrste
5 linier af beviset et bevis for formlen over(storebog,lillebog).

Vi har altsa faet bevist folgende tre formler

over (storebog,lillebog),over(lillebog,zble), over (storebog,zble).

Det er ikke vanskeligt at vise, at for ethvert andet valg af konstanter k1, ko
kan over (ki, ko) tkke bevises. Det betyder, at formlen over (x1,x2) repraesen-
terer relationen som indeholder folgende par

(storebog,lillebog), (lillebog,zble), (storebog,able).

Af figuren i foregaende eksempel ses det, at formlen over(x1,x2) netop
repracsenterer relationen “pa bordet ligger x2 over x1”. For ethvert valg
af konstanter ki, ks udtrykker formlen over (ky,ks) saledes, at “pa bordet
ligger ko over kq”.

I det fglgende vil vi for nemheds skyld udelukkende betragte formelle
systemer hvori konstanterne er 0,1,2,.... Det betyder, at alle de relationer,
som de betragtede formelle systemer kan repraesentere, er relationer over de
naturlige tal.

4 Grellings paradoks

Beviset for Godels szetning bygger pa et af de klassiske paradokser, nemlig
Grellings paradoks, der fremkommer som fglger:

Et sprogligt udtryk kaldes heterologisk, hvis det ikke har den egenskab
som det selv udtrykker. Eksempelvis er begrebet “aeble” heterologisk, da
begrebet “aeble” jo ikke selv er et able. Derimod er begrebet “et abstrakt
begreb” ikke heterologisk, da “et abstrakt begreb” selv er et abstrakt begreb.

Vi stiller nu det spgrgsmal, om det sproglige udtryk “heterologisk” er
heterologisk eller ej.



Antag forst, at “heterologisk” selv er heterologisk. Det betyder, at “het-
erologisk” ikke har den egenskab, som det selv betegner, hvorfor “heterolo-
gisk” ikke er heterologisk. Dette er en modstrid.

Antag dernsst, at “heterologisk” ikke er heterologisk. Det betyder, at
“heterologisk” har den egenskab, som det selv betegner, altsa at det er het-
erologisk. Dette er igen en modstrid.

Uanset om vi antager, at “heterologisk” selv er heterologisk eller ej,
ledes vi til en modstrid. Vanskelighederne opstar nar begrebet heterologisk
sa at sige bringes til at udtale sig om sig selv. Gar vi ud fra, at ethvert
klart forstaeligt spgrgsmal af den betragtede art kan besvares med “ja” eller
“nej”, men ikke med begge dele, kommer vi ud i en abenlys selvmodsigelse.

5 Godels saetning

I indledningen formulerede vi Godels seetning som “Der findes formler, der
hverken kan bevises eller modbevises”. Dette er som nsevnt et resultat der
angar formelle beviser i formelle systemer. Men det geelder kun for formelle
systemer af en vis styrke. Et formelt systems styrke males i hvilke relationer,
der er repraesenterbare i systemet, det vil sige, hvilke begreber systemet er
i stand til at “tale om”.

Et formelt system kaldes konsistent, hvis ingen formel ¢ bade kan be-
vises og modbevises. Konsistens er naturligvis en meget central egenskab for
et formelt system. Hvis vi eksempelvis bade kan bevise og modbevise, at 7
er et primtal, er vi ikke blevet meget klogere med hensyn til egenskaberne
for tallet 7. Et formelt system kaldes fuldsteendigt, hvis enhver formel en-
ten kan bevises eller modbevises. Ufuldsteendighed er da det samme som
eksistensen af en formel, der hverken kan bevises eller modbevises.

Vi vil vise at ethvert konsistent formelt system af tilstraekkelig styrke
er ufuldstzendigt. Den grundlseggende idé i beviset for dette er, at hvis vi
antager at et formelt system bade er fuldsteendigt og af tilstraekkelig styrke,
da kan vi indenfor systemet udtrykke en formaliseret variant af Grellings
paradoks. Det er ikke abenlyst, hvordan noget sadant skal ggres, men en
kort fremgangsmade er fglgende:

Antag, at vi er givet et formelt system, og lad = betegne en af systemets
variable. Da alfabetet for systemet er endeligt, er der kun et nummerabelt
antal formler som indeholder variablen z, og disse kan vi derfor nummerere

wo(x), p1(z), p2(x),...

Vi kalder en formel ¢,(z) heterologisk, hvis —y,(n) kan bevises. Hvis
() er heterologisk, kalder vi n for et heterologisk tal.

Det formelle system siges nu at veere af tilstraekkelig styrke, hvis
maengden af heterologiske tal er repraesenterbar i det.



Denne egenskab er helt afggrende, og med den som forudssetning er vi
nu klar til at bevise vores version af Godels s@tning, som opstar ved en
“formalisering” af Grellings paradoks.

Seetning 3 (Godels saetning). [ ethvert konsistent formelt system af
tilstreekkelig styrke eksisterer der en formel, som hverken kan bevises eller
modbevises.

Bevis. Antag, med henblik pa at opna en modstrid, at vi har et formelt
system som bade er konsistent, fuldsteendigt og af tilstraekkelig styrke. Da
systemet er af tilstreekkelig styrke, indeholder det en formel ¢ (z), som
reprasenterer meengden af heterologiske tal. Det betyder, at der for alle
naturlige tal n geelder

n er et heterologisk tal < ¢p(n) kan bevises.
Da der desuden galder

n er et heterologisk tal < -y, (n) kan bevises
far vii alt

vr(n) kan bevises < =, (n) kan bevises.
Dette geelder for alle n. Lader vi specielt n = h fas

©n(h) kan bevises < —p,(h) kan bevises.

Vi har altsa konstrueret en formel ¢p(h), som kan bevises netop hvis den
kan modbevises. Da systemet er fuldsteendigt, vil ¢y (h) enten kunne bevises
eller modbevises. Men da ma den bade kunne bevises og modbevises. Dette
er en modstrid, da systemet er antaget at veere konsistent.

Hyvis et formelt system altsa bade er konsistent og af tilstrackkelig styrke,
kan det ikke samtidig veere fuldsteendigt. Det betyder, at der i ethvert kon-
sistent system af tilstraekkelig styrke eksisterer en formel, som hverken kan
bevises eller modbevises. O

At ovenstaende bevis reelt set blot er en variant af Grellings paradoks,
kan direkte ses som fglger:

Udtrykket eller begrebet “heterologisk” i det sproglige paradoks svarer i
det formelle system til formlen ¢y (x), som repraesenterer meengden af het-
erologiske tal. At sporge om begrebet “heterologisk” selv er heterologisk
eller ej, svarer da til at spgrge om formlen ¢y (z) er heterologisk eller ej.
Men dette svarer igen til at sperge om -y (h) kan bevises eller ej. Forsgget
pa at afklare dette spgrgsmal leder til en modstrid pa ngjagtig samme made
som i den sproglige formulering.



I den sproglige formulering giver modstriden anledning til et paradoks. I
den formelle variant giver modstriden et bevis for, at pa de givne preemisser
er konsistens og fuldsteendighed i modbyrdes konflikt: Hvis den ene af disse
to betingelser er opfyldt, er det en logisk umulighed, at den anden betingelse
ogsa er opfyldt.

Det er veerd at bemaerke, at ovenstaende bevis faktisk er konstruktivt,
i den forstand at vi for ethvert konsistent system af tilstraekkelig styrke
far udpeget en konkret formel, som hverken kan bevises eller modbevises.
I ovenstaende bevis viste vi, at ¢p(h) er en formel, der kan bevises netop
hvis den kan modbevises. Til dette benyttede vi hverken konsistens eller
fuldsteendighed af det betragtede system. Hvis vi yderligere antager, at det
formelle system er konsistent, kan ¢p(h) ikke bade bevises og modbevises.
Men sa er eneste mulighed, at ¢, (h) hverken kan bevises eller modbevises.
Givet et konsistent system af tilstraekkelig styrke far vi altsa udpeget ¢p (h)
som en konkret formel, der hverken kan bevises eller modbevises.

6 Tilstraekkelig styrke

Vi har nu set, at ethvert konsistent system, hvori meengden af heterolo-
giske tal er repraesenterbar, ma veere ufuldstendigt. Sa lenge vi ikke har
grund til at tro, at formelle systemer i almindelighed skulle veere i stand
til at repreesentere maengden af heterologiske tal, er resultatet ikke seerlig
afggrende. Problemet er blot, at det nu viser sig, at meengden af heterolo-
giske tal faktisk er repraesenterbar i alle formelle systemer, blot disse for-
maliserer ikke-trivielle dele af matematikken. Det betyder, at det for alle
sadanne systemer ma gelde, at de enten er inkonsistente, eller at der eksis-
terer en formel, som hverken kan bevises eller modbevises. Begge alternativer
er meget alvorlige begraensninger for et formelt system.

I dette afsnit ser vi lidt neermere pa hvad det er der ggr, at meengden af
heterologiske tal kan blive repracsenterbar i et formelt system.

Lad der veere givet et formelt system. Lad os betragte maengden af teg-
nstrenge over systemets alfabet. Vi kan danne sekvenser af sadanne tegn-
strenge. Blandt disse sekvenser finder vi specielt alle systemets formelle be-
viser, da et formelt bevis er en endelig sekvens af formler, og enhver formel
er en tegnstreng. Da alfabetet er endeligt, er maengden af endelige sekvenser
nummerabel. Det betyder, at vi kan karakterisere samtlige sekvenser ved
numrene 0,1,2,....

Hgrende til ethvert formelt system kan vi nu definere en 3-plads relation
B over de naturlige tal ved fglgende betingelse

(p,q,7) € B < sekvens nr. p er et formelt bevis, og sidste element i

sekvensen er formlen —,(r).



Der geelder altsa, at et trippel (p,q,r) er med i B hvis og kun hvis sekvens
nr. p er et bevis for formlen —p (7).

I de fleste realistiske formelle systemer, som formaliserer ikke-trivielle
dele af matematikken, vil relationen B for systemet vaere repraesenterbar i
systemet selv. Lad os give et kort heuristisk argument for dette.

Vi har antaget at beviser generelt er sekvenser af formler opfyldende
simple, mekaniske regler. Derfor er det en relativt simpel affeere, at afggre
om en sekvens udger et formelt bevis eller ej: vi skal blot checke om strengene
i sekvensen er formler, der overholder slutningsreglerne for systemet (eller
er aksiomer). Givet en sekvens, som er et formelt bevis, er det naturligvis
desuden let at checke om det sidste element i sekvensen er en bestemt formel
—pq(r). Det betyder, at det er relativt simpelt at afggre om et trippel (p, ¢, 7)
tilhgrer relationen B eller ej. Derfor vil allerede formelle systemer, som kun
er i stand til at repraesentere simple relationer over de naturlige tal, kunne
repraesentere en relation som B.

Ofte indeholder formelle systemer symbolet 3 i deres alfabet, som bruges
nar systemet skal udtrykke eksistenspastande. Givet en formel ¢(x) og en
variabel z er Jzp(x) da en formel som udtrykker: “Der eksisterer et x, sa
o(z) er opfyldt”. Hvis der for enhver formel ¢(z) i systemet geelder

Jzp(x) kan bevises < der eksisterer et n € N sa ¢(n) kan bevises

kalder vi 3 for en staerk eksistenskvantor i det formelle system. Hvis
et formelt system pa korrekt vis skal kunne udtrykke eksistenspastande
vedrgrende naturlige tal, ma det naturligvis indeholde en sadan steerk eksis-
tenskvantor.

Bade repraesenterbarheden af relationen B og tilstedeveaerelsen af en
steerk eksistenskvantor synes altsa at veere rimelige krav at stille til et
formelt system. Men, som nedenstaende lemma viser, vil ethvert formelt
system opfyldende disse to krav vaere af tilstrackkelig styrke, det vil sige,
veere af den type som Godels saetning viser ikke bade kan veere konsistente
og fuldsteendige.

Lemma 4. Maengden af heterologiske tal er representerbar i ethvert formelt
system, der opfylder folgende to betingelser:

1. Systemet indeholder en sterk eksistenskvantor.

2. Relationen B er reprasenterbar i systemet.

Bevis. Antag relationen B er repraesenteret af en formel ¢y, (x1, z2, x3) i sys-
temet. Lad v (z) veere formlen

Jz10p(21, 2, ).

Vi vil vise at ¥ (z) repreesenterer meengden af heterologiske tal. Vi skal altsa
vise, at der gaelder

n er et heterologisk tal < 1 (n) kan bevises.
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Dette folger af fglgende raekke af sekvivalenser:

1¥(n) kan bevises
< Jr1op(21,n,n) kan bevises
< der eksisterer m € N sa ¢p(m, n,n) kan bevises
< der eksisterer m € N sa (m,n,n) € B
< der eksisterer m € N sa sekvens nr. m er bevis for formlen —p,(n)
& —pn(n) kan bevises
< n er et heterologisk tal.

Hermed er beviset fuldfert. O

7 Det oprindelige bevis

Det vi her kalder for Godels szetning kaldes ssedvanligvis for “Godels forste
ufuldsteendighedsteorem”. Resultatet er det ene af to hovedresultater i Godels
bergmte artikel fra 1931 ([5]). I dette afsnit vil vi prove at skitsere gangen
i det oprindelige bevis for det farste ufuldsteendighedsteorem, og sammen-
holde det med vores version af resultatet. Men fgrst vil vi kort skitsere hvad
det andet ufuldsteendighedsteorem gar ud pa.

Lad der veere givet et formelt system af tilstraekkelig styrke. I beviset
for Lemma 4 sa vi, at det er muligt at konstruere en formel ¢ (x), sadan
at 1(n) kan bevises netop nar —p,(n) kan bevises. Vi kan derfor sige, at
(n) er en formel, som udtrykker: “formlen —¢,(n) kan bevises”. Under fa
yderligere betingelser for systemet kan vi pa tilsvarende made konstruere en
formel som udtrykker: “der eksisterer ikke en formel som bade kan bevises
og modbevises”. Denne formel kaldes for systemets konsistenspastand, da
den udtrykker netop det, som er betingelsen for systemets konsistens. Godels
andet ufuldsteendighedsteorem siger nu fglgende: “Hvis et formelt system af
tilstraekkelig styrke er konsistent, da kan konsistenspastanden ikke bevises i
systemet”. Med andre ord, hvis et formelt system er konsistent, kan systemet
ikke bevise sin egen konsistens.

Vi vender nu tilbage til det forste ufuldsteendighedsteorem, og skitserer
de enkelte skridt i Godels oprindelige bevis for resultatet:

1. Introduktion af systemet P

Godels artikel begynder med introduktionen af et konkret formelt system P,
som han igennem resten af artiklen tager udgangspunkt i. Systemet P er et
forsgg pa en formalisering af en del af matematikken indeholdende teorien
for de naturlige tal.
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2. Introduktion af Gédel-nummerering

Der introduceres herefter en nummerering af alle tegnstrenge over alfabetet
for P. Dette svarer til den ordning af formlerne indeholdende variablen z,
som vi introducerede i afsnit 5. Nummereringer af denne type er senere
kommet til at hedde Gédel-nummereringer. En formel ¢’s nummer i en
sadan nummerering kaldes da for formlens Gédel-nummer.

3. Introduktion af rekursive relationer

Nu introduceres i artiklen et vigtigt begreb, som ikke forekommer i vores
version af Godels seetning. Dette er begrebet “rekursivitet”. Godel definerer
en klasse af rekursive relationer. Disse er relationer over de naturlige
tal. I moderne sprog kan de rekursive relationer karakteriseres som de, der
kan beregnes af en computer, hvis vi forestiller os denne udstyret med ube-
granset lagerplads.

4. Bevis for at relationen B for ethvert realistisk system er rekursiv

Godel betragter i sin artikel udelukkende formelle systemer, som kan fremkomme
af systemet P ved at tilfgje en raekke nye aksiomer. Vi kalder et sadan sys-
tem for realistisk, hvis maengden af Godel-numre for systemets aksiomer
er rekursiv.

Godel viser, at for ethvert realistisk formelt system er systemets relation
B, som vi introducerede i Afsnit 6, rekursiv. At vise netop dette udggr langt
over halvdelen af Godels oprindelige bevis for det forste ufuldsteendighed-
steorem. Det er et meget langt og teknisk bevis.

Der er dog intet overraskende i resultatet. Vi har antaget, at meengden
af Godel-numre for aksiomerne er en rekursiv maengde. Det betyder, at en
computer vil veere stand til at afggre om en tegnstreng er et aksiom eller ej.
Da samtidigt slutningsreglerne antages at veere simple formelle, mekaniske
regler, ma computeren ogsa veere i stand til at afggre om en slutningsregel
er anvendt korrekt eller ej. Men da bliver computeren i stand til at afggre
om en sekvens er et formelt bevis eller ej. Da det desuden for en computer er
en let sag at checke om den sidste formel i et bevis er en bestemt pa forhand
given formel, bliver computeren saledes i stand til at beregne relationen B.
Dette viser, at B ma veere rekursiv.

5. Bevis for at enhver rekursiv relation er reprasenterbar i P

Godel skitserer et bevis for, at enhver rekursiv relation er repraesenterbar i
P. Heraf folger trivielt, at enhver rekursiv relation ma vaere repraesenterbar
i ethvert realistisk system, da disse alle er udvidelser af P. Dette er ogsa et
ret teknisk resultat at bevise.
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Lad der vaere givet et vilkarligt realistisk formelt system. Da enhver
rekursiv relation er repraesenterbar i systemet, og da vi ved fra punkt 4 at
relationen B er rekursiv, ma specielt B veere repraesenterbar. For ethvert
realistisk system geelder det altsa, at relationen B for systemet er repraesen-
terbar.

6. Bevis for det fgrste ufuldsteendighedsteorem

Godel definerer begrebet w-konsistens, som er et lidt steerkere krav end
almindelig konsistens. Godel kan nu formulere og bevise sit bergmte ufuld-
steendighedsresultat:

I ethvert realistisk, w-konsistent system eksisterer der en formel,
som hverken kan bevises eller modbevises.!

Dette resultat kan vises indenfor vores ramme pa fglgende made. Antag,
at der eksisterer et realistisk formelt system, som bade er w-konsistent og
fuldsteendigt. Da systemet er realistisk, er relation B repraesenterbar i det
(se punkt 5 ovenfor). Det kan desuden let vises, at ethvert fuldsteendigt,
w-konsistent system indeholder en steerk eksistenskvantor. Dette giver os,
ifplge Lemma 4, at systemet er af tilstrackkelig styrke. Saetning 3 viser derfor,
at systemet ikke kan veere konsistent. Men da w-konsistens er en staerkere
betingelse en almindelig konsistens, og da vi har antaget w-konsistens, giver
dette en modstrid. Det er derfor bevist, at der ikke kan eksistere et realistisk
system, som bade er w-konsistent og fuldstendigt.

Godel benytter grundleeggende den samme idé i sit bevis som i vores.
Godels bevis er dog ikke gennemfort i sa streng parallel til paradokserne som
vores. Han naevner blot sleegtskabet med paradokserne i artiklens indledning.
Han sammenligner selv sit bevis med Richards paradoks, som er en variant
af Grellings paradoks. Han bemsaerker ogsa, at valget af paradoks ikke er
afggrende. Et hvilket som helst “semantisk” paradoks vil kunne benyttes i
et bevis for ufuldsteendigheden.

Ethvert realistisk, w-konsistent system er af tilstraekkelig styrke, men ikke
omvendt. Vores version af Godels seetning omfatter derfor flere systemer end
Godels oprindelige szetning. Til gengaeld har Godels oprindelige seetning to
store fordele fremfor vores version. Den fgrste er, at den oprindelige saetning
far udpeget et konkret formelt system P, for hvilket ufuldsteendighedsresul-
tatet geelder. Den anden fordel er, at det bliver vist, at vi ikke pa nogen
realistisk made kan tilfgje noget til P, som kan ggre det fuldsteendigt. For
alle udvidelser af P, som blot er realistiske, gaelder samme ufuldsteendighed-
sresultat. Det er disse to ting som ggr, at Godels oprindelige bevis er sa
meget leengere og tungere end vores.

Lad os afslutte dette afsnit med at give den oprindelige formulering af
Godels seetning:

1Godel bruger dog ikke selv udtrykket “realistisk”.
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Satz VI: Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven Klasse k von
Formeln gibt es rekursive Klassenzeichen r, so dal weder v Gen
r noch Neg(v Gen r) zu Flg(x) gehort (wobei v die freie Variable
aus r ist).

8 Hvor kommer ufuldsteendigheden fra?

Vi vil i dette afsluttende afsnit prgve at fa en forstaelse for, hvad det er der
gor, at formelle systemer ngdvendigvis er underlagt den begreensning, som
Godels seetning demonstrerer.

Lad os fgrst tage et nsermere kig pa den konkrete formel, som i Godels
seetning bliver vist hverken at kunne bevises eller modbevises. Givet et kon-
sistent formelt system af tilstrackkelig styrke har vi set, i beviset for Seetning
3, at dette er en formel py (h), hvor ¢, () repraesenterer meengden af heterol-
ogiske tal. Formlen ¢y, (h) udtrykker altsa “h er et heterologisk tal”, hvilket
er det samme som at sige, at “formlen ¢ (x) er heterologisk”. ¢p(x) er het-
erologisk netop hvis ¢y (h) kan modbevises. Formlen ¢y, (h) kan derfor ogsa
opfattes som udtrykkende “formlen ¢y (h) kan modbevises”. ¢, (h) er saledes
en formel der udtrykker en egenskab ved sig selv. Den udtrykker egenskaben,
at den selv kan modbevises. Med andre ord udtrykker den: “denne formel
kan modbevises”. Det er i denne forstand en selv-refererende formel. Ne-
top heri ligger en nggle til forstaelse af kernen i Godels ssetning.

Ethvert formelt system kan ses som et forsgg pa at give en model af
en del af virkeligheden. Det sa vi tidligere et eksempel pa med det lille
overfyldte bord. Et formelt system er ogsa en del af virkeligheden, og kan
som sadan veere en del af det, der forsgges modelleret.

Formelle systemer, der modellerer en del af virkeligheden som ikke omfat-
ter systemerne selv, er generelt uproblematiske. Problemerne opstar forst nar
en model forsgger at modellere en virkelighed indeholdende modellen selv.
Dette er f.eks. tilfeeldet hvis vi gnsker at skabe en model for hele virkelighe-
den. En sadan ma ngdvendigvis ogsa modellere modellen selv, da modellen
er en del af virkeligheden.

Lad os kalde formelle systemer, som direkte eller indirekte modellerer
sig selv, for refleksive systemer. I et sadant system eksisterer der altsa
formler som udtrykker egenskaber ved systemet selv. Et eksempel pa dette
er, nar vi i et formelt system kan repraesentere relationen B ved en formel
op(21, T2, 23). Enhver formel af typen ¢y (p, ¢, ) udtrykker da en egenskab
ved systemet selv, nemlig egenskaben at sekvens nr. p er et bevis for formlen
—pq(r)-

Hvis et refleksivt system er tilstraekkelig steerkt, vil der, udover at veere
formler som udtrykker egenskaber ved andre formler i systemet, ogsa veere
formler som udelukkende udtrykker egenskaber ved sig selv. Dette er altsa
formler af en vis patologisk natur, da disse ikke modellerer en ydre virke-
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lighed, men kun sig selv. Visse af disse formler er i stand til at udtrykke
egenskaber ved sig selv, som er modsatte af dem de egentlig har.

Dette ggr, at det ville veere kontradiktorisk hvis de kunne bevises eller
modbevises. De forarsager saledes ufuldstezendigheden af det system, de er
en del af. Eksempler pa ssetninger i vores naturlige sprog som udtrykker
modsatte egenskaber ved sig selv er

“denne satning er falsk”

og
“begrebet heterologisk er heterologisk”.

Tilsvarende har vi i formelle systemer en formel som f.eks. ¢p(h), som
udtrykker “denne formel kan modbevises”. Hvis den kunne bevises, matte
det den udtrykte veere sandt. Men den udtrykker netop, at den kan modbe-
vises, og dette giver en modstrid, hvis vi antager at vi befinder os indenfor
et konsistent system. Hvis vi modsat antager, at den kan modbevises, s& ma
det den udtrykker vaere falsk. Men da far vi, at den ikke kan modbevises,
hvilket igen er en modstrid. En sadan formel kan saledes hverken bevises
eller modbevises.

Formelle systemer, som er tilstraekkeligt staerke og som modellerer en
virkelighed indeholdende sig selv, vil altsa ngdvendigvis veere ufuldstaendige
pga. de patologiske selv-refererende satningers tilstedeveerelse. Dette viser
sig ogsa at galde for formelle systemer, der formaliserer ikke-trivielle dele af
matematikken. Grunden til dette er, at et formelt system er et relativt sim-
pelt matematisk objekt: det bestar essentielt kun af en maengde tegnstrenge
(aksiomer) og en raekke formelle, mekaniske regler (slutningsregler), der giver
mulighed for at udlede nye tegnstrenge fra gamle. Det at et formelt system
er et relativt simpelt matematisk objekt betyder, at allerede i forholdsvist
beskedne dele af matematikken vil vi kunne beskrive formelle systemer og
deres egenskaber. Det betyder sa igen, at formelle systemer, som formaliserer
disse dele af matematikken, ngdvendigvis kommer til at modellere den del af
matematikken, der omhandler formelle systemer. P& denne made kommer
disse systemer uundgaeligt til at veere refleksive. Hermed folger de selv-
refererende satninger og den ufuldsteendighed de giver anledning til.

Man skal veere forsigtig med at sige, at Godels saetning endegyldigt viser
greenserne for matematisk erkendelse eller lignende. Som vi har set, heenger
Godels saetning ulgseligt sammen med selv-reference og problemerne i at
have modeller, som modellerer sig selv. Godels ssetning handler maske mest
af alt om det komplekse forhold som bestar imellem model og modelleret
virkelighed, nar disse to ikke er komplet adskillelige. Der er i forbindelse med
dette et veeld af ulgste problemer, som studeres indenfor mange forskellige
emneomrader. Det gaelder f.eks. indenfor aksiomatisk maengdelzere i matem-
atikken og indenfor kunstig intelligens i datalogien. Netop det, at man endnu
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ikke har en speciel god overordnet forstaelse for disse forhold bgr ggre, at
man skal vaere forsigtig med at drage for vidtraekkende konklusioner af de
resultater, man indtil videre har. Der er helt klart fundamentale erkendelser
omkring det generelle forhold imellem “noget, der repraesenterer” og “det,
det repreesenterer” som endnu venter pa at blive afklaret. For disse fun-
damentale erkendelser er pa plads, far vi nappe den fulde forstaelse for
rackkeviden og betydningen af Godels saetning eller den fulde forstaelse for
paradokser som Grellings paradoks.
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