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1 Symbolliste

k � k1 1-normen
k � k2 2-normen
k � k1 uendelig-normen
# Antal
n Backslashoperatoren i Matlab
> Transponeret

 Kronecker produktet
� Elementvis gange
� Elementvis division
�� Elementvis opl�ftet
�� � laver om til en vektor
diag(�) En diagonalmatrix
miny Minimerer en funktion mht til en variabel, her: y

� Parameter,der bestemmerst�rrelsen af regulariseringsleddet
� Parameter der sikre at regulariseringsleddeter di�en tiable i hele intervallet.

 Dual variabel i en dimension
� = Df Diskret formulering af fremad approximation til df (t i )

dt

� x = D x f Diskret formulering af fremad approximation til @f i;j

@x i x-retningen
� y = D yf Diskret formulering af fremad approximation til @f i;j

@y i y-retningen
� f �ndring i den primale variabel i en dimension
� 
 �ndring i den dual variabel i en dimension
� Trustregion somDoglegbenytter sig af
� Diskretisering af t-v�rdierne
� Stopkriterie
� ek � ek� 1

� D�mpningsparameter der benyttes af Marquardt

 Den diskrete formulering af regulariseringsleddet

 0 Den diskrete formulering af f�rste a
eddet af regulariseringsleddetmth. f

 00 Den diskrete formulering af andena
eddet af regulariseringsleddetmth. f

( f ) Den kontinuere formulering af regulariseringsleddet
 

p
u + � 2

 0 F�rste a
edede af  med hensyntil � � 2

 00 Anden a
edede af  med hensyntil � � 2
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� Breddenaf den Gausspunktspredningsfunktionvi udtv�re med
' ' = 4

p
� � 2 + � 2

� Angiver l�ngde af det skridt man �nder med linjel�sning
� Engenv�rdi
� Vinkel mellem vandret og den indkommendeseismiskeb�lge
� Tidsafvigelsefor standart model (geofysiskproblem)

B
�

(diag(2(D x
�f )� 2 � � 

00
) diag(2(D x

�f ) � (D y
�f ) � � 

00
)

diag(2(D y
�f ) � (D x

�f ) � � 00) diag(2(D y
�f )� 2 � � 00)

�

B inv diag(2 � � )
c iterationsmatrix

C
�

diag( � 
0
) 0

0 diag( � 0)

�

d Diskret formulering af udtv�ret billede
d(s) Kontinuert formulering af det udtv�rede billede i en dimension
d(x0; y0) Kontinuert formulering af det udtv�rede billede i to dimensioner
d1 Dummy variabel
d2 Dummy variabel
d3 Dummy variabel
D Toeplitz matrix
D x Toeplitz matrix
D y Toeplitz matrix
e fejl
Ex En diagonalmatrix af 1-taller med dimension(m � 1) � (n � 1)
Ey En diagonalmatrix af 1-taller med dimension(m) � (n)
f Diskret formulering af det eksaktebillede
f (t) Kontinuert formulering af det esaktebillede i en dimension
f (x; y) Kontinuert formulering af det esaktebillede i to dimensioner
fpd L�sning beregnetaf Primal Dual
fNewton L�sning beregnetaf Newton
g Gradienten
G L >

�
B inv 0

0 B inv

� "
1 + (2 � 00 � � 0� 2 ) � D x �f p d � �u (2 � 00 � � 0� 2 ) � D x �f p d � �u

(2 � 00 � � 0� 2 ) � D x �f p d � �v 1 + (2 � 00 � � 0� 2 ) � D y �f p d � �v

#

L

h n� 1

hx n� 1

hy m� 1

hNewton Skridt Newton tager for at kommen�rmre l�sningen
hMarquardt Skridt Newton tager for at kommen�rmre l�sningen
H eksakt Eksakt beregnetHessian- beregnetaf Newton
H Marquardt Tiln�rmelsen til Hessianmatricen - beregnetaf Marquardt
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I Enhedsmatricen
J Jacobi matricen
K Diskret formulering af punktsspredningsfunktionen
K (s; t) Kontinuert formulering af punktsspredningsfunktionen
K (x; y; x0; y0) Kontinuert formulering af punktsspredningsfunktioneni 2d
l Diskretisering af y

L
�

D x

D y

�

Lx Toeplitz matrix med dimensionerm � n
Ly Toeplitz matrix med dimension(m � 1) � (n � 1)
m Antal af pixel i y-retningen
n Antal af pixel i x-retningen
Nb�lge Antal seismiske b�lger (geofysiskproblem)
Nmaale Antal m�alestationer(geofysiskproblem)
Nx Antal inddelinger i x-retningen (geofysiskproblem)
Ny Antal inddelinger i y-retningen (geofysiskproblem)
O l�b etiden
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2 Forord

Dennerapport er resultatet af et midtvejsprojekt skrevet p�a Instituttet for
Informatik og Matematisk Modellering (IMM), DTU under ledelseaf Per
Christian Hansenog Hans Bruun Nielsen.Rapporten er lavet p�a baggrund
af det arbejde og de unders�gelser,der er lavet i l�b et af 13-ugersperioden
for�aret 2004ogdenefterf�lgende3 ugersperiode,oger sat til 15ECTS points.
Vi har opbygget projektet som en r�kk e unders�gelser,og vil i den forbin-
delseikke udarbejdeen f�rdig programpakke. Alle funktioner programmeres
i programmeringssprogetMatlab.

Kgs. Lyngby, Juni 2004.

Christian Eske Bruun, s011511 Trine Brandt Nielsen,s011288
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Problemformulering

3 Problemform ulering

Midtv ejsprojekt, for�ar 2004,IMM

Point: 15

Start: 2. februar 2004. A
ev ering: 25. juni 2004

Rekonstruktion af skarpe billeder ud fra st�jfyldte data er et problem som
optr�der i mangeanvendelser.God rekonstruktion af kanterne i dissebil-
leder kr�v er optimering af en kriteriefunktion som involverer 1-normen af
l�sningen.

I dette projekt udvikles og implementeres Matlab-algoritmer til disseopti-
meringsproblemer,med udgangspunkti [2]. Implementeringerne skal kunne
danneudgangspunktfor implementeringeni enny modul�r ogobjekt-orienteret
programpakke. Algoritmerne testesp�a problemerfra billedbehandlingog sei-
misk geofysik[1].

[1] Guust Nolet, Solving or ResolvingInadequateand Noisy Tomographic
Systems,J. Comp. Phys., 61 (1985), pp. 463-482

[2] Curtis R. Vogel,Computational Methods for InversePrioblems, SIAM,
Philadelphia, 2002
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Introduktion

4 In tro duktion

I dennerapport vil vi besk�ftige osmed rekonstruktionen af skarpe billeder
hovedsageligtudfra st�jfyldte data. Ved hj�lp af et udtv�rret billede, en
udtv�ringsmatrice og en matematisk model vil vi s�ge det skarpe billede.

Normalt er rekonstruktionsalgoritmer hovedsageligtbaseretp�a mindste kva-
draters metode. L�sninger til dissevil v�re kontinu�rte, og vil kun visuelt
v�re i n�rheden af det originale billede, hvis dette er kontinu�rt. Hvis det
originale billede derimod indeholder kanter, dvs. punkter med diskontinu�-
ritet, vil l�sningen ikke v�re tilsvarendegod. For at l�se dette problem in-
troduceresTotal Variation, som vil blive gjort til genstandfor unders�gelse
i dennerapport.

Voresm�al er at rekonstruerebilleder s�a pr�cist som muligt ved brug af re-
gulariseringsalgoritmermed Total Variation. Vi vil implementere forskellige
algoritmer, der alle har til form�al at �nde et minimum til en matematisk
model, der kan afbilledes i en rekonstruktion. Vi vil starte med at studere
denrelevante teori, og implementere forskelligealgoritmer i en-dimension.Vi
�nsker hermedat opn�a den grundl�ggende forst�aelsefor Total Variation.

I andendel af voresprojekt, vil vi behandleTotal Variation i relation til to
dimensionelleproblemer, idet vi, som for det en-dimensionelletilf�lde, vil
implementere forskellige algoritmer, der har til form�al at minimere en mate-
matisk model. Vi har i den forbindelseudvalgt forskellige testproblemer af
st�rrelsesordenen(i pixel) 20� 20 og 50� 50, som vi har afpr�v et p�a vores
algoritmer. Voresm�al er, at opn�a en algoritme, somkan k�re medet rimeligt
tidsforbrug, idet vi i s�a fald vil fors�ge, at �ndre st�rrelsen p�a testproble-
mernetil 100� 100.

Sluttelig vil vi behandleet geofysiskproblem ved hj�lp af Total Variation,
hvor et udsnit af et jordlag betragtessomdet eksaktebillede. Med udgangs-
punkt i vores algoritmer, en matematisk model og en udtv�ringsmatrice
dannet p�a baggrund af seismiske b�lger vil vi fors�ge at rekonstruere jord-
lageneunder jordens over
ade. I en billedrekonstruktion (behandlet i f�rste
del af rapporten) arbejder vi med udtv�ringsmatricer, der for�arsageren lo-
kal udtv�ring af det eksaktebillede. Dette betyder, at hver pixel udtv�rres
p�a sammem�adei det tilsvarendeudtv�rrede billede. I den geofysiske rekon-
struktion arbejder vi derimod med b�lger, og dette medf�rer, at hver pixel
ikke udtv�rres p�a sammem�ade i det tilsvarendeudtv�rrede billede. I rela-
tion til det geofysiske tilf�lde er vi interessereti, om vores algoritmer kan
gendannedet eksaktebillede.
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Teori, 1 dimension

5 Teori, 1 dimension

5.1 Foldning

I f�rste del betragter vi en-dimensionelleproblemer, idet vi benytter funk-
tioner af en variabel til at repr�sen tere en-dimensionellebilleder. Vi har
de�neret, at funktionen f (t) repr�sen terer det eksaktebillede, og funktionen
d(s) det uskarpe og st�jb eh�ftede billede. Sammenh�ngen mellem f (t) og
d(s) kan beskrives ved en afbildning. Denne afbildning kan udtrykkes ved
hj�lp af f�lgende integral:

Z 1

0
K (s; t) f (t) dt = d(s) 0 � s � 1 (1)

hvor K (s; t) er vorespunktspredningsfunktion,der aleneafh�nger af forskel-
len mellem de to uafh�ngige variabler s og t. Dissevariabler ligger beggei
intervallet [0; 1]. d(s) er de m�alte data, og f (t) er det, vi skal �nde. De m�alte
data i d(s) vil altid v�re p�avirket af fejl, da m�alefejl som bekendt ikke kan
undg�as.

Integralet i (1) kaldes en foldning, idet K (s; t) kun afh�nger af forskellen
mellem s og t. Et eksempel p�a s�adan en foldning er:

K (s; t) = exp(� (s � t)2)

Foldninger har en udtv�rende e�ekt, da integralet i praksisd�mp er de h�je
frekvenser i f (t). Ydermere er det en "Fredsholm integralligning af f�rste
art", idet vi kender K (s; t) og d(s), mensf (t) er ukendt i (1). Den inverse
procesaf foldningen for�ger derimod de h�je frekvenser1.

5.2 Rekonstruktion

Vi �nsker at �nde f (t), somopfylder (1). S�afremt der er st�j i d(s), er det ikke
den bedstefremgangsm�adeat �nde det f (t), sompr�cist opfylder (1). Dette
skyldes,at det f (t), i s�a fald ville v�re alt for p�avirket af st�jen fra d(s).
Det er tilstr�kk eligt at �nde en funktion f (t) som tiln�rmer (�tter) d(s).
Da der imidlertid er mangefunktioner f (t), som�tter d(s) tilstr�kk eligt, er
det n�dv endigt medyderligereet kriterie til at fastl�gge f (t) entydigt. Dette
ekstra kriterie f�ar vi ved at opstille problemet som et optimeringsproblem,
for hvilket vi �nsker at �nde den f (t), som minimerer en kombination af en

1P.C. Hansen / Deconvolution and regularization omtaler dette som \desmoothing
proces" (side 329)
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Teori, 1 dimension Rekonstruktion

residue-normog et straf-/regulariseringsled,
. Dennekombination vil frem-
over blive kaldt voreskriteriefunktion T(f )

Til at starte medbetragter vi 
 somenpositiv skalar funktion, somafh�nger
af f (t):

T(f ) =
1
2

kK (s; t)f (t) � d(s)k2
2 + � 
( f (t)) (2)

Vi �nsker, at �nde det f (t), der minimerer voreskriteriefunktion T(f ).

I kriteriefunktionen (2) indg�ar to-normen af en funktion. to-normen af en
vilk�arlig funktion g(x) er de�neret p�a f�lgende m�ade:

kg(x)k2 = [
R1

0 (g(x))2dx]
1
2

Ovenn�vn te regulariseringsled
( f (t)), er enfunktion, vi v�lger. Funktionen
kunne v�re kdf (t)

dt k2
2, men problemet med at v�lge to-normen er, at den ville

v�re megetf�lsom overfor vilde punkter, idet alle punkter - inklusiv de vilde
- kvadreres.Vilde punkter er punkter, der afviger meget fra den generelle
tendensblandt punkterne. Dissevilde punkter er ofte punkter, der er beh�f-
tet med store fejl, eksempelvis a
�sningsfejl. Et-normen er derimod robust
overfor vilde punkter, og derfor har vi valgt at s�tte 
( f (t)) = k df (t)

dt k1. I af-
snit 6, \Algoritme, endimension", har vi lavet en test af dennedel af teorien.

St�rrelsen af df (t i )
dt angiver hvilke overgange,vi har i billedet. Hvis df (t i )

dt er
stor i forhold til restenaf elementerne i gradienten, betyder det, at vi har et
diskontinu�rt punkt. Overgangener derimod ikke stor, hvis df (t i )

dt er lille, og
i s�a fald er der tale om et punkt uden diskontinu�ritet.

Voresproblem lyder s�aledes:

minf f 1
2kK (s; t)f (t)dt � d(s)k2

2 + � kdf (t)
dt k1g

kdf (t)
dt k1 er ikkedi�erentiabelt i t = 0, derfor v�lger vi at erstatte dette udtryk

med et andet udtryk, der er di�erentiabelt i hele intervallet:


( f ) = k[(
df (t)

dt
)2 + � 2]

1
2 k1 (3)

hvor � er et lille tal. Herved opn�ar vi, at udtrykket er di�erentiabelt i hele
intervallet.

6



Teori, 1 dimension Rekonstruktion

Vi er nu stand til at opskrive problemformuleringen, der benyttes i Total
Variation:

minf f
1
2

kK (s; t)f (t)dt � d(s)k2
2 + � k[(

df (t)
dt

)2 + � 2]
1
2 k1g (4)

I det ovenst�aendehar vi formuleret problemet (4) ved hj�lp af funktioner.
Vi vil herefter formulere problemstillingen diskret, og i det f�lgende vil den
diskrete formulering v�re skrevet med fed. For at kunne lave dennediskre-
tisering, skal vi starte med at de�nere det net2, vi operereri. Vi starter med
at lave en inddeling af t's interval i n punkter, hvor n er et heltal. t ligger
somtidligere n�vn t i intervallet [0; 1]. Inddelingenaf t's interval bliver:

t i = i � h ; h = 1
n ; i = f 1; 2; : : : ; n � 1; ng

Vi har lavet en �kvidistan t inddeling af t. Vi laver dern�st samme�kvidi-
stante inddeling af s.

Vi de�nerer nu den diskrete formulering af f (t) og d(s):

vektoren f best�ar af : f i = f (t i )
vektoren d best�ar af : d i = d(si )

f repr�sen terer det eksaktebillede, vi �nsker at �nde, og d repr�sen terer det
sl�rrede/st�j-p �avirkedebillede.

For at �nde et udtryk for vores integraloperator K (s; t) udtrykt som en
matrix, er vi n�dt til at se p�a vores oprindelige integralligning (1). Vi er i
stand til at omskrive denneintegralligning p�a f�lgende m�ade:

R1
0 K (s; t) f (t) dt = d(s)

+
P n

j =1 hK (s; t j )f (t j ) � d(s)

+
P n

j =1 hK i;j f j = d i

Ovenst�aendeomskrivingenviser, at K i den diskrete formulering er:

2engelsk:grid
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Teori, 1 dimension Rekonstruktion

K i;j = hK i;j

Vi �nsker at opstille (4) ved hj�lp af vektorer og matricer for at opn�a en
diskret formulering. Det er derfor n�dv endig at bestemmeapproximationen
til df (t i )

dt , ved matrix operationer.

St�rrelsen df (t)
dt kan approximeres,ved at lave en forl�nsappro ximation:

df (t i )
dt � (f (t i +1 )� f (t i ))

h

h er afstandenimellem de t-v�rdier, hvor vi beregnerf (t).

Vi laver en variabel transformation af t:

t = � h

Herved kommer udtrykket til at seud p�a f�lgende m�ade:
df (t i )

d� = df (t i )
dt

d(t i )
d� = df (t i )

dt h

Inds�tter vi forl�nsappro ximationen til df (t i )
dt , f�ar vi:

df (t i )
dt

�
(f (t i +1 ) � f (t i ))

h
h = f (t i +1 ) � f (t i ) (5)

I den diskrete formulering, f�ar vi at:

df (t i )
dt

� f (t i +1 ) � f (t i ) � f i +1 � f i (6)

Det er i denneforbindelsevigtig at bem�rk e, at approximationeren til df (t i )
dt i

dendiskrete formulering (6) er approximeret to gange.F�rst meden forl�ns-
approximation ogdereftermeddenapproximation, der kommer i tilkn ytning
til diskretiseringen.

Vi kan omskrive approximation (6) ved en matrix operation.

� = Df (7)

hvor D er en Toeplitz matrix af st�rrelsen n� n-1. Et eksempel p�a D , hvor
n=4 ville seud somf�lger:

D n=4 =

2

4
� 1 1 0 0
0 � 1 1 0
0 0 � 1 1

3

5 (8)

Regulariseringsleddetsomde�neret i (3) kan man ogs�a opskrive diskret:
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Algoritme, en dimension
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Figur 1: Approximationer til den absolutte funktions v�rdi. Ud af x-aksen
er v�rdien af u og p�a af y-aksenl�b er funktionsv�rdien. Den nederstelinie
er de absolutte v�rdier (bl�a kurve) og den �v erste(r�de linie) viser  � 2 =p

u + � 2 (hvor u = � � 2), her er � = 0:1


( f (t)) = k[( df (t)
dt )2 + � 2]

1
2 k1 � 1

2

P n� 1
i=1  i

 i = 2
p

u i + � 2 , hvor u i = � i
2

Man serp�a �gur 1, hvorledesvi b�adeopn�ar dobbelt di�erentiabilitet ogsamti-
dig reducererp�avirkningen af voresmodel, n�ar vi sammenlignerde absolutte
v�rdier (den bl�a kurve) med  = 2

p
u + � 2 (den r�de kurve).

Vi har valgt, at � skal v�re en fast st�rrelse gennemiterationerne, og vi har
sat den til � = 10� 4. St�rrelsen for � i alle praktiske problemern�dv endigvis
m�a afh�nge af st�rrelsen for � .

Vi kan nu opskrive den diskrete formulering af (4).

minf f
1
2

kKf � dk2
2 + �

1
2

n� 1X

i =1

 i g (9)

6 Algoritme, en dimension

Vi har implementeret funktionen endim.m, der udregnervoreskriteriefunk-
tion for et en-dimensionelttestproblem med henholdvisen- og to-normen.
Afh�ngigt af inputtet, betyder dette:
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Algoritme, en dimension St�jniv eauetbetydning for alpha

T(f ) = 1
2kK (s; t)f (t)dt � d(s)k2

2 + � kdf (t)
dt k1

eller

T(f ) = 1
2kK (s; t)f (t)dt � d(s)k2

2 + � kdf (t)
dt k2

2

Eksempel p�a kald:
%parametre s�ttes
beta = 1e-4;
alpha = 0.1;
[K,d,f] = wing(40);
d = d + 1e-1* rand(size(d));

[x,fx] = fminsearch(@endim,f,[],K, d,a lpha ,bet a,1) ;

Hvor 'wing' er et problem taget fra \Regularization Tools"3. Det er et test-
problem med en diskontinuert l�sning. K bliver af st�rrelsen n � n. Kondi-
tionstallet for K = wing(40) er 2:97� 1019.

Nederst p�a �gur 2 sestil venstre den regulariseredel�sning baseretp�a et-
normen, og til h�jre er plottet den regulariseredel�sning baseret p�a to-
normen.

P�a �gur 3 har vi til h�jre plottet forskellen p�a den regulariseredel�sning
baseret p�a et-normen og den eksakte l�sning, og til venstre har vi plottet
forskellen mellem den regulariseredel�sning baseret p�a to-normen og det
eksaktebillede. Den maksimale forskel p�a et-normen er cirka 0.035,og p�a
to-normen er forskellen p�a enkelte punkter lig 0.2. Vi kan s�aledesudlede,at
et-normengiver det bedsteresultat for funktioner meddiskontinu�rte punk-
ter, hvorimod to-normen ikke er i stand til at gendannediskontinu�riteterne
i det originale billede.

6.1 St�jniv eauet betydning for alpha

� er envigtig parameter,da denneindg�ar somendel af voresregulariserings-
/stra
ed, 
 . If�lge teorien, er der ikke brug for regulariseringsleddet,
 , hvis
d ikkeer st�jb elagt,ogderfor skal � v�re 0 ellers�ttes lavt. Ligeledesfremg�ar
det, at n�ar der er st�j p�a d, skal vi regulariserevores matematiske model.
Der er imidlertid ikke enfuldst�ndig klar sammenh�ng mellemst�jen ogden

3A Matlab Packagefor Analysis and Solution of Discrete Ill-P osedProblems, Version
3.1 for Matlab 6.0 af Per Christian Hansen,IMM
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NewtonsAlgoritme
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Figur 2: �v erst til venstre sesden eksakte l�sning p�a et en-dimensionelt
problem, til h�jre er plottet af h�jresiden (d). De nedersteplot er de re-
gulariseredel�sninger baseretp�a et-normen (til venstre) og to-normen (til
h�jre)
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Figur 3: Her er plottet forskellen mellem den eksaktel�sning og de regulari-
seredel�sninger baseretp�a et-norm og to-norm

speci�kke st�rrelse af � . Men vi ved,at jo merest�j der tilf�jes d, destost�rre
v�gt skal der v�re p�a regulariseringsleddet,og desto h�jere skal � s�ttes.
Nedenfori afsnit 7.2.1tester vi betydningenaf � i forhold til problematikken
med og uden st�j p�a h�jresiden, d.

7 Newtons Algoritme

Newtons algoritme �nder et minimum for en matematisk model, og rekon-
struerer i sig selv ikke billedet. Det rekonstrueredebillede er derimod et
minimum for den matematiske funktion. Vi �nsker at minimere problemet:

T = 1
2kKf � dk2

2 + � 
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NewtonsAlgoritme

N�ar vi har fundet minimum af voresmodel (kriteriefunktion), kan vi herefter
afbildededette somdet rekonstrueredebillede.

Vi kan, som tidligere n�vn t, omskrive 
 til et udtryk, som indeholder et-
normen.Dette udtryk kan vi atter approximere ved hj�lp af en summation.
Herved f�ar vi:


 � 1
2

P n� 1
i=1  i

I det ovenst�aendeudtryk er  givet ved:

 i = 2
p

u i + � 2

hvor u i for det en-dimensionelleproblem er u i = � i
2. � er de�neret som

i (7). Vi har valgt at benytte ovenst�aendeapproximation til et-normen, da
det er en god approximation, og da den er di�erentiabel i hele forl�b et.

Newtons metode bygger p�a, at funktionen, der skal minimeres, er mindst
to gangedi�erentiabel, dermed kan s�avel gradienten (den f�rste a
edede)
som Hessianen(den anden a
edede) beregnes.Dette er grunden til, at den
approximation, vi anvendertil at approximereet-normen,ogs�a skal v�re dif-
ferentiabel i nul. Newtonsalgoritme er ved hj�lp af gradienten og Hessianen
i stand til at beregneretningen og l�ngden af det skridt, der skal tages,for
at kommel�sningen n�rmere, dvs. det minimum der s�ges.

Herefter beregnervi gradienten og Hessianenaf vores kriteriefunktion (T ).
Vi starter med at beregnedisseto st�rrelser for voresregulariseringsled
 .


 = 1
2

P n� 1
i=1  i

 i = 2
p

u i + � 2, u i = � i
2

� i = f i +1 � f i ; i = 1; 2; :::; n � 1

d 
du = 1 � (

p
u + � 2) = 2 � (2

p
u + � 2) = 2 �  

d� i
2

df i
= 2f i � 2f i +1 ; @� i � 1

2

@f i
= 2f i � 2f i � 1

Ved hj�lp af k�dereglen for di�erentation kan vi nu beregneet udtryk for
gradienten af 
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NewtonsAlgoritme


 0
j = 1

2

P
j

2
 j � 1

(2f j � 2f j � 1) + 2
 j

(2f j � 2f j +1 )

m

 0

j =
P

j
� 2

 j � 1

f j � 1 + ( 2
 j � 1

+ 2
 j

)f j � 2
 j

f j +1

Vi omskriver udtrykket for gradient af regulariseringsledet(

0
) i en vektor:



0

=

2

6
6
6
6
6
6
6
4

2
 1

f1 � 2
 1

f2

� 2
 1

f1 + ( 2
 1

+ 2
 2

)f2 � 2
 2

f3

�
� 2

 n � 2
fn� 2 + ( 2

 n � 2
+ 2

 n � 1
)fn� 1 � 2

 n � 1
fn

� 2
 n � 1

fn� 1 � 2
 n � 1

fn

3

7
7
7
7
7
7
7
5

Vi beregnerherefter Hessianenaf regulariseringsleddet.Betragtesudtrykket
for gradienten af regulariseringsleddet,sesdet, at dette er et produkt af to
st�rrelser, der beggeindeholder f . De to st�rrelser er henholdsviset udtryk
med  og st�rrelsen af f . For at di�erentiere dette produkt, starter vi med
at fastholdest�rrelsen kun best�aendeaf f .

d2 
du = � 1 � (2(u + � 2)) � 3

2 = � 1
2 � 8 � (2

p
u + � 2) = � 4 �  � 3


 00
j = 1

2

P
j

� 4

 3

j � 1

(2f j � 2f j � 1)
@� 2

j � 1

@fk
+ � 4

 3

j

(2f j � 2f j +1 )
@� 2

j

@fk

For k = j � 1; k = j; k = j + 1 opn�ar vi bidrag forskellige fra nul.

@� 2
j � 1

@fk

@� 2
j

@fk

k = j � 1 2f j � 1 � 2f j 0
k = j 2f j � 2f j � 1 2f j � 2f j +1

k = j + 1 0 2f j +1 � 2f j

@2

@� 2

j @� 2
j � 1

= 1
2

P
j

� 4

 3

j � 1

(2f j � 2f j � 1)(2f j � 1 � 2f j ) = 8

 3

j � 1

(f j � f j � 1)2

@2

@(� 2

j )2 = 1
2

P
j

� 4

 3

j � 1

(2f j � 2f j � 1)(2f j � 2f j � 1) + � 4

 3

j

(2f j � 2f j +1 )(2f j � 2f j +1 ) =
P

j
� 8

 3

j � 1

(f j � f j � 1)2 + � 8

 3

j

(f j � f j +1 )2

@2

@� 2

j @� 2
j +1

= 1
2

P
j

� 4

 3

j

(2f j � 2f j +1 )(2f j +1 � 2f j ) = 8

 3

j

(f j � f j +1 )2

Det ovenst�aendekan ogs�a samlesi matrix.
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NewtonsAlgoritme

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 8
 3

1
( f 1 � f 2 ) 2 8

 3
1

( f 1 � f 2 ) 2

8
 3

1
( f 2 � f 2 ) 2 � 8

 3
1

( f 2 � f 1 ) 2 + � 8
 3

2
( f 2 � f 3 ) 2 8

 3
2

( f 2 � f 3 ) 2

� � �
8

 3
n � 2

( f n � 1 � f n � 1 ) 2 � 8
 3

n � 2
( f n � 1 � f n � 2 ) 2 + � 8

 3
n � 2

( f n � 2 � f n � 1 ) 2 8
 3

n � 1
( f n � 1 � f n ) 2

8
 3

n � 1
( f n � f n � 1 ) 2 � 8

 3
n � 1

( f n � f n � 1 ) 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Vi beregnernu det andet led, der kommer til at indg�a fra produktet. Denne
gang fastholder vi st�rrelsen  og di�erentierer f j med hensyn til fk , hvor
k = [1; :::; n]. Herved opn�ar vi f�lgende matrix, hvor de enestebidrag st�ar i
tridiagonalen:

2

6
6
6
6
6
6
6
4

2
 1

� 2
 1

� 2
 1

2
 1

+ 2
 2

� 2
 2

� � �
� 2

 n � 2

2
 n � 2

+ 2
 n � 2

� 2
 n � 1

� 2
 n � 1

2
 n � 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

Vi er nu i stand til at opstille den samledeHessianfor regulariseringsleddet:


 00 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

2
 1

� 2
 1

� 2
 1

2
 1

+ 2
 2

� 2
 2

� � �
� 2

 n � 2

2
 n � 2

+ 2
 n � 2

� 2
 n � 1

� 2
 n � 1

2
 n � 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

+

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 8
 3

1
( f 1 � f 2 ) 2 8

 3
1

( f 1 � f 2 ) 2

8
 3

1
( f 2 � f 2 ) 2 � 8

 3
1

( f 2 � f 1 ) 2 + � 8
 3

2
( f 2 � f 3 ) 2 8

 3
2

( f 2 � f 3 ) 2

� � �
8

 3
n � 2

( f n � 1 � f n � 1 ) 2 � 8
 3

n � 2
( f n � 1 � f n � 2 ) 2 + � 8

 3
n � 2

( f n � 2 � f n � 1 ) 2 8
 3

n � 1
( f n � 1 � f n ) 2

8
 3

n � 1
( f n � f n � 1 ) 2 � 8

 3
n � 1

( f n � f n � 1 ) 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Vi er ligeledesi stand til at beregneudtrykkenefor gradienten og Hessianen
ved hj�lp af matrix operationer.4

Gradienten kan beregnesved f�lge operationer:

L(f ) = D > diag( 0) D

Gradienten af regulariseringsleddetbliver:


 0 = L(f )f

I ovenst�aendeformel er diag( 0) de�neret somen diagonalmatrix, hvor der
p�a den (i,i)'te plads, st�ar den i'te v�rdi af  a
edet med hensyntil � � 2.

4Udtryk for matrix operationer anvendt til at beregnegradient og Hessianer taget fra
bogen\Computational Methods for inverseproblems", Vogel side 132-133
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NewtonsAlgoritme

 0 = d 
du = 1 � (

p
u + � 2) = 2 � (2

p
u + � 2) = 2 �  

For det en-dimensionelleproblem, inds�tter vi somf�rn�vn t u j = � 2
j

For at beregnegradienten, anvendesder en st�rrelse D . Dennest�rrelse er
stadig de�neret p�a f�lgende m�ade:

D =

n
z }| {
2

6
6
6
6
6
4

� 1 1 0 0 0 0 0
0 � 1 1 0 0 0 0
0 0 � 1 1 0 0 0
0 0 0 � 1 1 0 0
0 0 0 0 � 1 1 0
0 0 0 0 0 � 1 1

3

7
7
7
7
7
5

9
>>>>>=

>>>>>;

n � 1

I ovenst�aendeeksempel p�a D er n= 7

Ved hj�lp af D kan � beregnesved brugen af matrix operationer.

� = Df

Matrix operationernetil at beregneHessianener somf�lgende:

L0(f )f = D > diag(2(Df ) � 2 �  00) D

 00= d2 
du = � 1 � 2(u + � 2)� 3

2 = � 1
2 � 8 � (2

p
u + � 2) = � 4 �  � 3

Hessianenfor regulariseringsleddetbliver:


 00= L(f ) + L0(f )f

Vi kan nu omskrive gardienten og Hessianenfor vores kriteriefunktion i en
dimension.

Kriteriefunktionen: T = 1
2kKf � dk2

2 + � 

F�rste a
eddet: T

0
= K T (Kf � d) + � 


0

Anden a
eddet: T
00

= K T K + � 

00

Vi har valgt at bruge f�lgende pseudokode til implementation af Newtons
metode5.

� := 0;
f 0 := startg�t;
starter Newton iteration

5Pseudokoden til den implementation er taget fra bogen 'Computational Methods for
inverseproblems', Vogel, side 135
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NewtonsAlgoritme Test af Newton i en dimension

% gradient
g� := K > (K f � � d) + � L (f � )f � ;
% Hessian af regulariserings leddet
H j := L (f � ) + L 0(f nu )f � ;
% Hessian af kriteriefunktionen
H := K > K + �H j ;
% Newton skridtet
s� := � H � 1g� ;
% linies�gning
� � := argmin � > 0T(f � + � s� )
% opdatere approximeret l�sning
f � +1 := f � + � s�

� := � + 1;
slutter Newton iteration

Vi har benyttet en linies�gning til at fastsl�a, hvor langt et skridt, Newton
metoden skal tage. Den linies�gning, vi har benyttet, er en s�akaldt 'bl�d'
linies�gning (soft linesearch), og denne er hurtigere end en 'pr�cis' linie
s�gning (exact linesearch). Derimod �nder den ikke det eksakteminimum
(skridtl�ngde), men en snarereen tiln�rmelse af den skridtl�ngde, vi skal
tage. Dennetiln�rmelse er dog tilfredsstillende.

Stopkriterierne vi har valgt at implementere for Newton metoden er hen-
holdsvisst�rrelsen af gradienten, l�ngden af skridtet og det maksimaleantal
iterationer. V�rdierne for dissemedtagesi en vektor, stop vek.

7.1 Test af Newton i en dimension

For at belysei hvilken udstr�kning Newton algoritmen, med et tilfredsstil-
lende resultat, kan �nde det minimum for kriteriefunktionen, som vi s�ger,
har vi foretageten r�kk e tests.Vi arbejdermedtre forskelligetestproblemer,
der alle har det til f�lles, at de indeholder punkter med diskontinuitet. De
tre problemersesp�a �gur 4.

F�rst kigger vi p�a testproblem 1 - uden st�j:
Testproblem:
[K,d,f ex] = problem1(32,0);

genereltkald:
[f newton,stop] = TVnewton(K,d, � , � ,stop vek,gang,start x)
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NewtonsAlgoritme Test af Newton i en dimension

0 5 10 15 20 25 30
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0 5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

15

20

25

Figur 4: Fra venstremod h�jre sesproblem 1, problem 2 og problem 3
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Figur 5: Newtons l�sning for modellen uden st�j. �v erst sesden eksakte
l�sning (punkteret r�d) plottet mod denrekonstrueredel�sning (bl�a). Nederst
sesto sammenfaldendelinier henholdsvisd (punkteret r�d) og K*f newton
(bl�a)

kald:
[f newton,stop] = TVnewton(K,d,1e-6,1e-4,[1e-7, 1e-8,40],1, [])

P�a det �v ersteplot p�a �gur 5 sesNewtonsalgoritmens l�sning af et diskon-
tinu�rt problem uden st�j. Det skal i den forbindelsen�vnes, at algoritmen
stopper p�a det stopkriterie, som vi �nder acceptablet, idet gradienten bli-
ver mindre end det opsatte stopkriterie. Fremover vil vi, medmindre andet
er angivet, kun acceptereat algoritmen stopper p�a netop dette stopkriterie.
Betragtes �guren, sesdet, hvordan Newton metoden har genfundetdiskon-
tinu�riteterne i billedet. Det nedersteplot (�gur 5) viser, at h�jresiden, d,
(punkteret r�d) er identisk meddenrekonstrueredel�sning multipliceret med
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udtv�ringsmatricen (bl�a). Dette sammenfaldaf de to linjer viser, at rekon-
struktionen ligger t�t op af det eksaktebillede.

Vi �nsker at unders�ge, om Newton algoritmen ogs�a kunne l�se problemer,
der er st�jb eh�ftet. Vi tilf�rer relativ st�j (10� 3 � kdk1 ) � ( st�j vektor

kst�j vektor k1 ) )
6

og foretagerherefter en rekonstruktion7. Figur 6 viser, at Newton metoden
ogs�a kan h�andtere problemer,der er st�jb eh�ftet. Rekonstruktion er visuelt
tilsvarendegod somfor det st�jfrie problem, og vi ser igen sammenfaldetaf
d og Kf p�a det nedersteplot.
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Newtons loesning
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0
d = K*f_ex
K*f_newton

Figur 6: Newtons l�sning med st�j. �v erst sesden eksakte l�sning (r�d)
plottet mod denrekonstrueredel�sning (bl�a). Nederstsesto sammenfaldende
linier hhv K � fnewton (bl�a) og d (r�d)

Vi laver tilsvarendeunders�gelserfor problem 2 og problem 3, og p�a �gur 7
sesresultatet af l�sningen udf�rt af algoritmen for de st�jb elagtetilf�lde.

Vi kiggerderefterp�a konvergensforl�bet af uendelignormenaf gradienten. P�a
�gur 8 ser vi, hvorledesNewton bruger forholdvis mange iterationer p�a at
kommei n�rheden af l�sningen. N�ar den er i n�rheden af l�sningen, bruger
den dog ikke mangeiterationer f�r denstopper grundet stopkriteriet for gra-
dienten.

6hvor st�j vektor er en vektor indeholdendeabsolut st�j
7� s�ttes til 10� 5

18



NewtonsAlgoritme Valg af alpha

0 10 20 30
0

1

2

3

4

5

6
Problem 2

Newton loesning
Eksakte loesning

0 10 20 30
0

5

10

15

20

25
Problem 3

Newton loesning
Eksakte loesning

Figur 7: Newtons l�sning med st�j. Til venstre sesproblem 2 og til h�jre
problem 3. � er for beggeproblemersat til 10� 7
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Figur 8: Her sesuendelignormenplottet mod antal iterationer for henholdsvis
testproblem 1, 2 og 3

Vi udleder herefter, at Newton algoritmen er en hensigtsm�ssig algoritme
til at �nde det minimum, vi kan afbillede som rekonstruktionen af billedet.
Dog servi, at metoden bruger mangeiterationer p�a at n�rme sig l�sningen.
Under ovenst�aendetestshar vi ogs�a erfaret,at parameteren� , der afg�r, hvor
stor en indfyldelseregulariseringsleddethar, har en betydning for kvaliteten
af rekonstruktionen.

7.2 Valg af alpha

7.2.1 Unders�gelse af st�jniv eauets betydning for alpha

For at opn�a engra�sk tilfredsstillenderekonstruktion, vil vi unders�gest�rrelsen
af � i forhold til problematikken med og uden st�j p�a h�jresiden, jf. afsnit
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6. Vi vil ligeledesse p�a antallet af iterationer, og det tidsforbrug der er
p�akr�v et for at opn�a den �nskederekonstruktion. For at unders�ge hvilken
betydning st�rrelsen af � har i rutinen for TVnewton.m, arbejder vi med de
tre testproblemer,somvi tidligere har anvendt i afsnit 7.1.For at s�tte fokus
p�a � 's betydning i forbindelsemed rekonstruktionen, fastholdt vi alle andre
parametre i kaldet til Newton algoritmen end � :

TVnewton(K,d,alpha,1e-4,[1e- 7,1 e-8, 100] ,[], 1)

Vi laver herefter adskillige rekonstruktioner af samtlige testproblemerb�ade
medogudenst�j 8. I samtlige testproblemerer konditionstallet for K matricen
(for st�rrelsen 32� 32) lig 1:24� 103. For hvert af de tre testproblemer,starter
vi med en relativt h�j � = 0.001,og lader derefter dennev�rdi falde loga-
ritmisk til � = 10� 8. P�a �gur 9, 10 og 11 sesNewton algoritmens l�sninger
markeret somenbl�a linie ogdenr�de punkteredelinie er deneksaktel�sning.
For samtlige l�sninger udenst�j, sesdet, at som� v�rdien formindskes,bliver
rekonstruktionen bedreog bedre,dogkun til en vis gr�nse. Dette skyldes,at
numeriske fejl medf�rer, at rekonstruktionen bliver mindre tilfredsstillende i
forhold til det eksaktebillede. Uden st�j er der ikke brug for regulariserings-
leddet i vores kriteriefunktion, og derfor skal � optimalt s�ttes til 0, n�ar
der ikke er st�j. For rekonstruktionerne med st�j, sesdet, at som � falder
medtages
ere detajler, ogp�a et tidspunkt st�j. St�jens tilstedev�relse bet�d
samtidig, at � skal s�ttes h�jere end det tilsvarendest�j-frie problem, f�r vi
opn�ar en gra�sk l�sning, der ligger t�t op af det eksaktebillede.

7.2.2 Iterativ beregning af l�sningen

Vi �nsker at se,om det kunne betalesig at beregnel�sningen iterativt og for
hver iteration medtageden foreg�aendel�sning. Derfor opbyggesalgoritmen
TVnewton.ms�aledes,at der kan medtageset startg�t p�a l�sningen.9

Vi ops�tter et script, alpha script.m , og udregner l�sningen p�a et givent
testproblem med en relativt h�j v�rdi for � . L�sningen p�a dette problem
medtagervi i n�ste kald, hvor v�rdien for � blev sat ned. Vi lavedesam-
tidigt en beregning af l�sningen uden at medtage startg�t. Efter denne
fors�gsr�kk e er vi i stand til at plotte henholdvis antallet af iterationer og

8St�jen s�ttes atter relativt
9Hvis der ikke medtagesstartg�t, s�ttes dette til en konstant vektor af sammel�ngde

som d, indeholdendemiddelv�rdien af d.
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Figur 9: Problem 1 - til venstrerekonstruktioner udenst�j, til h�jre medst�j
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Figur 10: Problem 2 - til venstre rekonstruktioner uden st�j, til h�jre med
st�j
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Figur 11: Problem 3 - til venstre rekonstruktioner uden st�j, til h�jre med
st�j
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Figur 12: Til venstre sesiterationer som funktion af � , til h�jre tiden som
funktion af �

tid brugt p�a udregningernesomfunktion af � . Dette sesp�a �gur 1210. I den
forbindelse skal det bem�rk es, at vi starter med en h�j � og lader denne
v�rdi falde, dvs. grafen skal l�ses fra h�jre mod venstre. P�a �guren er den
r�de fuldt optrukne linie henholdsvisantallet af iterationer ogtiden for kaldet
uden startg�t. Den r�de stiplede linie er det akkumulerede iterationsantal
og den akkumuleredetid. De bl�a linier er henholdsvisiterationer og tiden for
kaldet medstartg�t, og de stipledebl�a linier er det akkumuleredeiterations-
antal og den akkumuleredetid.

For den f�rste v�rdi af � udregnesl�sningen for kaldet med startg�ttet, der
s�ttes til en konstant vektor af sammel�ngde somd, indeholdendemiddel-
v�rdien af d. Dette g�r vi, da vi ikke for det f�rste kald, har nogenl�sning vi
kan medtage.For n�ste v�rdi af � beregnesden l�sning, der skal medtageet
startg�t, medden foreg�aendel�sning somstartg�t. For metodenudenstart-
g�t sendervi igen den konstante vektor ind som startg�t. Dette forts�ttes
til l�sningerne er beregnet for den sidste � v�rdi. Vi ser hvorledes,at de
beregninger,der medtagerstartg�t, vil forl�b e p�a b�ade f�rre iterationer og
kortere tid, s�a l�nge der er tale om et startg�t, der er t�ttere p�a deneksakte
l�sning end den konstante vektor. Dette sesved en sammenligningaf de to
fuldt optrukne linier p�a hver af graferne,idet den fuldt optrukne linie med
startg�t (bl�a) liggerunderdenudenstartg�t (r�d). Det vil samtidig det v�re
betydeligt billigere i tid og iterationer at medtagestartg�t, hvis man �nsker
at n�a den �nskedel�sning gennemadskellige iterativ e beregninger.Dette ses

10Vi har valgt kun at vise plottet for problem 1 - men tendensener den samme for
problem 2 og 3
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ved at sammenlignede to stiplede linier p�a hver graf. I densammenh�ng ser
vi, hvorledesden r�de akkumulerede(uden startg�t) faktisk enderp�a mere
enddobbelt s�a mangeiterationer, somdenbl�a akkumulerede(med startg�t).

Heraf kan vi udlede, at dersomvi er interessereti l�singerne for en r�kk e
forskellige � v�rdier, skal vi sammenlignede to akkumuleredegrafer. Ved
sammenligningenaf disse,sesdet, at der er et mindre forbrug af iterationer
og tid, hvis l�sningen beregnesiterativt med startg�t. Under ovenn�vn te
foruds�tninger, vil dette s�aledesv�re det optimale kald.

S�afremt vi i stedeter interessereti en l�sning for en bestemt v�rdi af � , kan
vi v�lge enten at medtagestartg�t eller ej. Hvis vi medtageret startg�t,
der ligger t�t op af deneksaktel�sning vil vi brugeb�ademindre tid og f�rre
iterationer i forhold til ikke at medtageet startg�t. Dette foruds�tter dog,
at vi er i stand til at fremkommemedet g�t, der ligger t�t op af deneksakte
l�sning, idet vi i modsat fald ikke vil opn�a tidsm�ssige eller iterationm�ssige
fordele,men derimod har mistet tid p�a at g�tte.

7.2.3 Unders�gelse af iterativ l�sning

Vi �nsker herefter at unders�ge om l�sningerne med startg�t s�gte mod de
sammel�sninger, somfor kaldet uden startg�t. Vi unders�ger f�rst tilf�ldet
medrelativ st�j p�a h�jresiden, ogp�a �gur 13,sesdet, hvorledeskaldenes�ger
mod sammeminimum.

Vi laver dern�st entilsvarendeunders�gelseudenst�j, ogher sesdet, at uden
startg�t er rekonstruktionerne underlagt fejl - som e�ekt af afrundingsfejl -
hvorimod l�sningerne med startg�t umiddelbart virker mererobuste. Dette
skyldesdog blot, at algoritmen accepterererstartg�ttet soml�sningen.

8 Marquardt og Dogleg

I dette afsnit vil vi unders�ge, om det er muligt at benytte andre metoder
endNewton til at minimerekriteriefunktionen. Vi v�lger at sep�a Marquardt
og Dogleg, der er to ikke-line�re mindste kvadraters metoder.

Marquardt ogDogleger begges�akaldte hybrid metoder, somarbejdermeden
kombination af en 'Gauss-Newton'og en 'Steepest descent direction'. Dog-
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Figur 13:Til venstresesrekonstruktionen medh�jresiden somstartg�t, ogtil
h�jre sesen rekonstruktion, hvor man s�tter startg�ttet til den foreg�aende
l�sning

leg har yderligere den fordel, at den ikke benytter sig af en kvadrering af
Jakobi matricen, til at �nde en l�sning. At \kv adrere" Jakobi matricen, vil
v�re forbundet medproblemer,hvis matricen har et stort konditionstal (t�t
p�a rangde�ekt). N�ar den s�a \kv adreres", vil konditionstallet ligeledesblive
kvadreret, og alt for mangecifre vil g�a tabt.

8.1 Omskrivning af vores kriteriefunktion

Vores�nsker stadig at minimere voreskriteriefunktion:

T = 1
2kKf � dk2

2 + � 


Vi er imidlertid n�dt til at omskrive kriteriefunktionen, s�a den er p�a en
form, vi kan bruge i en mindste kvadraters metode. Marquardt og Dogleg
metoderne11 er opbygget, s�a de tager en funktion f (x), somde minimerer p�a
f�lgende m�ade:

minx ( 1
2

P
g(f (x))2)

I voresproblemstilling, vil f (x) svare til det sidsteudtryk for T .

11Vi anvenderMarquardt og Doglegmetoderne, der er indeholdt i toolboxen 'immopti-
box'
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T = 1
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Det sidsteudtryk kan vi omskrive p�a f�lgende m�ade:

T =










�
resp
� '

� 








2

2

Di�eren tierer vi dette udtryk for T med hensyntil f , f�ar vi f�lgende udtryk
for Jakobi matricen:

T
0
=

�
Kp

� 2' �� 3 � �D

�

D er de�neret som(8).

Det f�rste vi kontroller er, om udtrykket vi har for Jakobi matricen er kor-
rekt. Dette g�r vi ved at benytte funktionen checkjacobi.m 12

Vi udregnerved brug af checkjacobi forl�ns, bagl�ns og ekstrapoleret for-
skelsapproximation, ogplotter dissesomfunktion af skridtl�ngden. Dette ses
p�a �gur 14. Vi ved, at n�ar implementationen af voresfunktion er korrekt, s�a
vil 'forl�ns' v�re lidt h�jere end 'bagl�ns' - p�a dobbeltlogaritmisk plot skal
forskellen v�re lig log(2). Den 'ekstrapolerede' v�rdi approksimerervores
andena
edet, mensb�adeforward og backward antager, at disseog restenaf
leddeneer lig 0. Grunden til, at alle tre kurver kn�kk er og pludselig stiger,
er afrundingsfejl. Dissevil f�a st�rre ind
ydelse somskridtl�ngden aftager.
Somdet sesp�a �gur 14,har grafernefor de tre fejl denkarakterisktiske form,
der indikerer, at den er beregnetrigtigt.

12Dennefunktionen er ogs�a en del af 'immoptib ox'. Den er konstrueret til at kontrollere
om en funktion er di�eren tieret rigtigt.
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Figur 14: Plot af forward, backward og extrapolated fejl

9 Sammenligning af Newton, Marquardt og
Dogleg

Vi vil unders�ge, hvor e�ektiv e de to metoder er til at l�se problemer i for-
hold Newton metoden, vi har implementeret, og derfor gennemf�rer vi en
r�kk e tests (se appendix 4). Vi opbygger vores tests s�aledes,at hver af de
tre testproblemer13 sammenlignerantal iterationer, tidsforl�b, stopkriterier
og l�sningerne for de tre metoder.

Vi implementerer en funktion14 med henblik p�a at sammenlignel�sningerne.
Funktionen sammenlignerde tre metodersminima. Vi vil unders�ge,om me-
toderne s�ger mod sammeminima eller ender i forskellige lokale minima.
Funktionen beregnerved hj�lp af vogel1.m kriteriefunktionens v�rdi i den
l�sning, der er fremkommet. Dette g�res for to metoder af gangen.Mellem
disseto v�rdier laver vi en ret linie. Dennerette linie inddelesi 100 punk-
ter, og ved hvert endepunkt medtagervi yderligereti punkter, dvs i alt 120
punkter p�a en ret linie. For hvert af dissepunkter udregnervi kriteriefunk-
tionens v�rdi, og dette plotter vi i et nyt plot, hvor x-aksen er inddelt i
120 punkter, og opad y-aksenl�b er kriteriefunktions v�rdi. Herved er det
visuelt muligt at se, om de to minima i virkelighedenbe�nder sig i samme
\dal", og metodernederfor har s�gt mod sammeminima, eller om der er en
s�akaldt \bakketop" i mellem punkterne, og metoderne faktisk har s�gt hen
mod to forskellige lokale minima. I samtlige tests foretaget i appendix 4, ser

13Vi arbejder igen med de tre testproblemer, somvi tidligere har anvendt i afsnit 7.1 og
7.2

14samlign minima.m
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vi, at metoderne for hver l�sning, s�ger mod sammeminimum. Vi har ikke
set beviserfor, at der er lokale minima i dissetestproblemer.P�a �gur 15 ind-
s�tter vi et eksempel p�a de grafer, somvi ser for samtlige sammenligninger.
Vi sammenlignerl�sningen for henholdsvisMarquardt og Dogleg.Det r�de
punkt er en afbildning af kriteriefunktionens v�rdi for Doglegsl�sning, og
det gr�nne punkt er kriteriefunktionens v�rdi for Marquardt. Her sesdet, at
de to metoder s�ger mod sammeminimum, og at Doglegkommerdette n�r-
mereend Marquardt, idet det r�de punkt er lavere placeretend det gr�nne.
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Figur 15: Et eksempel p�a plottet produceretaf samlign minima.m

Vi undlader at unders�ge problemer uden st�j, idet st�j altid optr�der i
praksis. Vi varierer den st�j, vi tilf�jer testproblemernes�aledes,at vi har
en fors�gsr�kk e med fastholdt relativ st�j af st�rrelsesordenen10� 3 og en
fors�gsr�kk emedst�j af st�rrelsen 10� 2, jf. appendix4. Indenfor dissefors�gsr�kk er
v�lger vi (og fastholder)et � , der fasts�ttes udfra testproblemetogdenst�j,
vi tilf�jer. � fastholdesgennemalle fors�g til 10� 4. Stopkritereriernefasthol-
desligeledesgennemfors�gene til [10� 7; 10� 8; 300]. Indenfor hvert fors�g, er
vi interessereti at varierehenholdsvisstartg�ttet p�a � (Marquardt, � repr�-
senterer d�mpningsparameteren) og startg�ttet p�a � (Dogleg, � repr�sen-
terer startg�ttet for trustregionen, som den benytter). I voresunders�gelse
sesdet, at � og � har betydning for hvor mangeiterationer metoden l�b er.
Dette betyder, at v�lger vi et fornuftigt � for Marquardt og � for Dogleg,
forl�b er metoden p�a f�rre iterationer, end hvis vi v�lger et ufornuftigt � og
� . Vi ser ligeledes,at Newton kommer n�rmere minimum for vores model,
idet gradienten for Newton generelter meget lille sammenlignetmed gradi-
enterne for Marquardt og Dogleg. Til geng�ld l�b er Newton langsommere
end de andre metoder, hvilket prim�rt skyldes linies�gningen (linesearch),

27
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der brugesi metoden.

P�a �gur 16 fremg�ar det, at der i starten ikke sker noglebem�rk elsesv�rdige
�ndringer i uendelignormenaf gradienten, men jo t�ttere vi kommer p�a
l�sningen, destohurtigere konvergererdennemod nul. Testeneviser dermed,
at Newton metoden forl�b er som vi oprindeligt forventede. P�a forl�b et af
Marquardt og Dogleg,ser vi derimod, at der kan opst�a problemermed kon-
vergensenaf uendelignormen.Dette kommer til udtryk ved, at metoderne
konvergereruendeligt langsomt mod voresstopkriterie for gradienten. Et ek-
sempel herp�a fremg�ar af �gur 17. Det skal i den forbindelsebem�rk es, at
�gur 16 og �gur 17 er plottet for sammetestproblem.
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Figur 16: Uendelignormenaf gradienten plottet under Newton metodens
forl�b

9.1 Marquardt vs. Newton

Vi �nsker at unders�ge,hvad problemernemed konvergensenfor Marquardt
kan skyldes15, og vi vil derfor sep�a forskellen mellem Marquardt og Newton
metoden. Dissemetoder adskiller sig ved, at Marquardt benytter sig af en
tiln�rmelse til Hessianmatricen, imedensNewton benytter den eksakteHe-
ssianmatrix.

15Idet vi har set, at Newton metoden �nder minimum bedre end s�avel Marquardt som
Dogleg, v�lger vi for overskuelighedensskyld, ikke at lave tilsvarende unders�gelse for
Dogleg.
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Figur 17: Et forl�b af gradienten for Marquardt metoden. De bl�a krydser
er uendelignormenaf gradienten og de gr�nne stjerne viser � , som forl�b et
skrider frem

NewtonsHessianmatrix 16: J> J +
P n

i=1 f i f 00
i (J st�ar for Jakobi matricen)

Marquardt's Hessianmatrix: J> J

Marquardt adskiller sig endviderefra Newton ved,at der i Marquardt indg�ar
end�mpningsparameter, � . Denneparameterp�avirker bl.a. det skridt, Marquardt
tager for at komme fra en iterand til den n�ste. Da denneparameter ikke
indg�ar i bestemmelsenaf Newton skridtet, betyder dette, at skridtet for
Newton og Marquardt ikke n�dv endigviser i sammeretning.

Vi vil i det f�lgende beskrive fremgangsm�aden,vi vil benytte til at analysere
de ovenn�vn te forskelle p�a de to metoder. Vi �nsker at sammeligneHessian
matricernefor henholdvisNewtonsmetodeogMarquardt metoden.N�ar vores
Newton implementation beregnerden eksakteHessianmatrix, tager den z-
v�rdien 17, somNewton har beregnet,og inds�tter dennevektor i funktionen
vogel1.m, der herefter returnerer Hessianmatricen. Dennematrix vil i det
f�lgende blive betegnetsomH eksakt : For at beregneden tiln�rmede til Hes-
sian matricen, som Marquardt metoden benytter sig af, tager vi z-v�rdien
for hver iteration, somMarquardt har beregnet.Dissez-v�rdier inds�tter vi
i den funktion, vi �nsker at minimere 18. Dennefunktion returnerer for hver
iteration (hver z) en Jakobi matrix (J). Ud fra Jakobi matricen er vi i stand
til at beregneden tiln�rmede Hessianmatrix.

16Methods gor Non-linear Least SquaresProblems side 14, formel 3.4 b
17z repr�sen terer en midlertidig l�sning p�a vej mod den sandel�sning
18dennefunktion hedder i vorestilf�lde dogleg fun og er vedlagt i appendix 1
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H Marquardt = J> J

I det f�lgende vil den tiln�rmede matrix blive ben�vn t H Marquardt .

Vi �nsker at beregneden relative nominelle forskel mellem disseto Hessian
matricer. Denneforskel beregnesp�a f�lgende vis:

forskel = kH eksakt � H Marquardt k2

kH eksakt k2

Forskellen beregnervi for hver iteration, med henblik p�a at se,hvordan den
udvikler sig, jo t�ttere vi kommer p�a den eksaktel�sning.

Vores form�al med unders�gelsener derudover, at belyse forskellen p�a ret-
ningen mellem Marquardt og Newton skridtene. Eventuelle forskelle �ndes
ved, at tage vinklen mellemdet skridt, vi tager med Marquardt metoden, og
skridtet vi tager med Newton metoden. For Marquardt metoden beregneset
skridt p�a f�lgende m�ade:

hMarquardt = znext � z

For Newton metoden beregnervi et skridt ved at sige:

heksakt = H Newton ng

(hvor g = gradienten og n repr�sen terer backslash-operatoren i Matlab)

N�ar skridtene for b�ade hMarquardt og heksakt er beregnet,er vi i stand til at
beregnevinklen mellem de to skridt ved hj�lp af f�lgende formel:

vinkel = argcos( heksakt �h Marquardt

kh eksakt k2kh Marquardt k2
)

Vinklen beregnesfor antallet af iterationer minus en, da dette antallet af
skridt fra startg�t til l�sningen.

9.2 Eksempler

P�a det f�rste testproblem l�gger vi relativ st�j af st�rrelsesordenen10� 3.
Vi v�lger at unders�ge forskellen mellem Hessianmatricerne og st�rrelsen
p�a vinklen, idet vi ved, at uendelignormenaf gradienten konvergerermeget
langsomt for Marquardt for dette testproblem. P�a �gur 17 ser vi forl�b et af
konvergensen.Det ses,at efter 300iterationer er stopkriteriet for gradienten
endnu ikke n�aet.
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Vi plotter forskellen p�a Hessianmatricerne p�a �gur 18, og her sesdet, at der
i starten er stor udsving i forskellenmellemHessianmatricerne,menherefter
bliver den stabil omkring 0.91.Det sesligeledes,at der konsekvent er en for-
skel mellemde to normer. Dette skyldes,at Hessianmatricen for Marquardt
kun er en tiln�rmelse, og det er denneforskel, vi ser kommetil udtryk her.
For sammeproblem plotter vi vinklen mellem de to skridt, som henholdvis
Newton metoden og Marquardt metoden tager. Af �gur 19 fremg�ar det, at
der er tale om en stor vinkel melllem disseskridt, idet vinklen vissestederer
90 grader.
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Figur 18:Denrelative forskel af 2-normaf deHessianmatricer for voresf�rste
testproblem
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Figur 19: Vinklen mellem de to forskellig skridt, det er m�alt i grader for det
f�rste testproblem

Vi gentager fors�get med et andet testproblem, og ved dennelejlighed n�ar
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Marquardt metoden l�sningen p�a 25 iterationer, hvorimod Newton alene
brugte 15 iterationer. Til forskel ovenst�aendeforl�b i relation til �gur 18,
servi, at forskellen mellemHessianmatricerne er relativ lille, jf. �gur 20. Af
�gur 21 sesdet imidlertid, at der vinklen vissestederer 90 grader, somogs�a
var tilf�ldet i �gur 19.
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Figur 20:Denrelative forskel af 2-normaf deHessianmatricer for voresandet
testproblem
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Figur 21:Vinklen mellemde to forskellig skridt, det er m�alt i graderfor vores
andet testproblem

9.3 Resultat af unders�gelser

Efter unders�gelsenaf Marquardt og Doglegalgoritmerne, kan vi udlede,at
ingen af de to metoder er velegnendetil at l�se voresproblemstilling. Begge
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metoder er hurtigere end Newton metoden, men kommer sj�lden t lige s�a
t�t p�a den eksakte l�sningen som Newton. Dette sesved, at Newton som
regel har en mindre gradient, n�ar den er stopper, end det er tilf�ldet for
Marquardt og Dogleg.Den v�senligeste grund til, at Marquardt og Dogleg
ikke kan anvendes,er, at de ikke er stabile. Vi viser i afsnit 9.2, at der kan
opst�ar problemeri relation til Marquardt ogDogleg,idet dissevednogletest-
problemer konvergerers�a langtsomt, at de overskrider det maksimaleantal
iterationer, i alt 300. Den enesteforklaring herp�a, er, at approximationerne
til Hessianmatricerne,der anvendesaf Marquardt er alt for d�arlige i forhold
til den eksakteHessian.Vi kan nemlig se,at ved forl�b af Marquardt, hvor
metoden n�ar l�sningen inden det maksimaleantal iterationer, er forskellen
mellemdensHessianmatrice ogNewtonsHessianmatrice lille19. Vi serimid-
lertid, at der i alle fors�g, er en stor vinkel mellem Marquardts og Newtons
forslag til skridt, men vi kender ikke�arsagenhertil.

10 Primal-Dual Newtons Algoritme

I dette afsnit vil vi sen�rmere p�a dens�akaldte Primal-Dual Newton metode.
Metoden bruger en pseudoNewton metode ved komplement�re betingelser
p�alagt voresprimale og duale problem. Vi g�ar ud fra, at udledningenaf al-
goritmen er kendt for voreset-dimensionelletilf�lde. Kort beskrevet har vi
et primalt problem (kriteriefunktionen), for hvilket vi s�ger et minimum, og
et dualt problem, for hvilket vi s�ger et maksimum. Mellem den primale og
den duale l�sning kommerder et dualitetsgab. I den sandel�sning �nsker vi,
at st�rrelsen p�a dualitetsgabet er 0. Vi vil udfra Vogelsudledning skrive en
pseudoalgoritme,udfra hvilken vi har lavet implementeringen:

function [f,
 ] = primal dual(K,f,d, � ,� )

%initialiserer f og 

f:= �f

 := �0

while (not stop)
D f = Df
 = 2

p
(D f )2 + � 2

 m = 2
 

 mm = � 4
 

19Newtons Hessianer ikke beregnetved approximation
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B � 1 = diag( m )
E = diag(1 + 2 mm

 m 2 D f 
 )

L = D T B � 1ED

%residual beregnes
r = K T (d � K f ) � � (D T B � 1D f )

%primal og dual variabel opdateres
� f = (K T K + �L )nr
� 
 = � 
 + B � 1(D f + ED� f )
f = f + � f
� = linies�gning( 
 )

 = 
 + � � 


end

N�ar vi skal opdatere f og 
 , g�lder det, at vi g�ar skridtet � f i x-retningen,
som beregnet i while-l�kk en20. For 
 -retningen, derimod, g�ar vi ikke hele
skridtet � 
 , men �nder med "linies�gning"parameteren � , der skal angive
l�ngden af skridtet. Vi implementerer to stopkriterier, nemlig antallet af ite-
rationer og st�rrelsen af uendelignormenaf gradienten.

10.1 Test af Primal Dual implemen tering

I dette afsnit �nsker vi, at testevoresPrimal Dual implementering, ogtil dette
form�al anvendervi testproblemerneproblem1.m, problem2.mogproblem3.m,
der bruger en K matrice med konditionstallet 1:24� 103 for st�rrelsen 32x32.
Vi igenvalgt ikkeat medtageproblemerudenst�j 21, ogi stedethar vi valgt at
der kan justeresp�a st�rrelsen p�a st�jen. Det skal i den forbindelsebem�rk es,
at vi har genereretenvektor medabsolutst�j. Dennevektor brugestil at kon-
struererelativ st�j s�aledes,at ved sammest�j-parameter dannessammest�j,
hver gangfunktionen k�res. For at have et sammenligningsgrundlag,v�lger
vi at gendannel�sningen med b�adePrimal Dual og Newton. Vi laver et test-
program, pd script.m , der sammenlignerl�sningen fundet af henholdsvis
Newton og Primal Dual. Scriptet medtager testproblemet, st�rrelsen af � ,
st�rrelsen af testproblem og st�j samt antallet af iterationer for henholdsvis

20Vogel skriver: \Practical experience (...) suggeststhat no globalization is neededin
the update f : f + � f "

21Dette kunne dog g�res ved at st�j parameterentil 0
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Newton og Primal Dual.

genereltkald:
pd script(problem,alpha,it newton, it pd,st�rrelse problem,st�j)

kald:
pd script('problem1',1e-6,1 00,100,32,1e-2)

P�a �gur 22 servi, hvorledesde to metoder visuelt s�ger mod sammel�sning.
P�a beggegrafer er den punkterede r�de linie den eksakte l�sning, og den
bl�a er l�sningen fundet af voresto metoder. P�a �gur 23 sammenlignervi de
to minima, idet den r�de plet er v�rdien af kriterie funktionen i Newtons
l�sning og den gr�nne plet er v�rdien af kriteriefunktionen i Primal Duals
l�sning. Det sesher, hvorledesNewton punktet ligger en anelseunder Primal
Dual punket. Udtager vi den relative forskel ligger dennep�a � 5:88 � 10� 4,
s�a vi vil ikke p�a dette grundlag konkludere,at Newton er bedre til at �nde
minimum til vores kriteriefunktion. Vi udleder i stedet, at de to metoder
s�ger mod sammeminimum. Dette kan ogs�a sesp�a �gur 24, hvor vi har har
sendt Primal Duals l�sning ind som startg�t i Newton, og ligeledeshar vi
sendt Newtons l�sning gennemPrimal Dual. Newton l�b er blot tre ekstra
iterationer med Primal Dual som startg�ttet, imedensPrimal Dual (med
Newton som startg�t) l�b er en enkelt iteration, f�r den returnerer med en
ny l�sning. Vi tager herefter den relative forskel mellem dissenye l�sninger,
og denneer lig � 7:28� 10� 7. I alle praktiske henseenderansesdennerelative
forskel for at v�re lig 0.

P�a �gur 22 har vi plottet uendelignormenaf gradienten somfunktion af ite-
rationsantallet. P�a denne�gur sesdet, hvorledesPrimal Dual er i n�rheden
af l�sningen alleredeefter de to f�rste iterationer, hvor normenaf gradienten
springer fra 10� 5 til 10� 6. Newton metoden, derimod, bruger 30 iterationer
for at komme ned i sammest�rrelsesorden.Det skal her bem�rk es, at, n�ar
Newton er i n�rheden af l�sningen, bruger den ikke mange iterationer p�a
at �nde ind til l�sningen. Med henblik p�a at demonstrere,hvorledesPrimal
Dual s�ger hurtigere mod l�sningen end Newton, laver vi et nyt kald:

pd script('problem1',1e-6,10, 10,32,1e-2)

Vi plotter de to l�sninger efter 10 iterationer p�a �gur 25. Det skal under-
streges,at vi ikke lader metoderne(is�r Newton) l�b e nok iterationer, til at
kommes�a t�t p�a l�sningen, somdisseer i stand til.
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Figur 22: Nederst til venstresesNewtonsl�sning, til h�jre sesPrimal Duals
l�sning, og �v erst sesuendelignormenaf gradienten for hver metode plottet
mod antal iterationer
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Figur 23: Sammenligningaf de to minima

N�ar vi tester p�a vores andre testproblemer (2 og 3), ser vi dog, at Primal
Dual ikke virker robust. Et eksempel p�a dette er nedenst�aendekald:

pd script('problem2',1e-6,1 00, 100,32,1e-3)

De to meget forskellige l�sninger kan sesp�a �gur 26. Vi kan se, at de to
metoder s�ger mod sammeminimum, idet der p�a �gur 27 ikke er en bak-
ketop mellem de to punkter. Den relative forskel mellem de to punkter er
� 5:67� 109, og dette er ikke acceptabelt. Plottet for uendelignormenaf gra-
dienten kan vi se,at der for Primal Dualsvedkommendeer et abnormt forl�b.
Gradienten falder de f�rste par iterationer, hvorefter den begynderat stige.
Vi kan ikke forklare dette forl�b, mendet ville danneet interessant grundlag
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Figur 24: Her seshenholdsvisPrimal Dual k�rt med Newtons l�sning som
startg�t og Newton k�rt med Primal Duals l�sning somstartg�t
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Figur 25: Her er l�sningen af de to metoder - efter 10 iterationer. �v erst ses
Newtons l�sning og nederstPrimal Duals

for videre unders�gelser.

For problem 3 sessammetendens.

Heraf kan udledes,at Primal Dual hurtigere kommer i n�rheden af l�sningen
end Newton, hvorimod Newton er hurtigere og merepr�cis end Primal Dual
til at �nde denpr�cise l�sning, dog forudsat, dener i n�rheden af l�sningen.
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Figur 26: Newtonsog Primal Dual l�sninger plottet for problem 2
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Figur 27: samlign minima.m plottet for de to l�sninger

11 Hybrid meto de

P�a baggrundaf resultatet af ovenst�aendeunders�gelser,�nder vi det oplagt
at fors�ge os med en hybrid metode, der blander de positive tr�k fra hver
metode. I f�rste omganger vi interessereti en formulering af dennemetode,
og derefter vil vi unders�ge, om vi kan implementere en s�adan metode, der
vil virke p�a en-dimensionelletestproblemer.

I foreg�aendeafsnit s�a vi, hvorledesproblemet for Primal Dual opstod, da
uendelignormenaf gradienten begyndteat \kra vle". Vi kan derfor formulere
metoden somf�lger:

Start med at bruge Primal Dual til at l�se kriteriefunktionen,
skift til Newton, n�ar �ndringen i uendelignormenaf gradienten
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for Primal Dual bliver \for lille". Slut, n�ar Newton bliver stoppet
af de opsatte stopkriterier.

Formuleringen \for lille" er imidlertid sv�r at omdanne til generelkode.
For problem 1 ser vi p�a �gur 22, hvorledesto iterationer med Primal Dual
er tilstr�kk eligt for dette testproblem. P�a nuv�rende tidspunkt ved vi dog
ikke, om dette genereltville v�re et tilstr�kk eligt antal iterationer med Pri-
mal Dual. Vi ser derfor n�rmere p�a Primal Dual metoden, og �nder ud af,
at parameteren� , der bruges i opdateringen af den duale variabel, hurtigt
bliver 0. Hvis � er 0, betyder det, at vi ikke opdaterer den duale variabel,
men kun kan arbejde med den primale variabel. Dette kan forklare, hvor-
for uendelignormenbegynderat kravle. Vi implementerer derfor hybrid.m ,
der bruger pd hybrid.m til at lave de sammeberegningersomPrimal Dual.
Forskellenp�a primal dual.m og pd hybrid.m ligger i, at pd hybrid.m retur-
nerer l�sningen f�rste gang � bliver 0. Denne l�sning sendesind i Newton,
og l�sningen, der kommer ud af dette, plotter vi somrekonstruktionen.

genereltkald:
hybrid(K,d,f, � ,� ,iter pd,iter new,gradtolerance)

kald, hvor der er tilf�jet relativ st�j af st�rrelsesordnen10� 3:
hybrid(K,d,f,1e-7,1e-4,100 ,100,1e- 7) 22

Det sesp�a �gur 28, hvorledes,hybrid-metoden �nder en l�sning t�t op af
den eksakte l�sning. N�ar vi afbilleder den i rekonstruktionen giver det en
af de bedsterekonstruktioner af problem 1, som vi har set i dette projekt.
I den forbindelseskal det bem�rk es, at metoden har fundet denne l�sning
efter blot 14 iterationer (1 med Primal Dual og 13 med Newton). Samme
tendenssesp�a �gur 29 og 30. For problem 2 er l�sningen fremkommet efter
25 iterationer (1 med Primal Dual og 24 med Newton). For problem 3 tog
metoden 15 iterationer (1 iteration med Primal Dual og 14 med Newton).
Ved sammenligningmed Newton sesdet i tabel 1, hvorledeshybrid metoden
bruger f�rre iterationer for samtlige testproblemer.

22For problem 3 er b�ade � og grad tolerance sat til 10� 8
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Hybrid metode

Testproblem 1 2 3
antal iterationer Newton 31 29 22
antal iterationer hybrid 14 25 15

Tabel 1: Tabel antallet af iterationer for hybrid og Newton metoden
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Figur 28: Hybrid metodensl�sning for problem 1
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Figur 29: Hybrid metodensl�sning for problem 2
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Figur 30: Hybrid metodensl�sning for problem 3
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Teori, to dimensioner

12 Teori, to dimensioner

I denne del af projektet fokuserer vi p�a to-dimensionelleproblemer, dvs.
rektangul�re sort/hvid billeder. Vi starter med at bruge funktioner af to va-
riabler til at beskrive billeder. Vi de�nerer, at funktionen f (x; y) repr�sen te-
rer det eksaktebillede. Funktionen d(x0; y0) repr�sen terer det st�jp �avirkede
uskarpebillede.Sammenh�ngenmellemf (x; y) ogd(x0; y0) vil v�re givet ved
en afbildning, somvi beskriver ved f�lgende integral:

Z 1

0

Z 1

0
K (x; y; x0; y0)f (x; y)dx dy = d(x0; y0) (10)

I (10) repr�sen terer K (x; y; x0; y0) vorespunktspredningsfunktion,x og y til
et punkt i det eksaktebillede, og x0 og y0 repr�sen terer tilsvarendeet punkt i
det sl�rede billede.Da punktspredningsfunktionenkun afh�nger af forskellen
mellemdeuafh�ngige variabler x� x0 ogy� y0, er integralet i (10) enfoldning.

Vi �nsker at �nde f (x; y), men ligesom for det en-dimensionelleproblem,
vil det ikke v�re hensigtsm�ssigt at �nde et f (x; y), der pr�cist op
yder
d(x0; y0), idet resultatet vil v�re p�avirket af st�jen fra d(x0; y0). Vi v�lger
derfor at �nde en tiln�rmelse til f (x; y). Men henblik p�a at fasts�tte denne
tiln�rmelse entydigt, �ndrer vi problemet til et optimeringsproblem,hvor vi
tilf�jer straf-/regulariseringsleddet
. Vi betragter 
 som en positiv skalar
funktion, somafh�nger af f (x; y).

Kriteriefunktionen i to-dimensionelleproblemerer givet ved:

T(f ) =
1
2

kK (x; y; x0; y0)f (x; y) � d(x0; y0)k2
2 + � 
( f ) (11)

Det f (x; y) somminimerer (11), er det skarpe billede, vi s�ger.

Regulariseringsleddet
( f ) er en funktion, vi kan v�lge. Dennev�lger vi til:


( f ) =














" �
@f (x; y)

@x

� 2

+
�

@f (x; y)
@y

� 2
# 1

2














1

(12)

Fordelenvedat v�lge 
( f ) somi (12) er, at et-normener robust overfor vilde
punkter. Formel (12) er imidlertidigt ikke di�erentiabel i hele intervallet,
derfor adderervi en parameter � . Herved bliver 
( f ) givet ved:


( f ) =














" �
@f (x; y)

@x

� 2

+
�

@f (x; y)
@y

� 2

+ � 2

# 1
2














1

(13)
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Teori, to dimensioner

Vi �nsker at lave en diskret formulering af problemet i to dimensioner,og
derfor starter vi med at de�nere det net, vi arbejder i. Vi laver f�lgende
inddeling af x og y:

x j = j � hx ; hx = 1
n ; j = f 1; 2; : : : ; n � 1; ng

yi = i � hy ; hy = 1
m ; i = f 1; 2; : : : ; m � 1; mg

Dette er en�kvidistan t inddeling af b�adex ogy i henholdsvisn ogm punkter,
hvor n og m er heltal. Vi benytter sammeinddeling af x0 og y0. Figur 31
illustrerer inddelingenaf x og y.

Figur 31: De�nition af inddeling af de billeder, vi arbejder med.

I den diskrete formulering vil f (x; y) og d(x0; y0) v�re repr�sen teret af ma-
tricer:

matricen f best�ar af: f j;i = f (x j ; yi )
matricen d best�ar af: d j;i = d(x0

j ; y0
i )

Vi udleder herefter den diskrete tiln�rmelse til den kontinuere formulering
af @f j;i

@x og @f j;i

@y , da dissest�rrelser indg�ar i den diskrete formulering af vores

problem.Vi laver derfor enforl�nsappro ximation til b�ade @f (x;y )
@x ogtil @f (x;y )

@y :

@f (x j ;y i )
@x � f (x j +1 ;y i )� f (x j ;y i )

hx
@f (x j ;y i )

@y � f (x j ;y i +1 )� f (x j ;y i )
hy

hx og hy er afstandenmellem de to punkter, hvor vi har beregnetf (x; y).
Vi laver en variabel transformation af x og y:
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Teori, to dimensioner

x = phx

y = lhy

Herved bliver udtrykkenegivet ved:

@f (x j ;y i )
@p = @f (x j ;y i )

@x
@x
@p = @f (x j ;y i )

@x hx
@f (x j ;y i )

@l = @f (x j ;y i )
@y

@y
@l = @f (x j ;y i )

@y hy

Inds�ttes forl�nsappro ximationen til @f (x j ;y i )
@x og @f (x j ;y i )

@y i ovenst�aendeud-
tryk har vi:

@f (x j ; yi )
@x

�
f (x j +1 ; yi ) � f (x j ; yi )

hx
hx = f (x j +1 ; yi ) � f (x j ; yi ) (14)

@f (x j ; yi )
@y

�
f (x j ; yi +1 ) � f (x j ; yi )

hy
hy = f (x j ; yi +1 ) � f (x j ; yi ) (15)

St�rrelsen af de f�rste a
edede angiver, hvilke overgangevi har i billedet.
Hvis de f�rste a
edede er store i forhold til resten af elementerne, betyder
det, at vi er har en kant i billedet. Overgangener derimod ikke stor, hvis de
f�rste a
edede er sm�a, og i s�a fald kan der eksempelvis v�re tale om bag-
grunden af et billede uden skarpe overgange.

Dennediskrete approximation til @f (x j ;y i )
@x og @f (x j ;y i )

@y bliver :

@f j;i

@x � f (x j +1 ; yi ) � f (x j ; yi ) � f j +1 ;i � f j;i = � x j;i

@f j;i

@y � f (x j ; yi +1 ) � f (x j ; yi ) � f j;i +1 � f j;i = � y j;i

Som det fremg�ar ovenfor er @f j;i

@x og @f j;i

@y i den diskrete formulering approxi-
meret b�ademed en forl�nsappro ximation og den diskrete approximation.

Udfra ovenst�aendede�nition af billedet, ser vi, at dimensionernefor hen-
holdvis � x og � y bliver m � (n � 1) og (m � 1) � n. Vi �nsker, at disse
dimensionerskal v�re ens,og derfor fjerner vi en en r�kk e fra � x og en s�jle
fra � y . Vi har de�nerer, at den sidste s�jle og r�kk e altid fjernes. Herved
bliver dimensionenaf � x og � y : (m � 1) � (n � 1).

Vi laver en diskret tiln�rmelse til (13), sombliver givet ved:
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NewtonsAlgoritme i 2 dimensioner


 �
1
2

nX

j =1

mX

i =1

 i;j (16)

hvor  j;i = 2
p

u j;i + � 2. � er givet ligesomfor en-dimension.

u j;i er givet ved nedenst�aende:

u j;i = � x j;i
2 + � y j;i

2

13 Newtons Algoritme i 2 dimensioner

Newtons algoritme i to dimensionerberegneret minimum udfra gradienten
og Hessianenaf den funktion, der skal minimeres.Funktionen vi �nsker at
minimere, er stadig voreskriteriefunktion:

T = 1
2kKf � dk2

2 + � 


hvor regulariseringsleddet,
 er givet ved (16)

Vi beregnergradienten af kriteriefunktionen vedhj�lp af matrix operationer,
der arbejder med det rektangul�re billede omdannettil en vektor23. Vi star-
ter med at beregnegradienten af regulariseringsleddet,(
 ). For at beregne
gradienten af regulariseringsleddetudf�rer vi f�lgende matrix operationer:

L(�f ) = [D >
x D >

y ]
�

diag( � 
0
) 0

0 diag( � 
0
)

� �
D x

D y

�

Gradienten af regulariseringsleddetbliver24:


 0 = L(�f )�f

Et eksempel p�a D x og D y som benyttes i L(�f ) sesnedenfor,hvor n = 4 og
m = 3:

23I det f�lgende vil �f repr�sen tere dennevektor-fremstilling af billedet f
24Denne beregning er taget fra bogen 'Computational Methods for inverseproblems',

Vogel
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D x =

n � m
z }| {

n � 1
z }| {

2

6
6
6
6
6
4

� 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 � 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 � 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 � 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 � 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 � 1 0 0 1 0

3

7
7
7
7
7
5

�
m � 1

9
>>>>>=

>>>>>;

( m � 1) � ( n � 1)

D y =

n � m
z }| {

n � 1
z }| {

2

6
6
6
6
6
4

� 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 � 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 � 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 � 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 � 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 � 1 1 0 0 0

3

7
7
7
7
7
5

�
m � 1

9
>>>>>=

>>>>>;

( m � 1) � ( n � 1)

diag( � 
0

) er en diagonalmatrix, hvor det i 'te element i � 0 st�ar p�a den (i; i )'te
plads i diagonalmatricen.

� 
0

= @� 
@u = 1 � (

p
�u + � 2) = 2 � (2

p
�u + � 2) = 2 � � 

For det to-dimensionelleproblem, inds�tter vi u j;i = � 2
x j;i + � 2

y j;i .

Ved hj�lp af matrix operationer beregnervi � x og � y sombenytter D x og
D y . � x og � y er her vektorer, idet de dannesmed �f .

� x = D x
�f

� y = D y
�f

Vi benytter funktionen checkjacobi.m for at kontrollere om ovenst�aende
matrix operationer giver den rigtige gradient, og af �gur 32 fremg�ar det, at
denneer korrekt beregnet.

Vi beregnerligeledesHessianmatricen af regulariseringsleddetved hj�lp af
matrix operationer:

L0(�f )�f = [D >
x D >

y ]
�

(diag(2(D x
�f )� 2 � � 

00
) diag(2(D x

�f ) � (D y
�f ) � � 

00
)

diag(2(D y
�f ) � (D x

�f ) � � 00) diag(2(D y
�f )� 2 � � 00)

� �
D x

D y

�

� 
0

= @2 � 
@u = � 1 � (2(�u + � 2)� 3

2 ) = � 1
2 8 � (2

p
�u + � 2)� 3 = � 4 � � 

� 3

Hessianfor regulariseringsleddetbliver25:

25Formlen for regulariseringsleddeter taget fra bogen 'Computational Methods for In-
verseProblems', Vogel
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Figur 32: Et plot af forward, backward og ekstrapolated fejl somberegnetaf
checkjacobi


 00= L(�f ) + L0(�f )�f

Vi kan herefter opstille den samledegradient og hessianfor kriteriefunktio-
nen i to dimensioner:

Kriteriefunktionen: T = 1
2kK �f � �dk2

2 + � 

F�rste a
eddet: T

0
= K T (K �f � �d) + � 


0

Anden a
eddet: T
00

= K T K + � 

00

13.1 Test af Newton i to dimensioner

Vi v�lger tre forskellige testproblemer med henblik p�a at teste vores im-
plementation af Newtons metode i to dimensioner. Vi har to testbilleder
af st�rrelsen 20 � 20 (alle st�rrelser er angivet i pixels) og et af st�rrelsen
50 � 50, og for samtlige testbilleder tilf�jer vi relativ st�j til de sl�rede bil-
leder, d, af st�rrelsesordenen10� 3, ligesomvi i algoritmen fastholder para-
metrene � = 10� 8 og � = 10� 4. Vores algoritme anvender \in versecrime",
dvs. vi rekonstruerer med sammepunktspredningsfunktion, K , som bruges
til at danned. Dette skyldes,at det er vanskeligt at danneen andenK , som
ligner den f�rste, og som giver en god rekonstruktion. Det bem�rk es i den
forbindelse,at det f�rste krav til en rekonstruktionsalgoritme er, at den skal
give gode resultater n�ar vi bruger sammeK i udtv�ring og gendannelse.Vi
implementerer antallet af iterationer og den relative �ndring i billedet som
stopkriterier for algoritmen. Vi s�tter det maximale antal iterationer til 10,
og de�nerer, at algoritmen skal stoppe, n�ar den relative �ndring i billedet
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bliver mindre eller lig 10� 3, dvs 0.1%.

Voresf�rste testproblemer 20� 20 pixels udelukkendebest�aendeaf sorte og
hvide pixels. Vi anvendervoresalgoritme, TVnewton2d.m, p�a h�jresiden, d,
og efter to iterationer afbilledesrekonstruktionen, somvist i nederstevenstre
hj�rne p�a �gur 33. Vi ser hvorledes,den beregnedel�sning ligger t�t op af
den eksaktel�sning. Vi laver et plot af forskellen mellem det eksaktebillede
og voresberegnedel�sning nedersttil h�jre p�a �gur 33. Det skal bem�rk es,
at den relative forskel kun er lig 0.8%26.
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Figur 33: Her sesvores f�rste testproblem. Det eksakte billede er plottet
�v erst til venstre. �v erst til h�jre sesdet st�jp �avirkede billede, d. Nederst
til venstre sesrekonstruktionen, og nederst til h�jre sesden relative forskel
mellem det eksaktebillede og Newtons l�sning

Voresandet testproblem er 20� 20 pixels best�aendeaf sorte og hvide pixels
samt to forskellige gr�atoner. P�a �gur 34 ser vi, hvorledesalgoritmen danner
en l�sning, der efter blot to iterationer ligger t�t op af det eksaktebillede. Vi
laver et plot af forskellen mellem det eksakteog det rekonstrueredebillede,
heraf fremg�ar det, at den relative forskel er lig 0.9%.

Vorestredie testproblem er 50� 50 pixels med et spektrum af gr�atoner mel-
lem 0 og 1. Testproblemeradskiller sig fra de foreg�aendetestproblemer,idet

26Den relative forskel er beregnetp�a f�lgende m�ade: kf eksakt � f meto de k1

kf eksakt k1
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Figur 34: Her sesvores andet testproblem. Det eksakte billede er plottet
�v erst til venstre. �v erst til h�jre sesd. Nederst til venstre sesrekonstruk-
tionen, og nedesttil h�jre sesden relative forskel mellem det eksaktebillede
og Newtons l�sning

vi ikke kender det eksaktebillede eller den udtv�ringsmatrice, der er brugt
i dannelsenaf h�jresiden. P�a �gur 35 servi til h�jre l�sningen somfundet af
voresalgoritme efter to iterationer. Vi serp�a �guren, at testbillede 3 ikke er
et hensigtsm�ssigt valg, idet der er mangeglidendeovergange,og meget f�a
skarpe kanter i det formodedeeksaktebillede. Voresalgoritme har imidlertid
til hensigt at fremh�v e kontraster, og vi ser p�a l�sningen, at netop er dette
m�al er opfyldt, idet alle kanter fremst�ar tydeligt. L�sningen blev fundet p�a
kun to iterationer. Dog brugte algoritmen 881.49sekunderp�a en iteration, og
den fulde k�rselstid var 1744.81sekunder(29 minutter), og derfor er denne
implementering ubrugelig. Vi havde forudset problemer i relation til tidsfor-
brug i takt med, at vi �ger st�rrelsen p�a testproblemerne.Dette skyldes,at
vi endnu ikke udnytter sparsitetenaf matricerne27 i voresimplementering af
algoritmen. K�rselsfaktoren ved fulde matricer28 for�ges med en faktor 64,
hver gangbilledet fordobles.Dette skyldes,at beregningstidenfor l�sning af
et line�rt ligningssystemer O(n3), og da vi fordobler billedet i beggeretnin-
ger, for�ges antallet af beregningermed en faktor 43 = 64. Vi er derfor n�dt
til at forbedrek�rselstiderne, idet algoritmen i modsat fald vil v�re ubrugelig.

27der er sparsitet i en matrix, hvis den indeholder mangenul elementer
28engelsk:dense

50



NewtonsAlgoritme i 2 dimensioner Test af Newton i to dimensioner

Testbillede 3
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Figur 35: Her sesvorestredie testproblem inklusiv rekonstruktion

Vi ser p�a voresimplementering af kriteriefunktionen i vogel2d.m med hen-
blik p�a at udnytte enhver systematiki udregningerne.Vi implementerer dette
i vogel2d new.m, der bl.a. adskiller sig fra vogel2d.m ved dannelsenaf gra-
dienten til regulariseringsleddet.Vi initialiserer i vogel2d.m D x og D y

29, og
udregnerherefterhver v�rdi i en for -l�kk e, og for et testbillede af st�rrelsen
50 � 50 genneml�bes 48 iterationer. N�ar alle iterationerne er genneml�bet,
ender vi med en fuld matrix. Det modsatte af en fuld matrix er en 't yndt
befolket'30 matrix, og forskellenp�a disse,er m�adendebliver gemt datalogisk.
I fuld form gemmesmatricen somet enkelt array, der indeholdersamtlige ele-
menter. I 't yndt befolket' form, derimod, gemmesmatricen somtre vektorer;
ender indeholderden i 'te position, ender indeholderj 'te position af ikke-nul
elementer, og en der indeholder v�rdien af den speci�kke position. 'T yndt
befolket' matricer er hurtigere datalogisk, og vi undg�ar tillige at multipli-
ceremed en masse0'er. I udregningenaf gradienten til regulariseringsleddet
danner vi L p�a f�lgende m�ade:

L =
�
D x

D y

�
(17)

L er en fuld matrix. Vi multiplicerer L med en matrix, der er dannet af
�re diagonal matricer (dissedanner tilsammen en fuld matrix af st�rrelsen
4802� 4802), og resultatet heraf multipliceres med

�
D >

x D T
y

�
. For at for-

bedre algoritmens tidsforbrug m�a vi illiminere brugen af for-l�kk en, og vi
unders�ger i �vrigt, om det er muligt at udnytte sparsiteteni voresproblem.
Denneproblemstilling har vi valgt ikke at behandleunder en dimension,idet

29For de�nition af D x og D y seafsnit 13, \Newtons algoritme i to dimensioner"
30engelsk:sparse
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tidsforbruget ved at �nde den eksaktel�sning er ubetydelig i forhold til to
dimensionelleproblemer.

Nedenst�aendeer udklip fra voreskode vogel2d.m, hvor vi udregnergradien-
ten til regulariseringsleddet.

D_x=zeros((m-1)*( n- 1), m*n) ;
D_y=D_x;

for i=0:(n-2)
D_x(((m-1)*i + 1):(m-1)*(i+1),:) =.. .

spdiags(-ones(m- 1, 1), i* m,(m-1), m*n) + ...
spdiags(ones(m-1 ,1 ),( i+ 1)* m,(m-1) ,m*n) ;

D_y(((m-1)*i + 1):(m-1)*(i+1),:) =.. .
spdiags(-ones(m- 1, 1), i* m,(m-1), m*n) + ...
spdiags(ones(m-1 ,1 ),( (i *m)+1),( m-1) ,m*n) ;

end

(...)

Lf_f= [D_x' D_y']*[diag(2*del ta _x( :) .^2 .* (p si( :) ).^ (- 3) *-4 ) ...
diag(2*delta_x(:) .*d el ta _y( :) .*( psi( :)) .^ (-3 )* -4 ); ...
diag(2*delta_x(:) .*d el ta _y( :) .*( psi( :)) .^ (-3 )* -4) ...
diag(2*delta_y(:) .^2 .* (p si( :) ).^ (- 3) *-4 )]*[D_x;D_y];

Vi illiminerer for -l�kk enved indf�relse af Kronecker produktet i dannelsenaf
D x og D y , og indf�rer derved de to matricer som v�rende 't yndt befolket'.
Kronecker produktet er de�neret som f�lger: Givet to matricer A og �A af
dimensionernehenholdsvism � n og �m � �n, er Kronecker produktet, �A 
 A,
de�neret somen ny matrix af dimensionernem �m � n�n, givet ved:

�A 
 A =

0

B
B
B
@

�a11A �a12A ::: �a1�nA
�a21A �a22A ::: �a2�nA

...
...

...
�a �m1A �a �m2A ::: �a �m �nA

1

C
C
C
A

Betragter man strukturen af D x og D y (illustret i afsnit 13), serman at den
best�ar af sm�a blokke af st�rrelse (m � 1) � (n � 1). Det er dennestruktur, der
g�r det muligt at benytte Kronecker produktet. Vi danner D x p�a f�lgende
m�ade:

D x = Lx 
 Ex

hvor Lx =

2

4
1 � 1 0 0
0 1 � 1 0
0 0 1 � 1

3

5 og Ex =
�
1 0 0
0 1 0

�

P�a sammem�adekan vi danneD y:
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D y = Ey 
 Ly

hvor Ly =
�
1 � 1 0
0 1 � 1

�
og Ey =

2

4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

3

5

I det ovenst�aendeeksempel er n = 4 og m = 3.

Derudover indf�rer vi en blok 't yndt befolket' matrix i stedet for den fulde
blok diagonal matrix, vi f�r dannede.Nedenst�aendeer udklip fra voresfor-
bedret kode, vogel2d new.m, hvor vi udregnergradienten til regulariserings-
leddet.

L_x = get_l(n,1);
L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ), 0,m-1 ,m) ;
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ), 0,n -1 ,n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

(...)

B=[spdiags((2*del ta _x( :) ). ^2. *( (ps i( :)) .^ -3 )*- 4 ,0,((m-1)*(n-1)), ((m-1 )* (n- 1) )) ...
spdiags(2*delta_x (: ).* delt a_y(: ).* (( psi (: )) .^- 3) *-4 ,0 ,( (m-1) *(n -1 )), (( m-1)* (n -1) )) ;. ..
spdiags(2*delta_x (: ).* delt a_y(: ).* (( psi (: )) .^- 3) *-4 ,0 ,( (m-1) *(n -1 )), (( m-1)* (n -1) )) .. .
spdiags((2*delta_ y( :)) .^ 2. *(( psi(: )) .^- 3 )*-4,0,((m-1)*(n- 1) ),( (m-1) *( n- 1)) )] ;
Lf_f= L'*B*L;

Da vi herefter k�rer sammetestbillede gennemalgoritmen, f�ar vi sammere-
konstruktion af billedet og tidsforbruget bliver reducerettil 12.48sekunder.
Dvs. vi vinder t�t p�a en faktor 140 for dette testproblem.

Gradienten indeholderoplysningerom, hvor der i billedet er kanter, og hvor
\baggrunden" er ensfarvet. For at illustrere dette udtager vi gradienten, og
plotter dennep�a �gur 36. Denne�gur giver et indtryk af, hvor kanterne be-
�nder sig i billedet (de lyse pixels), og hvor der er \baggrund" (de m�rk e
pixels). Ved brug af en thresholdingkan man forbedreresultatet af l�sningen
som beregnet af algoritmen yderligere, idet en markering af kanterne kan
skabes ved at s�tte h�jeste v�rdier i gradienten til v�rdien 0 (sort) og alt
under envis procentdel af denh�jeste v�rdi til pixelv�rdien 1 (hvid). Denne
markering kan sat sammenmed l�sningen give en god visuel e�ekt, da kan-
terne bliver fremh�v et.

Efter k�rselsforbedringenudf�rer vi entidstagning p�a algoritmensk�rsel med
testbillede1 og 2. I tabel 2 og tabel 3 opf�rer vi tidsforbruget for henholdsvis
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testbillede 1 testbillede 2 testbillede 3
TV newton2d(vogel2d) 3.81 3.89 881.49
TV newton2d(vogel2dnew) 0.21 0.22 6.10

Tabel 2: Tabel med tidsforbruget for 1 iteration for algoritme f�r og efter
tidsforbedringen

testbillede 1 testbillede 2 testbillede 3
TV newton2d(vogel2d) 11.57 10.97 1744.81
TV newton2d(vogel2dnew) 0.51 0.48 12.48

Tabel 3: Tabel med tidsforbruget f�r hver af de to metoder stoppesp�a grund
af den relative �ndring i billedet bliver under 0.1%

en iteration og den fulde k�rselstid. En fejlmargin p�a 10%i Matlabs tidstag-
ning medf�rer, at vi - for samtlige tider - m�aler tidsforbruget fem gange,og
tager middelv�rdien af disse.F�r tidsforbedringen fandt implementeringen
af algoritmen l�sningen for testbillede 1 p�a 11.57 sekunder,og dette blev
forbedret til 0.51 sekunder.Algoritmen �nder l�sningen for testbillede 2 p�a
10.97sekundermod 0.48sekunderefter forbedringen.Tidsforbruget forbed-
res s�aledesfor alle vores testproblemer. I relation til st�rrelses�ndring af
testbilleder, sestidsforbedringenved, at en st�rrelses�ndringen fra 20� 20
pixels til 50 � 50 pixels medf�rer en �ndring i forholdet herimellem fra en
faktor 229(f�r forbedringenaf implementeringen) til en faktor 28.
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Figur 36: Plot af gradienten somberegnetaf vogel2d new.m

Vi vil herefter medtagetestbillede 4 og 5 af st�rrelsen 100� 100. Det skal
i den forbindelsebem�rk es,at vi benytter sammeparametre i dannelsenaf
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1 iteration testbillede 4 testbillede 5
TV newton2d(vogel2dnew) 44.68 44.86
fuld k�rselstid testbillede 4 (2 iterationer) testbillede 5 (2 iterationer)
TV newton2d(vogel2dnew) 92.08 88.40

Tabel 4: Tabel med tidsforbruget for de 2 testbilleder

K , som for de �vrige testproblemer. Dette betyder, at vi visuelt (is�r for
testbillede 5) har sv�rt ved at se den udtv�ring, der foretages.I afsnit 14
vil vi g�re disseparametre til genstandfor videre behandling.

P�a �gur 37 sesNewtonsl�sning efter denudtv�rede billede er sendtgennem
algoritmen.Rekonstruktionen er afbilledet nedersttil venstre.Forskellenmel-
lem Newtonsl�sning og den eksaktel�sning (afbilledet �v erst til venstre)ses
p�a nedersteplot til h�jre, ogdenrelative forskel er lille (0.9%). �v erst til h�jre
har vi plottet h�jresiden, d. Vi har p�a sammevis afbilledet Newtonsl�sning
for denudtv�rrede udgave af testbillede5 p�a �gur 38 og for dette testbillede
er den relative forskel mellemdet pr�cise billede og l�sningen, somfundet af
Newton lig 0.8%.Tidsforbruget for �gur 37 og �gur 38 noterer vi i tabel 4.
Her sesdet, hvorledestidsforbruget for 1 iteration for billeder af st�rrelsen
100� 100er cirka 45 sekunder,og at algoritmen bruger 2 iterationer, inden
den stopper p�a grund af den relative �ndring. Ved en sammenligningaf ta-
bel 2 og 3 og de i tabel 4 n�vn te tal, ser vi endvidere,at n�ar st�rrelsen p�a
billedet fordobles,for�ges tidsforbruget med en faktor 7-8.

Med henblik p�a at illustrere e�ekten af gradienten for dissetestbillede, hvor
vi kenderdet eksaktebillede, plotter vi dennep�a �gur �gur 39. Vi seratter,
at gradienten �nder kanterne i billedet.

14 Primal Dual, 2 dimensioner

I dette afsnit vil vi sep�a Primal-Dual Newtons algoritme i to dimensioner.
Som ved implementeringen af algoritmen i en dimension,har vi et primalt
problem, for hvilket vi s�ger et minimum. Ligeledeshar vi et dualt problem,
for hvilket vi s�ger et maksimum, dog anvendervi to duale variabler, (u; v).
Vi �nsker at �nde en l�sning, for hvilken dualitetsgabet er lig 0. Vi anvender
desammetestbilleder, somi afsnit 13.1.Nedenforanf�rer vi denpseudokode,
vi bruger i implementeringen af primal dual2d.m
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Figur 37: Testbillede4, i nederstevenstrehj�rne sesNewtons l�sning
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Figur 38: Testbillede5, i nederstevenstrehj�rne sesNewtons l�sning

� := 0;
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Figur 39: Her sesplot af gradienten for de to testbilleder

f 0:= startg�t for primal variabel
u0; v0:= startg�t for duale variabler

% Primal-dual Newton iteration p�abegyndt
B � 1

� := diag( 0(f � ));
w := 2 00(f � ):= 0(f � );
E11 = diag(1 + w: � (D x f � ): � u� );
E12 = diag(w: � (D y f � ): � u� );
E21 = diag(w: � (D x f � ): � v� );
E22 = diag(1 + w: � (D x f � ): � v� );

�L � := D T
x B � 1

� E11 Dx + D T
x B � 1

� E12 Dy + D T
y B � 1

� E21 Dx + D T
y B � 1

� E22 Dy ;

r � := K T (d � K f � ) � � (D T
x B � 1

� Dx + D T
y B � 1

� Dy) f � ;

%newton skridt
� f := (K T K + � �L � )� 1r v

� u := � u� + B � 1
� [Dx f � + (E11Dx + E12Dy)� f ];

� v := � u� + B � 1
� [Dy f � + (E21Dx + E22Dy)� f ];

%opdatering af primal og dual variable
f � +1 := f � + � f ;

� := maxf 0 � � � 1j(u� + � � u; v� + � � v)g
u� +1 := u� + � � u
v� +1 := v� + � � v

� = � + 1;
% Primal-dual Newton iterationer afsluttes
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Figur 40: Primal Duals l�sning for testbillede 1

Primal Dual algoritmen �nder frem til en l�sning for testbillede 1, der af-
billedet danner rekonstruktionen, som sesp�a �gur 40. Denne l�sning frem-
kommer efter tre iterationer (Newton algoritmen brugte to iterationer). Vi
plotter forskellen mellem l�sningen som fundet af Primal Dual og den ek-
sakte l�sning, og udfra den relative forskel (0.8%) - og en visuel vurdering -
anservi l�sningen som v�rende tilsvarendet�t p�a den eksaktel�sning som
Newtonsl�sning. P�a �gur 41 sesl�sningen for testbillede 2, der i l�b et at tre
iterationer �nder en l�sning (Newton bruger to iterationer), for hvilken den
relative forskel ligger 0.9%fra den eksaktel�sning. P�a �gur 42 sesl�sningen
for testbillede 3, her er brugt tre iterationer (Newton genneml�b to iteratio-
ner).

Vi kender ikke den eksaktel�sning for testbillede 3, og derfor kendervi ikke
denrelative forskel melleml�sningen ogdet eksaktebillede.Vi sammenligner
i stedet to l�sninger fra henholdsvisNewton og Primal Dual, og plotter for-
skellen p�a �gur 43. Den relative forskel mellem de to l�sninger udregnes,og
ligger i st�rrelsesordnen10� 4, og er s�aledesikke synlig for det menneskelige
�je. Vi kan derfor udlede,at de to algoritmer s�ger mod sammel�sning. Vi
laver ydermereen sammenligningaf v�rdierne for l�sningerne i kriteriefunk-
tionen (forklaret for en dimensioni afsnit 9), og laver et plot med funktionen
samlign minima 2d.m31, jf. �gur 44. Heraf sesdet igen, at l�sningerne s�ger

31funktionen er opbygget efter sammeprincip som samlign minima.m, jf. afsnit 9
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mod sammeminimum.

P�a �gur 43 sesdet, at den st�rste forskel mellem de to l�sninger �ndes i
hovedet p�a forgrunds�guren. Dette er s�aledeset omr�adede to algoritmer har
sv�rest ved at gendanne.Dette skyldes,at dennedel af billedet i h�j grad
best�ar af b�adekanter og baggrund.Omvendt ser vi, at forskellen mellem de
to l�sninger er lav vedkappen- somforgrunds�guren b�rer -, hvilket skyldes,
at omr�adet er ensfarvet (\baggrund").

Vi noterer, at voresPrimal Dual implementering danner rekonstruktioner af
sammestandard somNewton, menat Primal Dual er hurtigere per iteration,
jf. tabel 5. For testbillede 1, 2 og 3 skal der derimod en ekstra iteration til,
f�r vi n�ar voresstopkriterie. Dette medf�rer reelt, at Primal Dual har samme
tidsforbug som Newton, jf. tabel 6. Det udledesheraf, at vores implemen-
tering af Primal Dual i to dimensionerer bedre end vores implementering i
en dimension,hvor hovedform�alet aleneblev at virke somstartg�t for vores
hybrid metode.
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Figur 41: Primal Duals l�sning for testbillede 2 (nederstevenstrehj�rne)

Vi medtagertestbillede4 og5, og l�sningerne giver et resultat, der ligger t�t
op af det eksaktebillede, jf. �gur 45 og 46. I tabel 7 servi p�a k�rselstiderne
for testbillede4 og5 medhenblik p�a at sammenlignedissemedk�rselstiderne
for Newton, jf. tabel 4. Vedensammenligningherafsesdet, hvorledestidsfor-
bruget per iteration er mindre end for de tilsvarendetestproblemerk�rt med
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Figur 42: Primal Duals l�sning for testbillede 3 (til h�jre)

testbillede 1 testbillede 2 testbillede 3
TV newton2d(vogel2d) 3.81 3.89 881.49
TV newton2d(vogel2dnew) 0.21 0.22 6.10
Primal dual2d 0.16 0.17 3.17

Tabel 5: Tabel med tidsforbruget for 1 iteration for hver af de tre metoder

testbillede 1 testbillede 2 testbillede 3
TV newton2d(vogel2d) 11.57 10.97 1744.81
TV newton2d(vogel2dnew) 0.51 0.48 12.48
Primal dual2d 0.50 0.48 12.34

Tabel 6: Tabel med tidsforbruget f�r hver af de tre metoder stoppesgrundet
den relative �ndring i billedet bliver under 0.1%
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Figur 43: Forskellen mellem Newton og Primal Duals l�sninger
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Figur 44: Det r�de punkt er kriteriefunktionens v�rdi i Newtons l�sning og
det gr�nne punkt er kriteriefunktionens v�rdi i Primal Duals l�sning

Newton. I relation til testbillede 4 bruger algoritmen en ekstra iteration f�r
den n�ar stopkriteriet, og er derfor langsommereend Newton. For testbillede
5 er den fulde k�rselstid dog over 20 sekunderhurtigere end Newtons tid,
idet det dog skal bem�rk es,at beggealgoritmer bruger to iterationer.
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Figur 45: Primal Duals l�sning for testbillede 4 (nederstevenstrehj�rne)
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Figur 46: Primal Duals l�sning for testbillede 5 (nederstevenstrehj�rne)
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1 iteration testbillede 4 testbillede 5
Primal dual2d 34.63 32.95
fuld k�rselstid testbillede 4 (3 iterationer) testbillede 5 (2 iterationer)
Primal dual2d 120.05 66.92

Tabel 7: Tabel med tidsforbruget for de 2 testbilleder
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15 Udtv�ringsmatricen, K

I dette afsnit vil vi sen�rmere p�a punktspredningsfunktionen,K i relation
til de testproblemernevi har brugt i afsnit 13.1og 14. Vi vil sep�a kvaliteten
af Newtons l�sninger for testproblemer dannet med forskellige udtv�rings-
matricer, og unders�ge parametrene, � og band, i kaldet til dannelsenaf
udtv�ringsmatricen, K .

Vi danner udtv�ringsmatricen ved brug af funktionen blur.m , der danner
en symmetriskdobbelt blok Toeplitz matrice. Dennematrice udtv�rer vores
eksaktebillede, f , med en Gaussiskpunktspredningsfunktion. I hver blok er
det kun elementerne i afstanden\band" fra diagonalen32, der yder et bidrag,
idet alle andreelementer s�ttes til 0. Denneparameterskal s�ttes s�aledes,at
den medtagerden kritiske del af puklen i Gausspunktspredningsfunktionen.
Defaultv�rdien af band er 3, og det er dennev�rdi, vi hidtil har k�rt med.
Parameteren� s�tter bredden af den Gaussiske punktspredningsfunktion.
Jo st�rre vi s�tter � , desto brederebliver funktionen, og dette medf�rer at
problemet er t�ttere p�a singul�r. Default v�rdien af � er 0.7. Vi har set,
at is�r testbillede 5 visuelt ikke virker udtv�ret i sammegrad som vores
andre testproblemer,n�ar default v�rdierne af � og bandbenyttes. Vi v�lger
derfor at illustrere e�ekten af andreudtv�ringsmatricer p�a testbillede 5. Vo-
res funktioner vil have sv�rt ved at gendannel�sningen, jo h�jere � s�ttes.
Samtidig kan vi af koden til blur.m se,at jo st�rre � er sat, desto
adere vil
funktionen v�re, hvilket betyder, at b�andbreddenligeledesskal g�res st�rre
for med sikkerhedat f�a den kritiske del af puklen med.

P�a �gur 47 medtagervi Newtons l�sning for testbillede 5, hvor K er dan-
net med kaldet: K = blur(100,0.9,2) . Her sesdet, hvorledesl�sningen er
langt fra den eksakte l�sning. Den relative forskel er faktisk 24%, hvilket
ogs�a fremg�ar tydeligt, n�ar vi visuelt sammenlignerden eksaktel�sning med
Newtons l�sning. Det kan ikke afvises, at dette skyldes, at b�andbredden
ikke har v�ret tilstr�kk elig stor. Vi fors�ger derfor at s�tte band parame-
teren h�jere, og danner K med kaldet: K = blur(100,0.9,5) . Vi kan se,at
Newton l�sningen n�rmer sig den pr�cise l�sning. Den relative fejl er faldet
til 8%, og l�sningen - som afbilledet p�a �gur 48 - er t�ttere p�a den eksakte
l�sning, end den rekonstruktion vi s�a p�a �gur 47.

32Dette betyder, at parameterenband angiver halvdelen af b�andbredden.
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Figur 47: Testbillede4, hvor K er dannet med � = 0:9 og band = 2

eksakt

20 40 60 80 100

20

40

60

80

100

hoejresiden

20 40 60 80 100

20

40

60

80

100

TV_Newton loesning

20 40 60 80 100

20

40

60

80

100

TV_Newton2d, sigma = 0.9, band = 5
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Figur 48: Testbillede4, hvor K er dannet med � = 0:9 og band = 5

16 Storsk ala problemer

Vi �nsker stadig at forbedrevoresto implementeringer af Newton og Primal
Dual med hensyntil derestidsk�rsler. Vi har, sombeskrevet i afsnittet 13.1,
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\T est af Newton i to dimensioner", forbedret algoritmerne ved at udnytte
enhver form for sparsitet og symmetri. Vi v�lger derfor at koncentrere osom
de matematiske operationer, der foretagesi de to algoritmer, for at se, om
det var muligt at forbedre tidsk�rslerne yderligere. Vi vil i den forbindelse
unders�ge hvilke operationer, der er tidskr�v ende, og benytter derfor den
indbyggedeMatlab funktion profile . profile returnerer bl.a. en oversigt
over, hvor meget tid de enkelte del-funktioner bruger i vores programmer.
Nedenst�aendeer udklip fra profile k�rt med henholdsvisNewton og Pri-
mal Dual:

Newton :

84.950 sekunder, 95%
15: q = � H ng;

Primal Dual

119.200 sekunder, 99%
41: r = K' * (d-K*f pd(:)) - alpha * (D x' * B inv * D x + ...
42: D y' * B inv * D y) m* f pd(:);
44: delta f = (K' * K + alpha*L) nr ;

I de to uddrag af profile ser vi, at for s�avel Newton som Primal Dual,
er Matlabs backslash-operator, (n), mest tidskr�v ende. Det er henholdsvis
99% og 95% af den samledetid, der benyttes til at beregnede linjer, hvor
backslash-operatoren optr�der. Vi unders�ger derfor, om der var andre mu-
lighederfor at l�se de respektive ligningssystemer.Vi ser,at hvis vi er i stand
at omskrive ligningssystemernetil normalform, kan vi benytte og afpr�v e en
iterativl�ser.

For Newton metoden vil det sige,at det er f�lgende ligningssystem,der skal
omskrives:

q = � H ng
m

� Hq = g

hvor q er det Newton skridt, vi �nsker at �nde, H er Hessianenaf vores
kriteriefunktion og g er gradient af kriteriefunktionen. H og g er givet p�a
f�lgende m�ader:
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H = K > K + � (L > (C + B)L)
g = K > (K �f � �d) + � L > CL �f

I det ovenst�aenderepr�sen terer K vorespunktspredningsfunktion, �f er bil-
ledet repr�sen teret p�a vektor-form. L er de�neret som i (17) og C er:

C =
�

diag( � 
0
) 0

0 diag( � 0)

�

Vi inds�tter udtrykkenefor H og g, og f�ar:

� (K > K + � (L > (C + B)L))q = K > (K �f � �d) + � L > CL �f (18)

Vi omskriver (18) til normalligningsform.
2

4
� I 0 K
0 � (C + B) � 1 L

K > � L > 0

3

5

2

4
d1
d2
q

3

5 =

2

4
0
0
g

3

5 (19)

Vi betragter Primal Duals ligningssystem,hvor backslashoperatorenindg�ar:

delta f=( K > K + � G)nr
m
delta f (K > K + � G) = r

hvor er r = K > (d � Kf pd) + � (D >
x B inv D x + D >

y B inv D x )fpd, fpd er den l�sning

Primal Dual returnerer, og B inv = diag(2 � � ). G = L >
�
B inv 0

0 B inv

�

"
1 + (2 � 00� � 0� 2) � D x�fpd � �u (2 � 00� � 0� 2) � D x�fpd � �u

(2 � 00� � 0� 2) � D x�fpd � �v 1 + (2 � 00� � 0� 2) � D y�fpd � �v

#

L

Hvor � 00= � 4� (2
q

(D x
�fpd)� 2 + (D y

�fpd)� 2 + � 2) , � 0 = 2� (2
q

(D x
�fpd)� 2 + (D y

�fpd)� 2 + � 2)

Vi omskriver ovenst�aendeligning fra Primal Dual til normalligningsform:
�

� I K
K > � G

� �
d3
fpd

� �
0
r

�
(20)

Det skal bem�rk es, at n�ar vi omskriver ligningssystemernep�a normalform,
indf�rer vi \dummy" variabler.Dissevariabler har vi reelt ikkebrug i l�sningen,
men de optr�der for, at den matematiske omskrivning kan lade sig g�re. For
Newton metoden (19) er \dummy" variablerne d1 og d2, og i Primal Dual
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(20) er det d3.

Der er mangeforskellige iterativ e l�sere, vi kan v�lge imellem. Vi v�lger at
benytte minres, idet denneer designettil at l�se ligningssystemeraf form
Ax = b, hvor A er symmetrisk, men ikke beh�ver at v�re positiv de�nit. Vi
kan ikke garantere, at koe�cien tmatricerne i (19) og (20) er positiv de�nit.

Normalligningsform er en anden m�ade at udtrykke ligninger p�a, men resul-
tatet af disseskal v�re lig33 det resultat, vi �k med backslash-operatoren.
Vi sammenlignerderfor skridtet somberegnetmed backslashoperatoren og
skridtet somberegnetmednormalligningerne- (19) og(20) - og minres, med
henblik p�a at kontrollere, at ligningerne er omskrevet korrekt. Voresudreg-
ninger viser, at forskellen p�a skridtene ligger ved maskinn�jagtigheden,og vi
udleder derfor, at disseer ens.

16.1 Unders�gelse af l�sninger med og uden minres

Vi er interessereti at unders�ge,om denl�sning, vi f�ar vedat benytte Newton
og Primal Dual metodernel�st med minres, er hurtigere end dissel�st med
backslash.De resultater, vi medtageri dette afsnit, er for testbillede 4 med
relativ st�j af st�rrelsen 10� 3. Det skal i den forbindelsen�vnes, at vi har
testet med samtlige af vorestestbilleder og alle viser sammetendens.

16.1.1 Primal Dual l�sning

Vi starter medat unders�gePrimal Dual metoden,hvor vi benyttede depr�-
de�nerede v�rdier for stopkriterierne for minres. Det f�rste stopkriterie er
tolerance,de�neret somdet relative residual for den l�sning, minres �nder.
minres stopper, hvis dette relative residual er mindre end tolerancen.Det
andet stopkriterie er antal iterationer. De pr�de�nerede v�rdier for stopkri-
terierne er for tolerance10� 6, og for det maksimal antal iterationer 20. Med
dissev�rdier �nder vi l�sningen som plottet p�a �gur 49 p�a 8.35 sekunder.
minres stopper, idet det maksimaleantal af iterationer er n�aet. Vi beregner
herefter den relative forskel mellem det eksakte billede og den l�sning, vi
fandt medminres. Forskellener 0:0430= 4:3%.Vi beregnerligeledesdenre-
lative forskel mellemden l�sning Primal Dual giver - med og uden minres -,
der ialt udg�r 0:0414= 4:1%. De relative forskelle er ikke uacceptablestore,

33n�ar der sesbort fra afrundingsfejl
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is�r hensettil, at med backslash�ndes l�sningen p�a 119sekundermod 8.35
sekunderved brug af minres, dvs. tidsforbruget formindskesmed en faktor
14.

Vi vil sen�rmere p�a stopkriterierne for minres, medhenblik p�a at unders�ge
hvorvidt kvaliteten af billedet og tidsforbruget �ndrer sig i takt med at vi
�ndrer tolerancenp�a minres. Vi laver derfor en unders�gelse,i hvilken vi
s�tter det maksimaleantal iterationer s�a h�jt (600), at vi sikrer os, at tole-
rancenn�as. Resultaternesesi tabel 8.
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Figur 49: Rekonstruktion hvor Primal Dual benytter minres

I tabel 8 fremg�ar det, at ved en lav tolerance,bruger minres mangeiteratio-
ner, og derved megettid. Hvis vi v�lger en tolerancep�a 10� 6, vinder vi kun
en faktor 1.5 i tidsforbrug i forhold til ligningssystemetl�st med backslash.
Til geng�ld opn�ar vi en l�sning, der n�sten er identisk med den l�sning, vi
�k med backslash, da den relative forskel er 8 � 10� 8. Vi ser endvidere,at
Primal Dual funktionen bruger det sammeantal iterationer, som l�sningen
fundet medbackslash.V�lger vi derimod enh�j tolerance,bliver denrelative
forskel mellem l�sningen og det eksaktebillede st�rre. Det samledetidsfor-
brug falder i takt med at tolerancenstiger, og dette skyldes- til trods for de
ekstra Primal Dual iterationer -, at der benyttes f�rre minres iterationer.
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tolerance minres it. relativ forskel relativ forskel 2 tid antal Primal Dual it.
10� 6 435 8.23� 10� 8 0.0092 72.34 3
10� 5 365 1.15� 10� 6 0.0081 53.01 3
10� 4 293 4.91� 10� 6 0.0096 40.88 3
10� 3 217 1.64� 10� 5 0.0087 30.02 3
10� 2 151 5.94� 10� 6 0.0072 25.51 4
10� 1 75 0.0026 0.0084 14.36 5

Tabel 8: 'Tolerance' er den tolerance, der anvendesp�a minres, minres it.
er det maksimale antal iterationer minres anvender. 'relativ forskel 2' er
den relative fejl mellem l�sningen og det eksaktebillede, 'relativ forskel' er
den relative fejl melleml�sningen og l�sningen beregnetuden minres. 'antal
Primal Dual it' er det antal Primal Dual iterationer, der anvendes

Vi vil unders�ge,om der �ndes en tidsoptimal sammens�tning af indre34 og
ydre35 iterationer, idet vi bruger sammetestproblem, og s�tter tolerencen
p�a minres lavt (10� 16). Dette betyder, at funktionen altid vil stoppe, n�ar det
maksimaleantal iterationer n�as. Antallet af minres iterationer s�ttes fra 1
til 25,og for hver k�rsel udtager vi tidsforbruget af algoritmen, og registrerer
hvor mangePrimal Dual iterationer vi har benyttet. Disseoplysningerplot-
ter vi herefterp�a �gur 50. Heraf sesdet, at tidsforbruget falder, hver gangvi
bruger en Primal Dual iteration mindre. Tidsforbruget stiger s�a i takt med,
at vi tager 
ere minres iterationer, indtil der igen brugesen Primal Dual
iteration mindre. For sammek�rsel plotter vi udviklingen for den relative
forskel mellemdet eksaktebillede og den l�sning vi f�as,alt afh�ngig af, hvor
mangeiterationer minres f�ar lov til at l�b e.P�a �gur 51servi, at denrelative
forskel falder i starten, og kurven 
ader ud jo 
ere iterationer minres l�b er.
I realtion til �gur 50 og 51 er det tillige v�rd at bem�rk e, at s�afremt den
hurtige l�sningen �nskes,skal minres l�b e f�a iterationer, dog p�a bekostning
af en stor relativ forskel. �nsk es derimod en pr�cis l�sning, og dermed en
lille relativ forskel skal minres l�b e 
ere iterationer, dog p�a bekostning af et
st�rre tidsforbrug.

Vi v�lger at illustrere konvergensforl�bet, hvis vi lader minres l�b e hen-
holdsvis5, 10, 15 og 20 iterationer, jf. �gur 52. Heraf sesdet, at Primal Dual
konvergererhurtigt i de to f�rste iterationer uagtet hvor mangeminres ite-
rationer vi anvender.I de n�ste iterationer for Primal Dual afviger kurverne
fra hinanden, alt afh�ngig af hvor mangeminres iterationer, vi anvender.

34minres iterationer
35Primal Dual iterationer
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Figur 50:x-aksenviser # iterationer for minres. y-asken angiver henholdsvis
tidsforbruget m�alt i sekunderogantal Primal Dual iterationer. Den bl�a kurve
repr�sen terer tiden for minres iterationer. Den r�de kurve viser antallet af
Primal Dual iterationer
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Figur 51: Den relative forskel mellem den eksaktel�sning, og l�sning fundet
ved x antal minres iterationer

Anvender vi eksempelvis 5 minres iterationer, 
ader kurven ud, og dette
medf�rer, at denf�ar enmegetlille h�ldning. Anvendervi derimod 20minres
iterationer, er kurvensh�ldning betydeligt st�rre.

For at unders�gebetydningenaf disseforskellige konvergensforl�b, v�lger vi
at lave f�lgende analyse.Vi antager i den forbindelse,at l�sningen fundet i
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Figur 52: Konvergensforl�bet mod stopkriteriet af Primal Dual ved anven-
delseaf henholdsvis5 (bl�a), 10 (r�d), 15 (gr�n) og 20 (lyser�d) minres ite-
rationer. Ud af x-aksener antal Primal Dual iterationer, og ud af y-aksener
den relative fejl

iteration k (fk), kan skrivessoml�sningen, f , plus en fejl, ek :

fk = f + ek

Vi antager endvidere,at fejlen kan skrivesp�a f�lgende m�ade:

ek+1 = cek

hvor c er en iterationsmatrix.

Tr�kk er vi to l�sninger fra hinanden f�ar vi:

� k = fk � fk� 1 = f + ek � (f + ek� 1) = ek � ek� 1

Herved f�ar vi at � k+1 = c� k . L�sningen f kan herefter skrivessomen sum:

f = fk+ � k+1 + � k+2 + : : :

Vi kan nedskrive \restfejlen" somf � fk , og denne\restfejl" kan vi omskrive
p�a f�lgende m�ade:

f � fk = (c + c2 + : : :)� k

m
f � fk = c(I + c + c2 + : : :)� k

m
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f � fk = c(I � c) � 1� k

Det sidsteudtryk kan opskrivessom:

kf � fkk � kck
1�k ck k� kk

hvor kck < 1; kck = 1 � �; 0 < � � 1

F�lgeligt servi, at hvis kck er t�t p�a 1 bliver \restfejlen" stor. Servi igenp�a
�gur 52,kan vi bestemmekck vedat tageto p�a hinandenf�lgende punkter, og
dividere dissev�rdier med hinanden.For kurven hvor vi benytter 5 minres
iterationer, betyder dette, at kck vil v�re t�t p�a 1. Dvs. vi har for denne
kurve en stor \restfejl", mensst�rrelsen for kck vil v�re mindre en 1 for den
kurve, hvor vi benytter 20 minres iterationer. Benytter vi s�aledes5 minres
iterationer, f�ar vi en st�rre \restfejl" og en langsommerekonvergens,endhvis
vi anvender20 iterationer.

16.1.2 Newtons l�sning

Vi �nsker udf�re entilsvarendeunders�gelsefor Newtonmetoden,idet vi igen
anvender minres fremfor backslash til at l�se vores line�re ligningssystem.
Vi k�rer funktionen med de pr�de�nerede stopkriterier for minres. Dette
kald er imidlertid problematisk,da Matlab p�apeger,at vi dividerer mednul i
rutinen for minres. Vi vil derfor unders�ge, hvor dennedivision �nder sted,
og om vi kan afhj�lp e dette. Vi unders�ger de parametre,der indg�ar i nor-
malligningssytemet(19). Til at starte medunders�gervi leddet C � B , inden
vi inverterer det i (19). Dette skyldes,at hvis C � B er d�arlig konditioneret,
vil en invertering blot g�re konditionstallet v�rre. P�a �gur 53 har vi lavet et
strukturplot af C � B 36. Strukturen af C � B kan �ndres ved at foretageen
permutation. Herved f�ar vi, at C � B kan skrivessomendiagonalto-gange-to
blok matrix. Fordelenherved, er, at vi lettere kan foretageregneoperationer,
og samtidig ved vi, at karakteristika somkonditionstal og egenv�rdier, ikke
�ndres. Vi unders�ger, hvordan egenv�rdierne i C � B opf�rer sig. Dette
g�res ved en analytisk unders�gelse,i hvilken vi ser p�a en af de to-gange-to
blok matrix, vi �k ved at permutere C � B :

2

4

2
� j

� 4
� 

3

j

2� 2
x j

� 4
� 

3

j

2� x j � y j

� 4
� 

3

j

2� y j � x j
2
� j

� 4
� 

3

j

2� 2
y j

3

5 (21)

36Ved brug af Matlab funktionen spy
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Figur 53: Strukturen af C � B . Det bl�a repr�sen terer tal forskellige fra nul,
restenaf elementerne er lig nul

Vi kan tr�kk e faktor 4
� j

udenfor (21). Herved f�ar vi:

4
� j

�
� 2 + � 2

y j � 2� x j � y j

� 2� y j � x j � 2 + � 2
x j

�
(22)

Vi opskriver det karakteristiske polynomie for at �nde egenv�rdierne (� j ) til
(22):

� 2
j � (2� 2 + � 2

y j + � 2
y j )� + (� 2 + � 2

x j )( � 2 + � 2
y j ) � 4� 2

x � 2
y j

L�sningerne til dette karakteristiske polynomie er:

� j = � 2 +
� 2

x j + � 2
y j

2
�

q
� 4

x j + 14� 2
x j �

2
y j + � 4

y j (23)

Af formel (23) kan vi se,at egenv�rdierne b�adekan antage positive og nega-
tive v�rdier. Det er derfor ogs�a muligt, at vi kan f�a egenv�rdier, der er lig
nul. Hvis en egenv�rdi er nul, vil dendel af blok matricen blive singul�r. Da
vi har permuteret C � B til en diagonal matrix, ved vi, at egenv�rdierne i
C � B , er f�llesm�ngden af egenv�rdierne i de enkelte blokke. Det betyder,
at hvis en blok er singul�r, er heleC � B singul�r.

Vi serogs�a p�a konditionstallet af C � B . Vi ved, at konditionstallet er givet
ved den st�rste absolutte egenv�rdi divideret med den mindste absolutte
egenv�rdi. Hvis blot en enkelt blok i C � B har et h�jt konditionstal, kan
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vi risikere, at konditionstallet for hele C � B er d�arligt, idet dette er givet
ved den st�rste af de absolutte egenv�rdi fra blokkene divideret med den
mindste absolutte egenv�rdi fra blokkene.Dette betyder, at en blok, der har
et d�arligt konditionstal, vil g�re heleC � B d�arligt konditioneret.

Af disseovervejelserudledervi, at hvis C � B er d�arligt konditioneret bryder
Newton metodensammen,n�ar vi benytter normalligningerne.Newton meto-
den har ikke tidligere givet anledning til problemer, idet vi i vorestidligere
problemstilling adderedeK > K til C � B . Dette bet�d at det (mulige) d�arlige
konditionstal for C � B blev formindsket.
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17 Teori

Vi vil fors�ge at opstille og l�se et geofysiskproblem med voresPrimal Dual
algoritme. Vi er interessereti den seismiske \slowness", 1

v( �r ) indenfor et af-
gr�nset omr�ade,R. Vi vil i denneforbindelsekun sep�a det to-dimensionelle
tilf�lde.

Vi opstiller en ligning, der udregner � 0
j ` . � 0

j ` repr�sen terer afvigelseri tider
fra enstandardmodel. Vi arbejder i denneligning medenparameterben�vn t
\slowness",sl( �r ), somer den inversest�rrelse af hastighedengennemjordla-
gene,dvs. 1

v( �r ) . sl( �r ) er ligeledeset m�al for afvigelsenfra en standardmodel.

� 0
j ` =

Z

straale j `

sl(�r )d2r (24)

hvor � 0
j ` er den m�alte v�rdi i den j -te m�alestation37 for den `-te b�lge,

og
R

straale j `
sl(�r )d2r er integralet langs str�alen. Det skal bem�rk es at j =

1; :::; Nmaale og ` = 1; :::; Nboelger

For at l�se (24) medhensyntil sl( �r ), er vi n�dt til at lave en diskretiseringaf
voresafgr�nsede omr�ade,R. Vi deler derfor R ind i et net af Nx � Ny celler.
Vi antager, at \slowness"er konstant i hver celle,dvs.:

sl( �r ) = slk for r 2 celle# k (25)

hvor slk er v�rdien af \slowness"i cellek.

N�ar vi benytter denneantagelsei formel (24), f�ar vi:

� 0
j ` =

X

k

W 0
(j ` )kslk (26)

hvor der kun summeresover de celler, som str�alen g�ar igennem, og hvor
W (j ` )k er l�ngden af str�ale j ` i cellek. P�a �gur 54 har vi markeret de bidrag
der g�ar gennemcellernemed skiftevis m�rk e- og lysebl�at.

N�ar vi skriver (26) for alle j ` og alle k, opn�ar vi et line�rt ligningssystem:

W sl = �
37Vi har de�neret, at m�alestationerne skal v�re ligeligt fordelt p�a den jordover
ade vi

arbejder med.
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Figur 54: Simpel skitseringaf et geofysiskproblem. En b�lge kommerneden-
fra. En str�aleder st�ar vinkelret p�a deplaneb�lger, n�ar op til voresm�alestation
(r�d kasse).Dennestr�ale danner vinklen � med vandret. Bidragenetil inte-
gralet i (24) i cellerneer markeret med en skiftevis m�rk e- og lysebl�a streg

Figur 55: Visualisering af voresligningssystemW sl = �

hvor W er en matrix af st�rrelsen Nmaale � Nboelge � Ngrid � Ngrid , sl er v�r-
dierne af sl( �r ) opsat p�a vektorform og har l�ngden Ngrid � Ngrid og � er en
vektor af l�ngden Nmaale � Nboelge, der indeholder vores tider (afvigelser fra
standardmodellen). P�a �gur 55 har vi udarbejdet en visualisering af vores
ligningssystem.W indeholder, som n�vn t, Nmaale � Nboelge r�kk er, og hver
af disser�kk er indeholder bidragenefor eenbestemt str�ale. P�a plads (i; j )
i matricen er bidraget fra str�alej ` i celle k. Idet str�alej ` ikke g�ar igennem
samtlige celler, men faktisk kun et f�atal, har vi en 't yndt befolket' matrix.
Den er dog ikke en struktureret 't yndt befolket' matrix, somvi tidligere har
set.
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18 Testproblem

Vi laver herefteret testproblem,tomo.m, der giver osW ; sl og� . For at kunne
dannedette, skal en bruger give parametrene:Nmaale, Nboelger, �-v ektor, X ,
Y , Ngrid

Vi starter med,at lave et eksaktbillede af det jordlag, vi vil gendanne.Dette
implementeresi funktionen makes.m., ogher brugesst�rrelsen Ngrid , somgi-
vet af brugeren.Output er et kvardratisk testbilledeaf st�rrelsen Ngrid � Ngrid

med syv skr�a jordlag og en kvadratisk kassenedersttil h�jre i billedet.
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Figur 56:Til h�jre sessl afbilledet, hvor Ngr id = 100,til venstresesNgr id = 20

Derefter danner vi W matricen. Til dette form�al beregnervi bidragenefra
hver str�ale for hver pixel i voresdikretiseredeomr�ade, R. For at kunne be-
regnedisse,bruger vi trekantsrelationernefor retvinklede trekanter, og dette
implementeres i funktionen vinkel.m .

For at danne� , sigervi: � = W sl

19 K�rsel med Primal Dual

Vi v�lger udelukkendeat l�se denneproblemtype med Primal Dual algorit-
men. Dette skyldes,at vi �nsker at k�re algoritmen for store testproblemer,
og �nsker derfor at bruge algoritmen der �nder skridtet med den iterativ e
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l�ser, minres.

Vi danner testproblemet af st�rrelsen 100 � 100, jf. �gur 56 til venstre,
og danner med funktionen tomo.m W ; sl og � . Systemet dannesmed 500
m�alestationer og 40 b�lger. Dette medf�rer, at ligningssystemetindeholder
10000 ukendte og 20000 ligninger, og ligningssystemeter s�aledesoverbe-
stemt. � sendesherefter igennem primal dual2d geo38. F�rst uden st�j,
derefter adderer vi relativ st�j af st�rrelsesordenen10� 3, 10� 2 og tilsidst
10� 1. L�sningerne fra dissekald plottes p�a 57. Vi ser hvorledes,at algorit-
men gendannertendensenfra det eksaktebillede. Da vi tilf�jer st�j til vores
udtv�rede billede, giver dette ikke anledning til problemer, f�rend st�jen
s�ttes til 10� 1 = 10%.Ved 10%kan vi enddastadig kan anedet lyse jordlag
og lidt af kassen.
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Figur 57: �v erst til venstre sesl�sningen af problemet uden st�j. Til h�jre
sesl�sningen, hvor � er p�avirket af st�j i st�rrelsesorden10� 3. Nederst til
venstreer st�jen sat til 10� 2, og til h�jre er den sat til 10� 1

38funktionen er opbygget s�aledes,at den benytter Primal Dual med den iterativ e l�ser
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19.1 Kv adratisk vs. overb estemt

Vi ved,at dersomligningssytemerer overbestemte, ogdata ikkeer st�jb elagt,
vil l�sningen v�re lig den l�sning, som �ndes med et kvadratisk ligningssy-
stem.Vi �nsker at seom dette ogs�a g�r sig g�ldende de l�sninger, somvores
vores algoritme39 �nder. P�a �gur 58 plotter vi derfor det indre iterations-
forl�b 40 for henholdsviset kvadratisk- og et overbestemt ligningssystem.Vi
ser, hvorledesde to l�sninger ved den 25. iteration tydeligt adskiller sig fra
hinanden. Dette ser vi ligeledesved at udtage den relative forskel, der for
det kvadratiske tilf�lde er lig 0:44 for et 20 � 20, og for det overbestemte
tilf�lde er lig 0:17. I de to ligningssystemerunders�ger vi de to W matricer.
Vi udtager de respektive konditionstal der er lig 1 (kvadratisk) og 3:89� 103

(overbestemt). For det kvadratiske tilf�lde er W rangde�ekt, hvorimod det
overbestemte ligningssystemhar et fornuftigt konditionstal. Vi plotter der-
n�st alle desingul�re v�rdier for matricerne(svd-v�rdierne). P�a �gur 59ser
vi, hvorledesdenkvadratiske matrice faktisk er rangde�ekt - meden rang p�a
cirka 255,idet svd-v�rdierne falder ligger megett�t p�a maskinn�jagtigheden
cirka efter den 255.v�rdi - imedensden overbestemte matrice har fuld rang.
Vi unders�ger dern�st om rangde�ekten skyldes, at der optr�der 0-s�jler
i W -matricen, og der dermed optr�der pixels, der ikke bliver bes�gt af en
str�ale. Dette er dog ikke tilf�ldet, og vi serderfor p�a W matricerne. Hvis vi
eksempelvis har 40m�alestationersamt 10 b�lger i det kvadratiske ligningssy-
stem, og 40 m�alestationersamt 20 b�lger i det overbestemte ligningssystem,
vil de respektive W matricer kun v�re sammenlignelige,hvis alle r�kk er
fra W det kvadratiske ligningssytemg�ar igen i W fra det overbestemte lig-
ningssystem.Dette foruds�tter imidlertid, at alle vinklerne fra de 10 b�lger
indg�ar i de 20 b�lger. Vi har de�neret, at b�lgerne skal v�re ligeligt fordelt
over 180 grader under den plane jordover
ade, og derfor kan vi ikke garan-
tere, at vinklerne i et givent kvadratisk ligningssystemer de samme,der
indg�ar i et givent overbestemt ligningssystem.I ovenst�aendetilf�lde med de
10 b�lger, konstaterer vi, at disseikke indg�ar i de 20 b�lger fra det overbe-
stemte ligningssystem,og vi kan derfor udlede,at de to ligningssystemerikke
er sammenlignelige.Det skal i denforbindelsen�vnes, at medet stigendean-
tal b�lger bestemmesmangepixels 
ere gange,hvilket er med til at danne
en bedre l�sning.

Vi unders�ger de tilsvarende st�jb elagte ligningssystemer.For et st�jfyldt
overbestemt ligningssystem,g�lder det, at l�sninger ligger t�ttere p�a det
eksaktebillede end for det kvadratiske. Dette skyldes,at det overbestemte

39primal dual2d geo.m
40Dette vender vi tilbage til i afsnit 19.2
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Kvadratisk: 10 boelger, 40 maalestationer

iter 25

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 1

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 2

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 3

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 4

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 5

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 10

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 15

5 10 15 20

5

10

15

20

iter 20

5 10 15 20

5

10

15

20

Overstemt: 20 boelger, 40 maalestationer

iter 25

5 10 15 20

5

10

15

20

Figur 58: Til venstre seset forl�b af de indre iterationer for det kvadrati-
ske ligningssystem,og til h�jre seset forl�b af de indre iterationer for det
overbestemte ligningssystem
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Figur 59: De singul�re v�rdier plottet for henholdsvisdet kvadratiske- og
det overbestemte ligningssystem
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Figur 60:Til venstresesl�sningerne fra et kvadratisk ligningssystemmed400
ubekendteog400ligninger.Til h�jre sesl�sningerne fra et st�rkt overbestemt
ligningssystemmed 400ubekendte og 1200ligninger

ligningssystemundertrykker fejlen, der tilf�jes. Dette sesillustreret p�a �gur
60, hvor vi har plotter l�sningen af henholdsviset kvadratisk- og et over-
bestemt ligningssystemp�a et problem med relativ st�j af st�rrelsesordenen
10� 2 = 1%. Vi ser, hvorledesdet overbestemte ligningssystemvisuelt ligger
t�ttere p�a det eksaktebillede. N�ar vi udtager den relative forskel, er den
for l�sningerne for det kvadratiske system henholdsvis0.27 og 0.31, og for
l�sningerne for det overbestemte systemer de 0.09og 0.12.

19.2 Stopkriterier

Voresalgoritme til l�sning af de geofysiske problemer41 er bygget op s�aledes,
at den tager ydre iterationer med en Primal Dual metode og indre iteratio-
ner med minres. Vi �nsker, at se p�a de indre stopkriterier, for at se, om
en sk�rp elseaf dissevil betyde rekonstruktioner, der ligger t�ttere p�a det
eksaktebillede. Vi vil unders�ge, hvad dette betyder for vores tidsforbrug.
Vi plotter derfor l�sningerne p�a et overbestemt ligningssystem(10000ube-
kendteog 20000ligninger) for varierendeantal indre iterationer (med relativ
st�j p�a h�jresiden af st�rrelsesordenen10� 3), og udtager henholdsvisantal
minres iterationer, den relative forskel, tiden og antal Primal Dual iteratio-
ner. Vi inds�tter herefter alle ovenn�vn te oplysninger i tabel 9. Vi ser, at
tiden afh�nger af et sammenspilaf, hvor mangeindre og ydre iterationer vi

41primal dual2d geo.m
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Figur 61: Her sesl�sningerne plottet for forskellige antal indre iterationer

tager. Vi kan se,at jo 
ere minres iterationer vi tager, desto mindre bliver
denrelative forskel. Det skal i den forbindelsebem�rk es,at is�r mellem1-15
minres iterationer falder den relative forskel, hvorved det visuelle indtryk
forbedres.
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minres iterationer relativ forskel tid Primal Dual iterationer
1 1.1921 25.2551 7
5 0.7553 39.5762 8
10 0.5753 81.9901 12
15 0.4834 90.4070 10
20 0.4624 88.7009 8
25 0.4083 101.5283 8
30 0.4095 88.7706 6
35 0.3949 84.8983 5
40 0.3746 0.3746 6

Tabel 9: 'minres iterationer' er antallet af indre iterationer, 'relativ forskel' er
denrelative forskel mellemdeneksaktel�sning ogdenberegnedel�sning. 'tid'
er tiden algoritmen bruger p�a at �nde l�sningen, og 'Primal Dual iterationer'
er antallet af ydre iterationer der anvendes.
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20 Konklusion

I dette projekt har vi arbejdet med forskellige regulariserings-algoritmersom
benytter Total Variation. Vi har i en og to dimensionelletilf�lde besk�fti-
get os med rekonstruktion af skarpe billeder hovedsageligtudfra st�jfyldte
data. Ved hj�lp af et udtv�rret billede og den matematisk model, der har
udtv�rret dette, har vi fors�gt at gendannedet eksaktebillede. Voresform�al
har v�ret tildels at opn�a en grundl�ggende forst�aelseaf Total Variation al-
goritmer, og tildels at opn�a en rekonstruktion af en vis st�rrelsesorden,der
ligger t�t p�a den eksaktebillede indenfor et rimeligt tidsforbrug.

I Total Variation har vi arbejdet med kriteriefunktionen med udgangspunkt
i et-normen af regulariserings-leddet.I relation til det en-dimensionelletil-
f�lde har voresunders�gelservist, at to-normenaf regulariserings-leddetvar
f�lsom overfor vilde punkter. Et-normen, derimod, var robust og derfor et
ideelt valg, til at genskabe punkter meddiskontiu�ritet. Total Variation om-
handler problemstillingen med minimering af en kombination af en residue-
norm (et-normen) og et regulariseringsled.

St�rrelsen af regulariserings-leddetbestemmesmedparameteren� , der afg�r
i hvilken udstr�kning der skal foretagesen regulariseringaf denmatematiske
model. Vi vidste, at � skulle s�ttes afh�ngig af de individuelle testproblem
og st�rrelsen af denst�j der var tilf�jet det udtv�rede billede, hvilket vi ogs�a
�k bekr�ftet i vores unders�gelser.Vores unders�gelserviste endvidere,at
tilstedev�relsen af en st�jparameter medf�rte, at � skulle s�ttes h�jere end
for det tilsvarendeproblem uden st�j.

For det en-dimensionelletilf�lde implementerede vi Newton metoden med
henblik p�a at l�se voresproblemstilling. Dennemetode dannedeen l�sning,
der l�a t�t op af det eksakte billede, idet vi forudsatte, at � var valgt ef-
ter ovenst�aendekriterier. Ved n�rmere unders�gelsebem�rk ede vi dog, at
konvergensenmod stopkriterierne var langsom,og for rekonstruktioner af en
betydelig st�rrelse, kunne tidsforbruget derfor eskalere.Ved sammelejlighed
bem�rk edevi, at n�ar algoritmen var i n�rheden af l�sningen, konvergerede
denhurtigt mod stopkriterierneogdermeddeneksaktel�sning. Vi valgteher-
efter at implementere to ikke-line�re mindstekvadratersmetoder,Marquardt
ogDogleg,der doghurtigt viste sigustabile.Derfor valgtevi i stedetat imple-
mentere Primal Dual metoden, og vi s�a hvorledesdennemetode hurtigt kom
i n�rheden af l�sningen, for s�a i nogletilf�lde at v�re ustabil i fors�get p�a at
�nde den eksaktel�sning. I et sidstefors�g p�a at �nde en algoritme, der var
b�adehurtig ogpr�cis, udarbejdedevi enalgoritme, hybrid, der benyttede sig
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af de positive egenskaber fra henholdsvisNewton og Primal Dual. Vi brugte
s�aledesPrimal Dual til at kommei n�rheden af l�sningen, og Newton fandt
en l�sning t�t op af deneksaktel�sning. Voresunders�gelserviste, at hybrid
algoritmen konvergeredehurtigere endNewton og derved n�aedel�sningen p�a
f�rre iterationer. Vi kan i �vrigt ikke sammenlignek�rselsforl�b et for hybrid
metoden med Primal Dual, da sidstn�vn te viste sig ustabil.

I det to-dimensionelletilf�lde implementerede vi Newton og Primal Dual.
Beggemetoder arbejder efter sammeprincipper somvoresen dimensionelle
tilf�lde. Vi implementerede Newton uden tanke p�a sparsitet og tidsforbrug
generelt,hvilket - ikkeoverraskende- gav enalgoritme medenk�rselstid der i
praksisvar ubrugelig for selvsm�a testproblemer.Tidsforbruget blev imidler-
tidigt forbedret v�senligt, da vi gennemgikkodenmedhenblik p�a at udnytte
sparsiteten. Det var derefter muligt at k�re algoritmen med testbilleder af
st�rrelsen 100� 100,indenfor et rimeligt tidsforbrug. L�sningen, somfundet
af Newton algoritmen, var visuelt t�t p�a det eksaktebillede, hvilket vores
unders�gelseogs�a viste, idet den relative forskel mellem det eksaktebillede
ogNewtonsl�sning var under 1%.Vi s�a endvidere,at algoritmen fremh�v ede
tydeligt form�aedeat fremh�v e konstrasterne(og dermedkanterne) i et af os
udvalgt testbillede.Vi implementeredederefterPrimal Dual i to dimensioner,
og af l�sningerne fremgik det, at denrelative forskel n�sten var identisk med
Newtons for de repektive testbilleder. Da vi sammenlignedek�rselstiderne
med Newton, viste det sig imidlertid, at Primal Dual var hurtigere per itera-
tion. Omvendt fandt Newton algoritmen l�sning i l�b et af f�rre iterationer,
hvorfor den fulde k�rselstid reelt var den samme.I et af vores testbilleder
kendte vi imidlertid ikke den eksakte l�sning, og vi sammelignedederfor i
stedet Newtons- og Primal Duals l�sning. Vi fandt, at de to l�sninger n�-
sten var identiske, men at algoritmernes l�sninger di�erentierede mest fra
hinanden i det omr�adeaf billedet, hvor gradienten var st�rst. Det bet�d, at
algoritmernehavde sv�rest ved at gendanneden eksaktel�sning i dennedel
af billedet.

Den fulde k�rselstid af de to algoritmer med testproblemer af st�rrelsen
100� 100 l�a mellem 1 og 2 minutter. Vi fors�gte at forbedre dette tids-
forbrug yderligereved indf�relse af en iterativ l�ser. For Primal Dual k�rte
herefteret testproblemaf st�rrelsen 100� 100p�a blot 8.35sekunder(med de
pr�de�nerede v�rdier af den iterativ e l�ser), hvorimod det ikke var muligt
at �nde l�sningen med Newton ved brug af en iterativ l�ser. Sidstn�vn te
skyldes,at d�arlige konditionstal for de matricer vi arbejde med, medf�rte et
sammenbrud af vores rutine. Den l�sning, Primal Dual fandt frem til, var
den sammesom den l�sning vi beregnedeuden den iterativ e l�ser, og vi er
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s�aledesikke g�aet p�a kompromismed l�sningen for at forbedretiden.

Sluttelig har vi arbejdet med geofysiske problemer, idet vi ved hj�lp af
m�aledata har fors�gt at gendannejordlag ved hj�lp af Primal Dual algo-
ritmen. Vi oplevede, at det var problematisk at danne testproblemet, her-
under is�r udtv�ringsmatricen, W . Ved brug af simple trekantsrelationer
og utallige beregningerkunne vi imidlertid opstille testproblemet. Udtv�-
ringsmatricen for det geofysiske problem er opbygget anderledesend den
udtv�ringsmatrice vi hidtil havde arbejdet med i billederekonstruktion, men
til trods herfor var vi i stand til at gendanneet jordlag, der - ved en visuel
sammenligning- gendannertendensernefra det eksaktebillede. Dette gjorde
sig ligeledesg�ldende, da vi tilf�jede st�j til det udtv�rede billede, dog kun
indtil st�rrelsesordenen10� 1, hvor billedet var n�sten uigenkendeligt. Vo-
res unders�gelserviste endvidere,at s�afremt vi var interessereti at �nde en
l�sning, der var t�t p�a det eksaktejordlag, var det n�dv endigt at danneet
overbestemte ligningssystem- imods�tning til et kvadratiske ligningssystem
- b�ademed og uden st�j.

P�a baggrundaf samtlige af voresovenst�aendeunders�gelser,konkluderer vi,
at Total Variation algoritmer indenfor et rimeligt tidsforbrug er i stand til at
rekonstruere eksaktebilleder udfra st�jfyldt data b�ade i forhold til billede-
rekonstruktion og geofysiske problemer. If�lge voresunders�gelserg�r dette
sig ogs�a g�ldende for testproblemeraf varierendest�rrelse op til 100� 100,
og vi ser ikke noget til hinder for, at vores implemtering af algoritmen kan
k�res for endnu st�rre problemer.
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21 Conclusion

In this project we have worked with di�erent regularization algorithms using
Total Variation. We have beenworking with the restoration of sharp images
from data primarily with noise for one and two dimensionalcases.Using a
blurred imageand the mathematical model which have blurred this, we have
attempted to restoreexcactimages.Our purposehave partly beento achieve
an understadingof Total Variation, and partly to restoreimagesof a mode-
rate sizewithin a reasonableellapsedtime.

In Total Variation wehaveworkedwith a criteriafunction with point of origin
in the one-norm of regularization. In relation to one-dimensionalproblems
our studies have shown that the two-norm of the regularization is sensitive
to wild points. However, the one-normwasrobust, and hencean ideal choise
in relation to recreatingpoints with discontinuity. Total Variation dealswith
the problem of minimizing a combination of a residue-norm(one-norm) and
a regularization.

The sizeof the regularization is set by the parameter � which says to what
extent the regularization of the mathematical model is to be taken. We knew
beforehandthat the best value of � dependedon the individual testproblem
and the sizeof the noisethat had beenaddedto the blurred image,which was
alsocon�rmed by our examinations.Our studiesalsoshowed that the value
of � should be set higher for a problem with noise than the sameproblem
without noise.

In the one dimensionalcasewe implemented Newton's method in order to
solve our problem of minimizing a combination of a residue-normand a re-
gularization. This method found a solution that was similar to the exact
solution, in that we presuposedthat the value of � had beenset in accor-
dancewith the above mentioned criterias, however on closerexamination we
noticed that the convergenswas slow towards towards the stop criteria, and
for and for recontructions of a considerablesizethis meant that the ellapsed
time would escalate.At the sametime we noticed that when the algorithm
was near the solution the convergenswas fast towards the stop criteria. We
then choseto implement two non-linear least squaresmethods, Marquardt
and Dogleg,both of which proved themselvesunstable.Hence,we preceeded
to implement the Primal Dual method, and we saw how this method quickly
got in the proximaty of the solution, though in somecasesvery unstable
when trying to �nd the excact solution. Lastly, in a �nal attempt to �nd
an algorithm, the hybrid methode, which would �nd the solution quickly
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and precisely, we composeda new algorithm using the best qualities from
Newton and Primal Dual. In this way we were able to recreatean image in
the proximit y of the solution, which was similar to the excact solution due
to the quality of the Newton method. Our studies showed that the hybrid
method convergedmore quickly than Newton and thereby found a solution
with fewer iterations. In other respects the hybrid method and Primal Dual
are not comparablein that the latter at times was unstable.

In the two dimensionalcasewe implemented Newton and Primal Dual, both
of which works after the sameprincipal asour onedimensionalcase.At �rst,
we implemented the Newton method without regardsto sparsity and ellapsed
time in genereland - not surpriceingly - this resulted in an algorithm with
an ellapsedtime which in practice was uselesseven for smaller problems.
We then improved the ellapsedtime considerablyafter a thorough exami-
nation of the code in order to make use of the sparsity of the matrices in
the computations. We where then able to test problemsof the speci�c size
100� 100 within reasonablyellapsedtime. The solutions found by Newton
was visually similar to the excact image,which our studies also supported,
in that the realtive di�erence betweenthe excact imagean the above men-
tioned solution was lessthan 1%. Furthermore, our studiesshowed that the
algorithm very skillfully accentuated the contrasts in the image we had se-
lected. We then implemented the Primal Dual algorithm in two dimensions,
and from the solution it becameevident that the relative di�erence in the
imageswe tested was almost identical to that of Newton's method. Howe-
ver, we saw that when we comparedthe ellapsedtime with that of Newton
Primal Dual was faster per iteration. On the other hand, Newton found the
solution in fewer iterations, and therefore the overall ellapsedtime of the
two algorithms becamepractically identical. In onetestproblemswe did not
know the excact solution, and therefore we compared the solutions found
by Newton and Primal Dual. We saw how the two solutions were almost
identical, however, the solutions of the algorithms di�ered the most in the
area,in which the gradient wasthe highst. This meant that it washarder for
the algorithms to restorethe excactsolution in this speci�c part of the image.

For an image of 100� 100 pixels the overall ellapsedtime of the two algo-
rithms where approximately 1-2 minutes. In order to approve this ellapsed
time we introduced an iterativ e solver. This resulted in an overall ellapsed
time of 8.35 secondsfor an image using Primal Dual's methods (using the
prede�ned stop criteria), asopposedto the Newton method which could not
solve the problem. The latter was due to badly conditioned matrices which
causeda breakdown of our rutine. The solution found by Primal Dual was
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identical to the solution found without the iterativ e solver, and thus we have
not comprimizedthe solution in search of a faster implementation.

Finally, we have worked with geophysical problems trying to recreatestra-
tums of earth usingmeasureddata and the Primal Dual algorithm. We found
that it was problematic to create the testproblem, particulary the blurring
matrix W . Using simple triangular relations and numerouscalculations we
were able to set up the testproblem. In relation to the geophsycalproblem
the blurring matrix is di�erent to the blurring matrix usedin imagerestora-
tion, however we were still able to restore the stratums of earth which were
fully comparablewith the excact imageof the stratums. Even the presence
of noisedid not disturb the result considerably, though when the noiselevel
was raisedto 10%the restoredimagebecameunrecognizible.Moreover, our
studies showed that it was necessaryto create an overdeterminedequation
system - as opposedto a squaredequation system - if we wanted to reach
the solution near the excactstratums.

In the light of this project weconcludethat Total Variation algorithms within
a reasonablyellapsedtime is capableof restoring imagesfrom data with noise
both with regardsto imagerestoration and geophysical problems.According
to our studiesthis is even the casefor testproblemsof size100� 100pixels,
and we do not se any obstaclesthat would prevent our implementation of
the algorithm to run on bigger problems.
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Appendix 1, matlab funktioner

Del VI

App endix

22 App endix 1, matlab funktioner

22.1 alpha fun.m
function [f2,f1,sum_iter ati on2, iteration, sum_tid2, tid_end,stop1,sto p2, al pha_vek] = ...

alpha_fun(K,d,n, sta rt _alph a, slut_alpha)

tic
[f1(:,:,1),stop1( 1), v1(1 )] = TV_newton_test(K, d,s ta rt _al pha,1 e- 4, [1e -7 ,1e -8 ,10 0] ,[ ],1 ,[ ]);
tid1(1) = toc;

f2(:,:,1) = f1(:,:,1);
tid2(1) = tid1(1);
v2(1) = v1(1);
stop2(1)=stop1(1) ;
%laver vektor af alpha-vaerdier
alpha_vek = logspace(log10(st art _alp ha) ,l og10( slu t_ al pha), 9);

for i = (2:n)
alpha = alpha_vek(i);

tic
[f1(:,:,i),stop1 (i ), v1( i) ] = TV_newton_test(K ,d ,a lph a, 1e-4, [1 e-7 ,1 e-8 ,1 00] ,[ ], 1,[ ]) ;
tid1(i) = toc;

tic
[f2(:,:,i),stop2 (i ), v2( i) ] = ...

TV_newton_test(K, d, alp ha,1 e-4 ,[ 1e-7, 1e-8, 100], [] ,1, f2 (: ,:, i- 1)) ;
tid2(i) = toc;

end
for i =(1:n)

if stop1(i)==1
else disp('problemer med stop1');

disp(stop1(i))
end
if stop2(i)==1
else disp('problemer med stop2');
end

end

tid_end = tid1(end);
sum_iteration2 = v2(end);
sum_tid2 = tid2(end);
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iteration = v1(end);

22.2 dogleg fun.m
function [fx,J] = dogleg_fun(f,K,d ,a lph a, bet a)

n = size(K,2);
L=get_l(n,1);
r = K*f-d;
D = L*f;
psi = 2*sqrt(D.^2 + beta^2);

fi = sqrt(psi);
%kriteriefunktion
fx = [r;sqrt(alpha)*fi ];

expre = sqrt(alpha)*diag ((2 *f i.^ (- 3) .*D )) *L;
%kriteriefunktion differentieret
J = [K;expre];

22.3 endim.m
function [H] = endim(f,K,d,alpha ,b et a,c hoose)

n = length(f);
alpha = 1/n * alpha;

%danner den matrix der kan approx. den 1. afledte
L1 = get_l(n,1);

%chooseer en parameter der bestemmer hvilken norm, der skal regnes med
if (choose==1)

%udregner et-normen
J = sum(sqrt((L1*f). ^2 + beta^2));

elseif (choose==2)
%udregner to-normen
J = sum((L1*f).^2);

end

%vores kriterie
H = norm(K*f-d)^2 + alpha * J;

22.4 �ndtau.m
function tau = findtau(y,k)
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p = find(k>0);

if (0 == isempty(p))
tau_p = min((1-y(p))./(k( p)) );

else
tau_p = inf;

end
m = find(k<0);
if (0 == isempty(m))

tau_m = min((-1-y(m))./(k (m))) ;
else

tau_m = inf;
end

tau = min(tau_p, tau_m);

22.5 hybrid.m
function [hybrid_loes] = hybrid(K,d,f,alp ha, beta, it er _pd,i ter _new,gr ad_to le rence)

[primal_loes,y,it er_pr imal] = pd_hybrid(K,f,d, alp ha,b eta ,i ter _pd, grad_tol er ence, 1, []) ;
[hybrid_loes,stop _new2,i ter _new2] = ...

TV_newton(K,d,al pha, bet a, [gr ad_t ole re nce,1 e-6 ,i te r_new],2 ,p ri mal_l oes,i ter _pri mal);
figure(1),subplot (2, 1, 1) ,k = plot(hybrid_loes) ,ho ld on
title(['Hybrid metode, # iter = ',num2str(iter_ne w2+i ter _prim al ), ...

' (iter\_pd = ',num2str(iter_p ri mal), ', iter\_new = ',num2str(iter_n ew2) ,') '] )
h = plot(f,':r')

legend([k,h],'Hyb rid loesning','Eksa kt loesning')

22.6 newton skridt.m
function [T,Tgrad,grad,s ]=n ewton _skr idt (f ,K, d, alp ha,b eta ,s ize _bil led e)

n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;

L_x = get_l(n,1);
L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ),0 ,m-1, m);
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ),0 ,n -1, n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

L = [D_x; D_y];
delta_x=D_x*f;
delta_y=D_y*f;
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%psi values
psi=2*sqrt(delta_ x.^ 2 + delta_y.^2 + beta^2);

%residualerne
r = K*f -d;

%kriteriefunktion en
T = 0.5*norm((r'*r)) + alpha * 0.5*sum(sum(psi ));

D = spdiags([(psi(:) .^ -1 )*2 ;( psi (: ). ^-1 )* 2], 0, ((m-1 )* (n- 1) )*2 , ((m-1)*(n-1))*2);
Lf = L' * D * L;
grad = Lf*f;

%gradienten
Tgrad = K' * r + alpha * grad;

gg=sparse(1+n*m+(n-1 )* (m-1) *2:n* m+(n -1) *( m-1)* 2+n*m,o nes(n *m,1) ,T grad, ...
n*m+(n-1)*(m-1)*2 +n*m,1) ;

B = [spdiags(2*(delt a_x( :)) .^ 2 .* ((psi(:)).^-3)*-4 ,0,((m-1)*(n-1)) ,( (m-1) *(n -1 )) ).. .
spdiags(2*delta_x (: ).* delta _y(: ) .* ((psi(:)).^-3)*-4 ,0, (( m-1)* (n -1) ), ((m-1 )* (n- 1) )); .. .
spdiags(2*delta_x (: ).* delta _y(: ) .* ((psi(:)).^-3)*-4 ,0,((m-1)*(n-1)) ,(( m-1) *(n -1 ))) .. .
spdiags(2*(delta_ y( :)) .^ 2 .* ((psi(:)).^-3 )*-4 ,0,((m-1)*(n-1)), ((m-1 )*( n- 1) ))] ;

q=-4*delta_y(:).^ (2) - 4*delta_x(:).^(2 ) + psi(:).^(2);
%deninverse til DB
inv_DB2 =[spdiags(0.5*(( (-4 *delt a_y( :). ^( 2) + psi(:).^(2)).*psi (: )). /( q)) ,0 ,.. .

(n-1)*(m-1), (n-1)*(m-1)),.. .
spdiags((2*delta_ x( :) .*d el ta_ y( :) .*p si (:) ). /q, 0, (n -1) *( m-1), (n-1)*(m-1)) ;...
spdiags(2*(delta_ x( :) .*d el ta_ y( :) .*p si (:) ). /q, 0, (n -1) *( m-1), (n-1)*(m-1)) , ...
spdiags(0.5*(((-4 *del ta_ x( :). ^( 2) + psi(:).^(2)).*psi (: )). /( q) ),0 ,. ..

(n-1)*(m-1), (n-1)*(m-1))];

DB=(D+B);

HH=[spdiags(-ones (n* m,1) ,0, n*m,n*m), spars e([ ], [], [] ,n *m,(m-1) *( n- 1)* 2, 0), K;
sparse([],[],[], (n -1 )*( m-1)* 2, n*m,0), -in v_DB2,L ;
K',alpha*L',spar se([ ],[ ], [], n*m,n*m,0 )];

%benytter minres til at finde newton skridtet
ss=minres(-HH,gg, 1e-3, 100);

s=ss(n*m+(n-1)*(m -1) *2+1:en d) ;
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22.7 pd hybrid.m
function [f,y,iter] = pd_hybrid(K,f_ex, d, alp ha,be ta ,a nta l_ ite r, st op_gr ad, gang, vek)

%initialiserer vektorer og matricer
n = length(d);

if (gang == 2)
f = vek;

else
f = ones(n,1)*(sum(d )/n );

end

y = zeros(n-1,1);
D = get_l(n,1);
iter = 0;

%primal_dual iterationer
for i = 1:antal_iter

%danner Df og t, der bruges til at lave psi
Df = D*f;
t = Df.^2;
psi = 2*sqrt(t+beta^2);
psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;

%B_inv dannes
B_inv = diag(psi_m);

%E- diagonal matrix
E=diag(1 + 2*psi_mm ./ psi_m.^2 .* Df .* y);
% L dannes
L = D' * B_inv * E * D;

%r udregnes
r = K' * (d-K*f) - alpha * (D' * B_inv * Df);

%primal og dual variabel opdateres
delta_f = (K'*K+ alpha*L)\r;
delta_y = -y + B_inv*(Df + E * D*delta_f);
f = f + delta_f;
tau = findtau(y,delta_y );
if tau ==0

break
end

y = y+tau*delta_y;

[T_primal,Tgrad_ pr imal] = vogel1d(f,K,d,al pha,b et a);
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figure(1),subplo t( 2, 1,2 ), semilogy(iter,no rm(Tgra d_pri mal,i nf ),' xr '), hold on, ...
title('Uendelig-n ormen af gradienten for hybrid')

iter = iter +1;
inf_norm = norm(Tgrad_primal ,i nf );
if inf_norm <= stop_grad

break
end

end

22.8 primal dual.m
function [f,y,iter,stop] = primal_dual(K,f_e x, d,a lp ha,be ta ,an ta l_ ite r, sto p_grad, gang, vek)

%initialiserer vektorer og matricer
n = length(d);
stop =3;

if (gang == 2)
f = vek;

else
f = ones(n,1)*(sum(d )/n );

end

y = zeros(n-1,1);
D = get_l(n,1);
iter = 0;

%primal_dual iterationer
for i = 1:antal_iter

%danner Df og t, der bruges til at lave psi
Df = D*f;
t = Df.^2;
psi = 2*sqrt(t+beta^2);
psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;

%B_inv dannes
B_inv = diag(psi_m);

%E- diagonal matrix
E=diag(1 + 2*psi_mm ./ psi_m.^2 .* Df .* y);
% L dannes
L = D' * B_inv * E * D;

%r udregnes
r = K' * (d-K*f) - alpha * (D' * B_inv * Df);
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%primal og dual variabel opdateres
delta_f = (K'*K+ alpha*L)\r;
delta_y = -y + B_inv*(Df + E * D*delta_f);
f = f + delta_f;
tau = findtau(y,delta_y );
y = y+tau*delta_y;

if gang == 2
[T_primal,Tgrad_ pri mal] = vogel1d(f,K,d,alp ha,be ta );

else
[T_primal,Tgrad_ pri mal] = vogel1d(f,K,d,alp ha,be ta );
figure(2), subplot(2,1,1), semilogy(iter,no rm(Tgra d_pri mal,i nf ),' xr '), hold on, ...

title('Uendelighe ds- normen af gradienten for Primal Dual')
end
iter = iter +1;
inf_norm = norm(Tgrad_primal ,i nf );
if inf_norm <= stop_grad

stop = 1;
break

end
end

22.9 primal dual2d.m
function [f_pd,it,stop] = primal_dual2d(K ,d, al pha,b et a,s iz e_bil le de, max_i t)
n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;

L_x = get_l(n,1);
L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ),0 ,m-1, m);
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ),0 ,n -1, n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

%primale og duale variable initialiseres
f_pd = ones(m,n);
u = zeros(m-1,n-1);
v = zeros(m-1,n-1);
it = 0;
stop = 1;

%primal dual iterationer start
while it ~= max_it;

it = it +1;
Dxf = D_x * f_pd(:);
Dyf = D_y * f_pd(:);
t = Dxf.^2 + Dyf.^2;
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psi = 2*sqrt(t + beta^2);
psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;
B_inv = spdiags(psi_m,0,( m-1)* (n -1) ,( m-1)* (n- 1) );
w = (2*psi_mm)./(psi _m.̂ 2);
E_11 = spdiags([1 + w.*Dxf.*u(:)],0,( m-1)^ 2,( n- 1) ^2) ;
E_12 = spdiags([w.*Dyf. *u(:) ], 0, (m-1) ^2, (n -1) ^2);
E_21 = spdiags([w.*Dxf. *v (:) ], 0, (m-1) ^2, (n -1) ^2);
E_22 = spdiags([1+w.*Dy f. *v( :) ], 0,( m-1)^ 2, (n- 1) ^2);

L = D_x' * B_inv * E_11 * D_x + ...
D_x' * B_inv * E_12 * D_y + ...
D_y' * B_inv * E_21 * D_x + ...
D_y' * B_inv * E_22 * D_y;

%residualer beregnes
r = K' * (d-K*f_pd(:)) - alpha * (D_x' * B_inv * D_x + ...

D_y' * B_inv * D_y) * f_pd(:);

delta_f = (K' * K + alpha*L)\r;
delta_u = -u(:) + B_inv * (Dxf + (E_11 * D_x + E_12 * D_y)*delta_f);
delta_v = -u(:) + B_inv * (Dyf + (E_21 * D_x + E_22 * D_y)*delta_f);

%opdater primal og duale variable
f_pd = f_pd + reshape(delta_f, m,n);

tau = findtau([u(:);v(: )] ,[d el ta _u; delta _v]);

delta_v = reshape(delta_v ,m-1, n- 1);
delta_u = reshape(delta_u ,m-1, n- 1);

u = u + delta_u*tau;
v = v + delta_v*tau;
if norm(delta_f,inf) /no rm(f_ pd,i nf) <=1e-3

stop = 2
break

end
end

22.10 primal dual2d geo.m
function [f_pd,it,stop] = primal_dual2d_g eo(K,d,a lp ha,be ta ,si ze_bill ede,i nf o,max_i t)
n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;
N_maale=info(1);
N_boelge=info(2);

L_x = get_l(n,1);
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L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ),0 ,m-1, m);
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ),0 ,n -1, n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

%primale og duale variable initialiseres
f_pd = ones(m,n);
u = zeros(m-1,n-1);
v = zeros(m-1,n-1);
it = 0;
stop = 1;

%primal dual iterationer start
while it ~= max_it;

it = it +1;
Dxf = D_x * f_pd(:);
Dyf = D_y * f_pd(:);
t = Dxf.^2 + Dyf.^2;
psi = 2*sqrt(t + beta^2);
psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;
B_inv = spdiags(psi_m,0,( m-1)* (n -1) ,( m-1)* (n- 1) );
w = (2*psi_mm)./(psi _m.̂ 2);
q=w.*Dxf;
qq=w.*Dyf;
E_11 = spdiags([1 + q.*u(:)],0,(m-1)^ 2,( n- 1)^ 2) ;
E_12 = spdiags([qq.*u(: )] ,0, (m-1 )^2 ,( n-1 )^ 2);
E_21 = spdiags([q.*v(:) ], 0,( m-1) ^2, (n -1) ^2);
E_22 = spdiags([1+qq.*v (: )], 0, (m-1) ^2,(n -1 )^2 );

L1=D_x' * B_inv;
L2=D_y' * B_inv;
L3=E_11 * D_x;
L4=E_12 * D_y;
L5=E_21 * D_x;
L6=E_22 * D_y;

L=L1*L3+L1*L4+L2*L5+L2*L6;

%residualer beregnes
r = K' * (d-K*f_pd(:)) - alpha * (L1 * D_x + ...

L2 * D_y) * f_pd(:);

%benytter minres
[delta_f_normal] = minres([-speye(N _maal e*N_boelg e) K ; K' alpha*L],...

sparse(1+N_boelg e*N_maal e: n*m+N_boel ge*N_maal e,o nes(n *m,1 ),r .. .
,N_boelge*N_maale+n*m,1) ,1 e-6 ,2 5);

delta_f = delta_f_normal( N_boelg e*N_maal e+1:e nd);
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delta_u = -u(:) + B_inv * (Dxf + (L3 + L4)*delta_f);
delta_v = -u(:) + B_inv * (Dyf + (L5 + L6)*delta_f);

%opdater primal og duale variable
f_pd = f_pd + reshape(delta_f, m,n);

tau = findtau([u(:);v(: )] ,[d el ta _u; delta _v]);

delta_v = reshape(delta_v ,m-1, n- 1);
delta_u = reshape(delta_u ,m-1, n- 1);

u = u + delta_u*tau;
v = v + delta_v*tau;

if norm(delta_f,inf) /no rm(f_ pd,i nf) <=1e-3
stop = 2
break

end
end

22.11 primal dual2d it.m
function [f_pd,it,stop] = primal_dual2d_i t(K ,d ,al pha, bet a, siz e_bi lle de,max_it)
n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;

L_x = get_l(n,1);
L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ),0 ,m-1, m);
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ),0 ,n -1, n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

%primale og duale variable initialiseres
f_pd = ones(m,n);
u = zeros(m-1,n-1);
v = zeros(m-1,n-1);
it = 0;
stop = 1;

%primal dual iterationer start
while it ~= max_it;

it = it +1;
Dxf = D_x * f_pd(:);
Dyf = D_y * f_pd(:);
t = Dxf.^2 + Dyf.^2;
psi = 2*sqrt(t + beta^2);
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psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;
B_inv = spdiags(psi_m,0,( m-1)* (n -1) ,( m-1)* (n- 1) );
w = (2*psi_mm)./(psi _m.̂ 2);
q=w.*Dxf;
qq=w.*Dyf;
E_11 = spdiags([1 + q.*u(:)],0,(m-1)^ 2,( n- 1)^ 2) ;
E_12 = spdiags([qq.*u(: )] ,0, (m-1 )^2 ,( n-1 )^ 2);
E_21 = spdiags([q.*v(:) ], 0,( m-1) ^2, (n -1) ^2);
E_22 = spdiags([1+qq.*v (: )], 0, (m-1) ^2,(n -1 )^2 );

L1=D_x' * B_inv;
L2=D_y' * B_inv;
L3=E_11 * D_x;
L4=E_12 * D_y;
L5=E_21 * D_x;
L6=E_22 * D_y;

L=L1*L3+L1*L4+L2*L5+L2*L6;

%residualer beregnes
r = K' * (d-K*f_pd(:)) - alpha * (L1 * D_x + ...

L2 * D_y) * f_pd(:);

%benytter minres
[delta_f_normal] =minres([-speye (n* m) K ; K' alpha*L],sparse( 1+n*m:n* m*2,o nes( n*m,1 ),r .. .

,n*m+n*m,1),1e-1 ,60 0) ;
delta_f = delta_f_normal( n*m+1:e nd) ;

delta_u = -u(:) + B_inv * (Dxf + (L3 + L4)*delta_f);
delta_v = -u(:) + B_inv * (Dyf + (L5 + L6)*delta_f);

%opdater primal og duale variable
f_pd = f_pd + reshape(delta_f, m,n);

tau = findtau([u(:);v(: )] ,[d el ta _u; delta _v]);

delta_v = reshape(delta_v ,m-1, n- 1);
delta_u = reshape(delta_u ,m-1, n- 1);

u = u + delta_u*tau;
v = v + delta_v*tau;

if norm(delta_f,inf) /no rm(f_ pd,i nf) <=1e-3
stop = 2
break

end
end
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22.12 primal dual v2.m
function [f,y] = primal_dual_v2(K, f_ ex, d, alp ha,be ta ,a nta l_ ite r, gang, vek)

%initialiserer vektorer og matricer
n = length(d);

if (gang == 2)
f = vek;

else
f = ones(n,1)*(sum(d )/n );

end

y = zeros(n-1,1);
D = get_l(n,1);
iter = 0;

%primal_dual iterationer
for i = 1:antal_iter

%danner Df og t, der bruges til at lave psi
Df = D*f;
t = Df.^2;
psi = 2*sqrt(t+beta^2);
psi_m = 2./psi;
psi_mm = -4./psi;

%B_inv dannes
B_inv = diag(psi_m);

%E- diagonal matrix
E=diag(1 + 2*psi_mm ./ psi_m.^2 .* Df .* y);
% L dannes
L = D' * B_inv * E * D;

%r udregnes
r = K' * (d-K*f) - alpha * (D' * B_inv * D) * f;

%primal og dual variabel opdateres
delta_f = (K'*K+ alpha*L)\r;
delta_y = -y + B_inv*(Df + E * D*delta_f);
f = f+ delta_f;
tauy = findtau(y,delta_ y) ;
y = y+tauy*delta_y;

if gang == 2
[T_primal,Tgrad_ pri mal] = vogel1d(f,K,d,alp ha,be ta );

else
[T_primal,Tgrad_ pri mal] = vogel1d(f,K,d,alp ha,be ta );
figure(2), subplot(2,1,1), semilogy(iter,no rm(Tgra d_pri mal,i nf ),' xr '), hold on, ...
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title('Uendelighe ds- normen af gradienten for Primal Dual')
end
iter = iter +1;

end

22.13 samlign minima.m
function[T1,T2]= samlign_minima(f1 ,f 2 ,K,d,alpha,beta ,na me)

% beregner funktion vaerdierne i de 2 punkter
T1=vogel1d(f1,K,d ,al pha, bet a) ;
T2=vogel1d(f2,K,d ,al pha, bet a) ;

diff=(f2-f1);
a = diff./(110-10);
b= f1 - a*10;

c=linspace(1,120, 120);
%beregner funktionvaerdiern e langs en linje gennempunkterne
for i=c

f(:,i)=a*i+b;
T(i)=vogel1d(f(: ,i ), K,d,a lph a, beta) ;

end

figure,plot(c,T), title(name), hold on
plot(10,T1,'*r'), hold on
plot(110,T2,'*g')

22.14 samlign minima 2d.m
function[T1,T2]= samlign_minima_2d(f 1,f 2 ,K,d,alpha,beta,s ize _bil led e, name)
%beregner funktionsvaerdier ne
T1=vogel2d_new(f1 ,K, d, al pha,b eta ,s iz e_bil led e)
T2=vogel2d_new(f2 ,K, d, al pha,b eta ,s iz e_bil led e)

diff=(f2-f1);
a = diff./(110-10);
b= f1 - a*10;

c=linspace(1,120, 120);
%beregner funktionsvaerdier ne langs en linje
for i=c

f(:,i)=a*i+b;
T(i)=vogel2d_new (f (: ,i) ,K,d, al pha,b et a,s iz e_bil le de) ;

end

figure,plot(c,T), title(name), hold on
plot(10,T1,'*r'), hold on
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plot(110,T2,'*g')

22.15 tomo.m
function [t,K,s]=tomo(N_ maale ,th et a, X,Nx, Ny)

Y=X;
%finder delta_x og delta_y
delta_x=X/Nx;
delta_y=Y/Ny;
N_boelge=length(t het a) ;

if N_maale==1
x=X/2;

elseif N_maale==2
x(1)=0;
x(2)=X;

else
x(1)=0;
x(N_maale)=X;
w=X/(N_maale-1);
for i = 2:N_maale

x(i)=w*(i-1);
end

end

maale=sparse([],[ ],[ ], le ngt h( the ta ), Nx*Ny);
K=sparse([],[],[] ,N_boel ge*N_maale ,Nx*Ny) ;

%beregner punktspredningsfu nktio n der anvende i det geofysiskeproble m
for i=1:N_maale

for j=1:N_boelge
[maale(j,:)]=vi nkel( x(i ), th eta (j ),d el ta_ x, delta _y,X, Y,Nx,Ny);

end
K((i-1)*N_boelge +1:N_boelge*i,: )=maale;

end
%laver det sande billede af jorden
s = make_s(Nx);
%laver det sloeret billede
t=K*s;

22.16 TV newton.m
function [f,stop,v] = TV_newton(K,d,alp ha,be ta ,st op_vek, gang, st ar t_x )
%K: nxn A-matrix
%d: det blurrede billede
%stop_vek er en vektor indeholdende vores stopkriterier
% stop_vek(1): gradient - det mest optimale (stop ==1)
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% stop_vek(2): skridtlaengde (stop == 2)
% stop_vek(3): iterationer (stop == 3)
%start_f: startgaet - hvis dette ikke er specificeret saettes det til en konstant vektor

if gang == 2
f = start_x;

else
f = ones(length(d),1 )*( sum(d)/ le ngt h( d)) ;

end

iteration = stop_vek(3);
v = 0;
stop = 0;
inf_norm = 1;

while (~stop)
v = v+1;
if (inf_norm <= stop_vek(1))

stop=1;
break

else

%udregner vaerdier for gradient, g og hessian, H
[F,g,H] = vogel1d(f,K,d,al pha,b et a);

%Newtonstep
s = -H\g;

%line search
[f,fxx,grad,info ] = ...

linesearch(@vogel 1d, f, F, g,s ,[ 0,1 e- 4,1 e- 4, 50] ,K,d, al pha,b et a);

if info(1)<=0
return

end

tau = info(1);

%kigger her paa skridtlaengden
norm_tau = norm(tau);
norm_f = norm(f);

if norm_tau <= (stop_vek(2)*norm _f )
stop = 2;
break

else
if v >= stop_vek(3)
stop = 3;
break

end
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inf_norm = norm(grad,inf);
if gang == 2

[T_new,Tgrad_new] = vogel1d(f,K,d,alp ha,b eta );

else
[T_new,Tgrad_new] = vogel1d(f,K,d,alp ha,b eta );

end
end

end

22.17 TV newton2d.m
function [f,stop,v,J] = TV_newton2d(K,d,a lph a, bet a, max_i te r,f ,s iz e_bil led e)
%K: nxn A-matrix
%d: hoejresiden

v = 0;
stop = 0;

while (~stop)
v = v+1;

%udregner vaerdier for gradient, g og hessian, H
[F,g,H,J] = vogel2d_new(f,K, d, al pha,b eta ,s ize _bil led e) ;

%Newtonskridt
s = -H\g;

%liniesoegning
[f,fxx,grad,info ] = linesearch(@vogel 2d_new,f ,F ,g ,s, [0 ,1e -4 ,1 e-4 ,5 0], K,d,. ..

alpha,beta,size_ bi lle de);

%stopkriterier
if info(1)<=0

break
elseif norm(info(1)*s,i nf )/n or m(f,i nf )<=1e-3

stop = 1;
break

elseif v >= max_iter
stop = 2;
break

end
end
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22.18 TV newton2d it.m
function [f,stop,v,J] = TV_newton2d_it(K, d,a lp ha, beta ,max_ite r, f, siz e_bil le de)
%K: nxn A-matrix
%d: hoejresiden

v = 0;
stop = 0;

while (~stop)
v = v+1;

% Kalder funktion newton_skridt for at bestemmedette
[F,g,J,s] = newton_skridt(f, K,d, alp ha,be ta ,si ze_bill ede);

%liniesoegning
[f,fxx,grad,info ] = linesearch(@vogel 2d_new,f ,F ,g ,s, [0 ,1e -4 ,1 e-4 ,5 0], K,d,. ..

alpha,beta,size_ bi lle de);

%stopkriterier
if info(1)<=0

break
elseif norm(info(1)*s,i nf )/n or m(f,i nf )<=1e-3

stop = 1;
break

elseif v >= max_iter
stop = 2;
break

end
end

22.19 vink el
function [laengde,laengd e2] =vink el (x ,th et a,d el ta_ x, delta _y,X, Y,Nx,Ny)
%initalisere vaerdier og x-position og y-position
it=0;
q=0;
l=[];
y_pos=1;
x_pos=ceil(x/delt a_x);

if(mod(x,delta_x) ==0 & theta<=pi/2)
x_pos=x_pos+1;

end

laengde=sparse([] ,[] ,[ ], 1,Nx* Ny);
laengde2=sparse([ ],[ ], [] ,Nx,Ny);

%vinkler mellem ]0,pi/2[
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if(theta<pi/2)

if(x==X)
l=[];

else

while(x_pos<=Nx & y_pos<=Ny)
it=it+1;
L=ceil(x/delta_x) *delt a_x - x;

if(L<1e-8)
L=delta_x;

end

%gaar gennembunden af en "celle"
if(tan(theta)*L > (delta_y-q))

l(it)=(delta_y-q )/ cos(p i/ 2 - theta);
laengde(1,x_pos+ (y _pos- 1) *Nx)= l(i t) ;
laengde2(x_pos,y _pos)=l (i t);
y_pos=y_pos+1;
a=tan(pi/2 - theta)*(delta_y-q );
x= a + x;
q=0;
%gaar gennemsiden af en "celle"

else
l(it)=L/cos(thet a) ;
laengde(1,x_pos+ (y _pos- 1) *Nx)= l(i t) ;
laengde2(x_pos,y _pos)=l (i t);
x_pos=x_pos+1;
q=tan(theta)*L;
if delta_y -q<1e-3;

q=0;
y_pos=y_pos+1;

end
x= x+L;

end
end

end

%vinkler mellem ]pi,pi/2[
elseif(theta>pi/2 )

if(x==0)
l=[];

else

while(x_pos>=1 & y_pos<=Ny)
it=it+1;
L=x - floor(x/delta_x) *delt a_x;
if(L<1e-8)
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L=delta_x;
end

%gaar gennembunden af en "celle"
if(tan(pi-theta)* L > delta_y-q)

l(it)=(delta_y-q )/ cos(t heta - pi/2 );
laengde(1,x_pos+ (y _pos- 1) *Nx)= l(i t) ;
y_pos=y_pos+1;
a=tan(theta - pi/2)*(delta_y-q );
x= x-a;
q=0;
%gaar genne siden af en "celle"

else
l(it)=L/cos(pi-t heta );
laengde(1,x_pos+ (y _pos- 1) *Nx)= l(i t) ;
x_pos=x_pos-1;
q=tan(pi-theta)* L;
if delta_y -q<1e-4;

q=0;
y_pos=y_pos+1;

end

x= x-L;
end

end
end

else

if(x_pos>Nx)
l=[];

else
%vinkel = pi/2
for i = 1:Ny

l(i,:)=delta_y;
y_pos(i,:)=x_pos+ (i- 1) *Nx;

end
laengde=sparse(o nes(Ny,1 ), y_pos,l ,1, Nx*Ny);

end
end

22.20 vogel1d.m
function [T,Tgrad,Thess] = vogel1d(f,K,d,alp ha,be ta )

n = size(K,2);

Lx=get_l(n,1);
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%tilnaerelse til differantion
Dx = Lx*f;

%psi vaerdierne
psi = 2*sqrt(Dx.^2+beta .^2 ) ;

%residualerne
r = K*f -d;

T = 0.5*(r'*r) + alpha*0.5 *sum(psi);

if nargout > 1
%gradienten
Lf=Lx'*(diag(2*( psi. ^-1 )) )*L x;
grad=Lf*f;
Tgrad = K'*r + alpha * grad;

if nargout > 2
%hessian
Lf_f=Lx'*(diag(2 *(Dx. ^2) .* (- 4*( psi.^ -3 ))) )* Lx;
hess=Lf + Lf_f;
Thess = K'*K + alpha*hess;

end
end

22.21 vogel2d.m
function [T,Tgrad,Thess, grad] = vogel2d(f,K,d,alp ha,b eta ,s ize _bil led e)
n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;

D_x=zeros((m-1)*( n-1 ), m*n);
D_y=D_x;

for i=0:(n-2)
D_x(((m-1)*i + 1):(m-1)*(i+1), :) =.. .

spdiags(-ones(m- 1,1 ), i*m ,( m-1), m*n) + spdiags(ones(m-1, 1) ,(i +1)*m,( m-1), m*n);
D_y(((m-1)*i + 1):(m-1)*(i+1), :) =.. .

spdiags(-ones(m- 1,1 ), i*m ,( m-1), m*n) + spdiags(ones(m-1, 1) ,(( i* m)+1) ,(m-1 ), m*n);
end

delta_x=D_x*f;
delta_y=D_y*f;

%psi values
psi=2*sqrt(delta_ x.^ 2 + delta_y.^2 + beta^2);
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%residualerne
r = K*f -d;

T = 0.5*norm((r'*r)) + alpha *0.5*sum(sum(psi) );

if nargout>1
Lf=[D_x' D_y']*spdiags([p si( :) .^ (-1 )* 2;p si (:) .^ (- 1)* 2] ,0, (( m-1)* (n -1) )* 2,. ..

((m-1)*(n-1))*2)* [D_x; D_y] ;
grad = Lf*f;

%gradienten
Tgrad = K' * r + alpha * grad;

if nargout>2
Lf_f= [D_x' D_y']*[diag(2*(d elt a_x(: )) .^2 .* (psi(:)).^(-3)*-4 ).. .

diag(2*delta_x(:) .* delta _y(:) .* (psi(:)).^(-3)* -4 );...
diag(2*delta_x(:) .* delta _y(:) .* (psi(:)).^(-3)* -4 ).. .
diag(2*(delta_y(: )) .^ 2 .* (psi(:)).^(-3)*-4 )]*[D_x;D_y];

hess= Lf + Lf_f;
%hessian
Thess =(K'*K) + alpha*hess;

end
end

22.22 vogel2d new.m
function [T,Tgrad,Thess, grad] = vogel2d_new(f,K,d ,a lp ha, beta, si ze_bi ll ede)
n=size_billede(1) ;
m=size_billede(2) ;

L_x = get_l(n,1);
L_y = get_l(m,1);
E_x = spdiags(ones(m-1 ,1 ),0 ,m-1, m);
E_y = spdiags(ones(n-1 ,1 ),0 ,n -1, n) ;
D_x = kron(L_x, E_x);
D_y = kron(E_y, L_y);

L = [D_x; D_y];
delta_x=D_x*f;
delta_y=D_y*f;

%psi values
psi=2*sqrt(delta_ x.^ 2 + delta_y.^2 + beta^2);

%residualerne
r = K*f -d;

T = 0.5*norm((r'*r)) + alpha * 0.5*sum(sum(psi ));
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if nargout>1
D = spdiags([(psi(:) .^- 1) *2; (p si (:) .^ -1) *2],0 ,( (m-1) *( n-1 )) *2,.. .

((m-1)*(n-1))*2) ;
Lf = L' * D * L;
grad = Lf*f;

%gradienten
Tgrad = K' * r + alpha * grad;

if nargout>2
B = [spdiags(2*(delta _x( :) ). ^2 .* ((psi(:)).^-3)*- 4 ,0,((m-1)*(n-1) ),( (m-1 )*( n- 1)) ). ..

spdiags(2*delta_ x(: ). *delt a_y(: ) .* ((psi(:)).^-3)*- 4,0 ,( (m-1) *(n -1 )) ,(( m-1)* (n -1 ))) ; ...
spdiags(2*delta_ x(: ). *delt a_y(: ) .* ((psi(:)).^-3)*- 4 ,0,((m-1)*(n-1) ),( (m-1) *( n- 1)) ). ..
spdiags(2*(delta _y( :) ). ^2 .* ((psi(:)).^-3 )*-4 ,0,((m-1)*(n-1)), (( m-1)* (n -1) )) ];

Lf_f= L'*B*L;
hess= Lf + Lf_f;
%hessian
Thess =(K'*K) + alpha*hess;

end
end

23 App endix 2, test problemer

23.1 mak e s.m
function S = make_s(N)

S = zeros(N,N);

N2 = round(N/2);
N3 = round(N/3);
N4 = round(N/4);
N6 = round(N/6);
N12 = round(N/12);

w1 = N12;
w2 = N3;
w3 = N4-N12;
w4 = N4+N12;
w5 = N6;

ss5 = N3;
%danner jordlagene
for i=1:N2

for j = 1:w5
S(i,ss5-i-j) = 0.25;
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end
if ss5-i-j == 1

w5 = w5-1;
end

end
ss = N2;
for i=1:N2

for j = 1:w1
S(i,ss-i-j) = 0;

end
if ss-i-j == 1

w1 = w1-1;
end

end
ss2 = N2+N2;
for i=1:N

for j = 1:w2
S(i,ss2-i-j) = 0.75;

end
if ss2-i-j == 1

w2 = w2-1;
end

end
ss3 = N2+N2+N6;
for i=1:N

for j = 1:w3
S(i,ss3-i-j) = 0.5;

end
if ss3-i-j == 1

w3 = w3-1;
end

end
ss4 = N2+N2+N3+N12+N12;
for i=1:N

for j = 1:w4
S(i,ss4-i-j) = 0.20;

end
if ss4-i-j == 1

w4 = w4-1;
end

end

T = zeros(N4,N4);
[mT,nT] = size(T);
S(N3+N6+[1:nT], N3+N6+[1:mT]) = 2*T;

S= S(1:N,1:N);
%laver billede om til en vektor
S = S(:);
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23.2 problem1.m
function [K,d,f_ex,prob] = problem1(prob_siz e, noi se)
%kalder testproblemet wing
[K,d,f_ex] = wing(prob_size);
%laver en K med et bedre kondital
K = deriv2(prob_size );
%beregner d med den nye K
d = K*f_ex;
stoej_vek = [-5.1078e-004;2.4 924e- 004;3 .6 920e- 004;1 .7 920e- 004;- 3. 7283e-005;

-1.6033e-003;3. 3937e-004; -1 .31 13e-004;4. 8519e-004;5. 9875e-004;
-8.6031e-005;3. 2529e-004; -3 .35 14e-004;-3 .2 245e-004;- 3. 8237e-0 04;
-9.5337e-004;2. 3358e-004; 1. 2352e-003; -5. 7853e-004;-5 .0 154e-004;
7.2286e-004;1.5 413e- 003;- 1. 7011e-003; -1. 0337e-003;-7 .6 371e-004;
2.1764e-003;4.3 161e- 004;- 4. 4377e-004; 2.9 996e-005; -3. 1567e-004;
9.7785e-004;1.3 116e- 003];

norm_stoej = norm(stoej_vek,i nf) ;
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d=d+stoej(1:prob_ siz e) ;
prob=1;

23.3 problem2.m
function [K,d,f_ex,prob] = problem2(prob_siz e, noi se)
%testbillede
f_ex = [0;0;0;4;4;4;4;4; 4;6 ;6 ;2; 2; 2; 2;2 ;2 ;2; 5; 5;5 ;0 ;0 ;0; 0; 3;3 ;0 ;0 .5; 0. 5;0 ;0 ];
f_ex = f_ex(1:prob_size) ;
%bergner punktspredningf unkti on
K = deriv2(prob_size );
d = K*f_ex;

stoej_vek = [-5.1078e-004;2.4 924e- 004;3 .6 920e- 004;1 .7 920e- 004;- 3. 7283e-005;
-1.6033e-003;3. 3937e-004; -1 .31 13e-004;4. 8519e-004;5. 9875e-004;
-8.6031e-005;3. 2529e-004; -3 .35 14e-004;-3 .2 245e-004;- 3. 8237e-0 04;
-9.5337e-004;2. 3358e-004; 1. 2352e-003; -5. 7853e-004;-5 .0 154e-004;
7.2286e-004;1.5 413e- 003;- 1. 7011e-003; -1. 0337e-003;-7 .6 371e-004;
2.1764e-003;4.3 161e- 004;- 4. 4377e-004; 2.9 996e-005; -3. 1567e-004;
9.7785e-004;1.3 116e- 003];

norm_stoej = norm(stoej_vek,i nf) ;
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d=d+stoej(1:prob_ siz e) ;
prob = 2;
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23.4 problem3.m
function [K,d,f_ex,prob] = problem4(prob_siz e, noi se)
%kalder testproblem spikes
[K,d,f_ex] = spikes(prob_size );
%beregner en ny K med et bedre konditionstal
K = deriv2(prob_size );
d = K*f_ex;

stoej_vek = [-5.1078e-004;2.4 924e- 004;3 .6 920e- 004;1 .7 920e- 004;- 3. 7283e-005;
-1.6033e-003;3. 3937e-004; -1 .31 13e-004;4. 8519e-004;5. 9875e-004;
-8.6031e-005;3. 2529e-004; -3 .35 14e-004;-3 .2 245e-004;- 3. 8237e-0 04;
-9.5337e-004;2. 3358e-004; 1. 2352e-003; -5. 7853e-004;-5 .0 154e-004;
7.2286e-004;1.5 413e- 003;- 1. 7011e-003; -1. 0337e-003;-7 .6 371e-004;
2.1764e-003;4.3 161e- 004;- 4. 4377e-004; 2.9 996e-005; -3. 1567e-004;
9.7785e-004;1.3 116e- 003];

norm_stoej = norm(stoej_vek,i nf) ;
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
�%ligger relativ stoej til d
d=d+stoej(1:prob_ siz e) ;
prob = 3;

23.5 testbilled1.m
function [K,d,f_ex] = testbilled1(noise )
K = blur(20);
%laver testbillede
pic = [1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1;...

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;...
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1;...
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1;...
1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1;...
1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1;...
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1;...
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0];
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pic = pic(:);
f_ex = pic;
%beregner d
d = K*pic;
stoej_vek = randn(size(d));
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d = d+stoej;

23.6 testbilled2.m
function [K,d,pic] = billede2(noise)
%laver testbillede
pic = [0,0, 1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ;

0,0, 1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ;
1,1, 0,0 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ,1,1 ;
1,1, 0,0 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0.7,0.7 ,0.7,0.7 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0.7,0.7 ,0.7,0.7 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0.7,0.7 ,0.7,0.7 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0.7,0.7 ,0.7,0.7 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 1,1 ,0,0 ,0,0 ,0.2,0.2 ,0.2,0.2 ,0,0 ,0,0 ,1,1 ,1,1 ;
1,1, 0,0 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ,1,1 ;
1,1, 0,0 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ,1,1 ;
0,0, 1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ;
0,0, 1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,1,1 ,0,0 ];

K = blur(20);
pic = pic(:);
%beregner d
d = K*pic;
stoej_vek = randn(size(d));
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d = d+stoej;

23.7 testbilled3.m
function [K,d] = testbilled3(noise )
%laver K
K = blur(50);
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%indlaeser testbillde
pic = imread('picture. jp g') ;
I = double(rgb2gray( pi c) );
I = I(:);
d = I;
stoej_vek = randn(size(d));
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d = d+stoej;

23.8 testbilled4.m
function [K,d,f] = testbilled4(noi se)
%indlaeser testbillede
load eyetest.mat;
f = x(175:274,10:109 );
f = f(:);
%beregner punktspredningsfu nktio nen
K = blur(100,3,0.7);
%beregner d
d = K*f;
stoej_vek = randn(size(d));
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d = d+stoej;

23.9 testbilled5.m
function [K,d,f] = testbilled5(noi se)
%indlaeser billede
load penguins.mat;
f = x(300:399,200:29 9) ;
f = f(:);
%beregner punktspredningsfu nktio nen
K = blur(100,7,0.9);
%beregner d
d = K*f;
stoej_vek = randn(size(d));
stoej = (noise*norm(d,in f)) *( sto ej _vek/ norm(st oej _vek,in f) );
%l�gger relativ stoej til d
d = stoej + d;
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24 App endix 3, matlab scripts

24.1 alpha script.m
close all
format short
format compact

%---------------- --- -- -- --- -- ---
[K,d,f_ex,problem ] = problem2(32,0.0 01) ;
start_alpha = 0.0001;
slut_alpha = 0.0000001;
%---------------- --- -- -- --- -- ---

%plot hjaelpe parametrer
if problem==1
akser = 'axis([1 32 0 0.2])';
elseif problem==2

akser = 'axis([1 32 0 6])';
elseif problem==3

akser = 'axis([1 32 0 25])';
end

%plot af eksakte loesning
figure(1), plot(f_ex)%, title(['Problem ', int2str(problem ), ' ,eksakte loesning']), ...

eval(akser);

%udregning af rekonstruktione rne
sum_iteration = zeros(1,9);
sum_iteration2 = zeros(1,9);
iteration = zeros(1,9);
sum_tid = zeros(1,9);
sum_tid2 = zeros(1,9);
tid_end = zeros(1,9);
plot_diff1 = zeros(1,9);
plot_diff2 = zeros(1,9);
for i = 1:9

[f2,f1,sum_itera ti on2(i ) iteration(i),sum_ tid 2( i) , tid_end(i),stop 1, stop2,alpha_vek] = ...
alpha_fun(K,d,i, sta rt _al pha, slut_alpha);

end
for i = 1:9
sum_iteration(i) = sum(sum_iterati on2(1 :i ));
sum_tid(i) = sum(sum_tid2(1:i ));
tid_end_sum(i) = sum(tid_end(1:i)) ;
iteration_end_sum (i) = sum(iteration(1: i) );
end

%hvis stopkriteriet er forkert - intet plot
for i = 1:9
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if stop1(i) ~= 1
iteration(i) = nan;
tid_end(i)= nan;
f1(:,:,i) = zeros(size(f_ex) )+nan;

end
if stop2(i)~= 1

sum_iteration(i) = 0;
sum_tid(i)=0;
f2(:,:,i) = zeros(size(f_ex) )+nan;

end

%plot
figure(2),subplot (3, 3, i) ,pl ot (f2 (: ,: ,i) ,' b') ,h old on,

plot(f_ex,':r'), title(['alpha = ',num2str(alpha_ vek(i ))] ), eval( akser );
figure(3),subplot (3, 3, i) ,pl ot (f1 (: ,: ,i) ), hol d on,

plot(f_ex,':r'), ti tl e([ 'a lph a = ',num2str(alpha_v ek( i) )]) ,e val(a kser) ;
plot_diff1(i) = (norm(f1(:,:,i)- f_ ex,2) /n orm(f 1(: ,: ,i ),2 )) ;
plot_diff2(i) = (norm(f2(:,:,i)- f_ ex,2) /n orm(f 2(: ,: ,i ),2 )) ;
end

max1 = max(plot_diff1);
max2 = max(plot_diff2);
max_y = max(max1,max2);
figure(4), subplot(1,2,1),s emilo gx(a lph a_vek,p lot _dif f1) ,. ..

axis([slut_alpha start_alpha 0 max_y]),title('d if f1' ), ...
xlabel('alpha'), ylabel('den relative norm af forskellen')

subplot(1,2,2),se mil ogx( alp ha_vek, pl ot_ di ff2 ), tit le (' dif f2 '), xl abel( 'a lph a' ),. ..
axis([slut_alpha start_alpha 0 max_y]),
ylabel('den relative norm af forskellen')

max_it = max(iteration_e nd_sum(i )) ;
max_tid = max(tid_end_sum(i )) ;

figure(5),subplot (1, 2, 1) ,h = semilogx(alpha_ve k,i te ra tio n, 'r' );
xlabel('alpha'), ylabel('iteration er '), hold on;
k = semilogx(alpha_v ek,s um_it era ti on,'- -b ');
ll = semilogx(alpha_ve k, sum_i ter at io n2, 'b ');
lll = semilogx(alpha_v ek, iteration_end_s um,'- -r' );
title(['Problem ',int2str(proble m)])
legend([k,h,ll,ll l], 'med startgaet akkumuleret','ude n startgaet',...

'med startgaet','ude n startgaet akkumuleret');
axis([slut_alpha start_alpha 0 max_it])

subplot(1,2,2),h2 = semilogx(alpha_v ek, ti d_end,'r ') ;
xlabel('alpha'), ylabel('tid i sekunder'), hold on;
k2 = semilogx(alpha_ve k, sum_t id, '- -b ');
ll2 = semilogx(alpha_v ek,su m_tid 2, 'b ');
lll2 = semilogx(alpha_ve k, tid_end_sum,'--r' );
title(['Problem ',int2str(proble m)])
legend([k2,h2,ll2 ,ll l2 ], 'med startgaet akkumuleret','ud en startgaet',...
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'med startgaet','ude n startgaet akkumuleret');
axis([slut_alpha start_alpha 0 max_tid])

24.2 dogleg script.m
close all
%kalder testproblemet
[K,d,f_ex] = problem1(32,0);
%saetter parameter
alpha = 0.000001;
beta = 1e-4;

%beregner loesning med dogleg
[f_cal,info] = dogleg(@dogleg_fu n, d, [], K,d,a lp ha, beta );
[f1] = TV_newton(K,d,alp ha, beta, [1 e- 7,1 e- 6,1 00]);

plot(f_cal,'r'), hold on
plot(K\d,'b'), hold on
plot(f1(:,:,1),'g '), hold on

24.3 hess script.m
close all
clear all
%kalder testproblemt
[K,d,f_ex,stoj,ps ] = problem1;
%saetter parameter
beta= 1e-4;
alfa=1e-7;

[f_cal,info,perf1 ] = marquardt(@dogleg_fu n,d ,[ 0.0 01,1 e-7 ,1 e-8 ,3 00],K ,d ,al fa ,be ta );
[f1,stop,v,perf2, per f3 ] = TV_newton(K,d,a lfa ,b eta ,[ 1e-7, 1e-8, 100] );

figure, marq=plot(f_cal( :,e nd),' -- r' );, ti tle (' Rekonst ruk ti onen' ), hold on
f_eksakt=plot(f_e x,' b' ); , hold on
new=plot(f1,'g'); , hold off
legend([f_eksakt, marq, new], 'E ksakt l�sning','Marqua rd t', 'Newton') ;

for i = 1:size(f_cal,2)
[f(:,i) J(:,:,i)] = dogleg_fun(f_cal( :,i ), K,d,a lf a,b et a);
hess_marq(:,:,i) =J(: ,:, i) '*J (: ,: ,i) ;
g(:,i) = J(:,:,i)'*f(:,i) ;
[ff grad_ex(:,i) hess_new(:,:,i) ]=v ogel1 (f _cal( :, i), K,d,a lf a, bet a) ;
delta_grad(i)=no rm(g (:, i) -gr ad_ex(: ,i ),i nf );

end

for i=1:(size(f_cal, 2) -1 )
h1(:,i)=f_cal(:,i +1)- f_c al (:, i) ;
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h(:,i)=hess_new(: ,: ,i )\- gr ad_ex(: ,i) ;
%beregner vinkel mellem Newtons og Marquardts skridt
vinkel(i) = acos(dot(h1(:,i), h( :, i)) /( norm(h(: ,i )) *norm(h1(: ,i ))) );
aa(i) = norm(h(:,i)-h1(: ,i ));
bb(i) = norm(h(:,i));
delta_norm_h(i)= aa(i)/bb(i);

end

%beregner relativ forskel mellem Newton's og Marquardt's Hessian
for i=1:size(f_cal,2 )

a(i) = norm(hess_new(:,: ,i )-h ess_marq( :,: ,i ));
b(i) = norm(hess_new(:,: ,i ));
delta_norm(i)= a(i)/b(i);

end

figure,plot(delta _norm,' -x' ), tit le (' rel at ive forskel i Hessian for Newton og Marquardt')
figure,plot(vinke l,' -x ') ,ti tl e(' vi nklen mellem Newton og Marquardts skridt')
figure,plot(delta _norm_h,'- x' ),t it le ('d en relative forskel i normen af Newtons og Marquardts skridt')

marq_grad=perf1(2 ,:) ;
marq_delta=perf1( 3,: );

figure,marq = semilogy(marq_g rad ,' x' );, ti tle (' Marquar d') ,h old on
delta=semilogy(ma rq_delt a,' g* ');
legend([marq,delt a], '| |g || inf','mu');
figure,marq = semilogy(perf2, 'x' ); ,t itl e( 'Newton' ), hold on
legend([marq],'|| g|| inf');

24.4 hybrid script.m
function [hybrid_loes] = hybrid_script(K, d,f ,a lph a, beta, it er_pd,i ter _new,gr ad_to le rence)

[primal_loes,y,it er_pr imal] = pd_hybrid(K,f,d, alp ha,b eta ,i ter _pd, grad_tol er ence, 1, []) ;
[hybrid_loes,stop _new2,i ter _new2] = ...

TV_newton(K,d,al pha,b et a,[ gr ad_to le rence,1e -6 ,i ter _new],2 ,p rim al _lo es);
figure(1),subplot (2, 1, 1) ,k = plot(hybrid_loes) ,ho ld on
title(['Hybrid metode, # iter = ',num2str(iter_ne w2+i ter _prim al ), ...

' (iter\_pd = ',num2str(iter_p ri mal), ', iter\_new = ',num2str(iter_n ew2) ,') '] )
h = plot(f,':r')

legend([k,h],'Hyb rid loesning','Eksa kt loesning')

24.5 pd script.m
function [] = pd_script(probl em_nr ,a lph a, ite r_ pd, it er _new,probsiz e,s to ej)
%problem_nr er en string indeholdende problemnavnet der skal danne K,d og f
%iter_new = det maksimale antal iterationer for newton
%iter_pd = det maksimale antal iterationer for primal_dual
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%probsize er st�rrelsen af vores problem
%stoej: hvis 0 = uden st�j

close all
beta = 1e-4;
if probsize > 32

disp('Problemet kan ikke v�re st�rre end 32')
end
prob_string = [problem_nr,'(' ,in t2 st r(p ro bsi ze),' ,' ,n um2st r(s to ej ),' )' ];
[K,d,f,prob] = eval(prob_string) ;
max_f = max(f);
min_f = min(f);
grad_tolerence = 1e-8;

%newton
[newton_loes,stop _new,it er_new] = ...

TV_newton(K,d,alp ha,1e -4 ,[g ra d_tol er ence, 1e-6, it er_new], 1, [] );
figure(1),subplot (2, 1, 2) ,pl ot (newton_lo es,'b ') ,ho ld on, plot(f,':r'),...

title(['Newton, # iterationer = ',int2str(iter_ne w), ', stop = ',int2str(stop_n ew)])

[T_new,Tgrad_new] = vogel1d(newton_l oes,K,d, al pha,b et a);
norm_new= norm(Tgrad_new,i nf );

%primal dual
[primal_loes,y,it er_pr imal] = ...

primal_dual(K,f, d, alp ha,1e -4 ,i ter _pd,g ra d_t ol er ence, 1,[ ]) ;

figure(2),subplot (2, 1, 2) ,pl ot (pr imal _lo es),t it le( [' Primal Dual',...
', # iterationer = ',int2str(iter_pr imal) ]) ,h old on, subplot(2,1,2),pl ot (f ,': r' )

[T_primal,Tgrad_p rim al ] = vogel1d(primal_ loe s, K,d,a lp ha, beta) ;
norm_primal = norm(Tgrad_prim al, in f) ;

%kalder samlign_minima med newton_loes og primal_loes
[T1,T2] = samlign_minima(ne wton_lo es,pr imal_ lo es, K,d, alp ha,be ta ,' newto n vs pd');
forskel1 = (T1-T2)/T1;

%gang3 - tjek for lokalt minima
[primal_loes2,y2, ite r_ pr imal2 ] = ...

primal_dual(K,f, d, alp ha,1e -4 ,i ter _pd,g ra d_t ol er ence, 2,n ewto n_l oes);
figure(5), subplot(2,1,1), plot(primal_loes2 ), hold on,
title(['L�sningen for Primal Dual med Newton startg�t, antal iter = ',num2str(iter_pr imal2 )] )
subplot(2,1,1),pl ot( f, ': r')

[newton_loes2,sto p_new2, ite r_ new2] = ...
TV_newton(K,d,al pha,1 e- 4,[ gr ad_to le rence,1e -6 ,i ter _new],2 ,p rim al _lo es);

figure(5), subplot(2,1,2), plot(newton_loes2 ), hol d o
title(['L�sningen for Newton med Primal Dual startg�t, antal iter = ',num2str(iter_ne w2)])
subplot(2,1,2),pl ot( f, ': r')
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%kalder samlign_minima med newton_loes og x
[t1, t2]= samlign_minima(ne wton_lo es2,p ri mal_l oes2 ,K,d,alpha,beta,' newton vs pd 2');
forskel2 = (t1-t2)/t1;

24.6 script endim.m
close all

%parametrer saettes
beta = 1e-4;
alpha = 0.1;
%testproblem kaldes
[K,d,f] = wing(40);
d = d + 1e-1* rand(size(d));

subplot(3,2,1),pl ot( f) , title('exact image')
subplot(3,2,2),pl ot( d) , title('blurred image')

%benytter fminsearsh til at finde en loesning
[x,fx] = fminsearch(@endim, f, [], K,d, alp ha,be ta ,1) ;
subplot(3,2,3), plot(x), title('reconstru cti on 1-norm')

[x2,fx2] = fminsearch(@endi m,f,[ ], K,d,a lp ha, beta, 2) ;
subplot(3,2,4), plot(x2), title('reconstr uct io n 2-norm')

subplot(3,2,5),pl ot( x- f) , title('differen s: 1-norm,exact')
subplot(3,2,6),pl ot( x2-f ), title('differens: 2-norm,exact')

24.7 test 2d.m
close all;
beta=1e-4;
alpha=1e-8;

n = 20;
iter = 10;
[K,d,f_ex] = testbilled1(1e-3 );

%TVNEWTON2D
tic
[f,stop,v,J] = TV_newton2d(K,d,a lp ha,be ta ,it er ,d, [n ,n ]);
t = toc;

forskel = f_ex./max(f_ex)-f ./ max(f );
rel_forskel = norm(f_ex(:)-f( :), in f) /no rm(f_ ex(:) ,i nf );
figure(1),subplot (2, 2, 1) ,im agesc(r eshape( f_e x, n,n )) ,a xis image,title('Eks akt') ,c ol ormap(gr ay)
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subplot(2,2,3),im agesc(r eshape(f ,n ,n )), axis image,title('TV\_ newton loesning'),...
colormap(gray)

subplot(2,2,2),im agesc(r eshape(d ,n ,n )), axis image, title('Blurred image'),...
colormap(gray)

subplot(2,2,4), imagesc(reshape( fo rs kel ,n ,n) ), axi s image, ...
title(['Relativ forskel = ', num2str(rel_fors kel) ])

%PRIMALDUAL2D
tic
[f2,v2,stop2] = primal_dual2d(K, d, al pha,b eta ,[ n,n ], it er) ;
t2 = toc;

forskel2 = f_ex./max(f_ex)- f2 (:) ./ max(f 2( :)) ;
rel_forskel2 = norm(f_ex(:)-f2(: ), in f)/ norm(f_ ex( :) ,i nf) ;
figure(2),subplot (2, 2, 1) ,im agesc(r eshape( f_e x, n,n )) ,a xis image,title('Eks akt') , colormap(gray)
subplot(2,2,3),im agesc(r eshape(f 2, n, n)) ,a xis image,title('Pri mal Dual loesning'), colormap(gray)
subplot(2,2,2),im agesc(r eshape(d ,n ,n )), axis image, title('Blurred image'),colormap (gr ay)
subplot(2,2,4), imagesc(reshape( fo rs kel 2, n,n )) , axis image, title(['Relativ forskel, = ', num2str(rel_forsk el 2) ])

24.8 test 2d 3.m
close all;
beta=1e-4;
alpha=1e-8;
n = 50;
iter = 10;
[K,d] = testbilled3(1e-3 );

%tid for Newton
tic
[f_new,stop,v,J] = TV_newton2d(K,d,a lph a, bet a, ite r, d, [n, n] );
t2 = toc;

figure(1),
subplot(1,2,1), imagesc(reshape( d, n, n)) ,a xis image, title('hoejresid en')
subplot(1,2,2),im agesc(r eshape(f _new,n, n) ),a xi s image,title('TV \_ Newto n loesning'), colormap(gray)
suptitle(['TV\_Ne wton2d, tid = ',num2str(t2),' , #iterationer = ',num2str(v)])

%tid for Primal Dual
tic
[f_pd,v2,stop2] = primal_dual2d(K, d, alp ha,be ta ,[n ,n ], ite r) ;
t = toc;

figure(2),
subplot(1,2,1), imagesc(reshape( d, n, n)) ,a xis image, title('hoejresid en')
subplot(1,2,2),im agesc(r eshape(f _pd, n,n )) ,ax is image,title('Pri mal Dual loesning'), colormap(gray)
suptitle(['Primal \_Dual, tid = ',num2str(t),', #iterationer = ',num2str(v2)])
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Appendix 3, matlab scripts test 2d 45.m

forskel_metode = f_new./max(f_new) -f _pd(: )./ max(f _pd( :)) ;
rel_forskel = norm(f_new(:)-f _pd(: ), inf )/ norm(f_n ew(: ),i nf )
figure(3),subplot (1, 2, 1) ,mesh(re shape(f or skel_ metode, n,n ))
subplot(1,2,2),im agesc(r eshape(f or skel_ metod e, n,n )) , colormap(gray)
suptitle(['relati v forskel = ',num2str(rel_for skel) ])
%Undersoeger om de finder sammeminimum
samlign_minima_2d(f_ new,f_p d( :) ,K,d,alpha,beta,[ n, n] ,'N ewton vs Primal')

24.9 test 2d 45.m
close all;
beta=1e-4;
alpha=1e-8;
n = 100;
iter = 10;
%kalder test problem
[K,d,f] = testbilled5(1e-3) ;

%tid for Newton
tic
[f_new,stop,v,J] = TV_newton2d(K,d,a lph a, bet a, ite r, d, [n, n] );
t2 = toc;
forskel = f./max(f)-f_new./ max(f _new);
rel_forskel = norm(f(:)-f_new (:) ,i nf )/n or m(f (: ),i nf );

figure(1),
subplot(2,2,1),im agesc(r eshape(f ,n ,n )), axis image, title('eksakt')
subplot(2,2,2), imagesc(reshape( d, n, n)) ,a xis image, title('hoejresid en')
subplot(2,2,3),im agesc(r eshape(f _new,n, n) ),a xi s image,title('TV \_ Newto n loesning'), colormap(gray)
subplot(2,2,4),im agesc(r eshape(f or skel, n, n)) ,a xis image, ...

title(['relativ forskel = ', num2str(rel_forsk el )] )
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Appendix 4, Unders�gelseaf Marquardt, Doglegog Newton

25 App endix 4, Unders�gelse af Marquardt,
Dogleg og Newton
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Newton Newton Newton Marq Marq Marq Marq Dogleg Dogleg Dogleg Dogleg Ens
problem relativ st�j alpha gradien t it tid gradien t it tid mu gradien t it tid delta minim um

problem1 1,00E-03 1,00E-07 5,04E-08 27 0.753 7,26E-08 29 0,164 0.0001 8,99E-08 40 0,527 0.0001 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 6,50E-08 27 0,128 0.0005 9,44E-08 28 0,222 0.0005 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 6,68E-08 28 0,347 0.001 9,43E-08 31 0.327 0.001 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 6,65E-08 22 0,115 0.005 9,99E-08 22 0,170 0.005 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,95E-08 25 0,123 0.01 9,20E-08 29 0,325 0.01 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,12E-08 26 0,285 0.05 8,72E-08 30 0.207 0.05 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 5,59E-08 27 0,129 0.1 9,75E-08 26 0,187 0.1 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,47E-08 25 0,291 0.5 9,79E-08 26 0,177 0.5 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,75E-08 28 0,127 1.0 9,39E-08 21 0,163 1.0 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,77E-08 29 0,134 1.5 8,51E-08 23 0,171 1.5 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,46E-08 27 0,127 2.0 9,13E-08 32 0,231 2.0 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,68E-08 30 0,145 2.5 6,16E-08 18 0,155 2.5 ja
problem1 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,41E-08 29 0,136 3.0 9,39E-08 21 0,198 3.0 ja

problem1 1,00E-02 1,00E-06 5.04e-8 31 0.7217 1,51E-07 300 0.733 0.0001 8,65E-07 299 1,741 0.0001 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,52E-07 300 0.706 0.0005 8,53E-04 299 1,816 0.0005 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,31E-07 300 0,712 0.001 5,15E-07 299 2,001 0.001 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,00E-07 150 0.370 0.005 1,00E-06 299 1,735 0.005 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,99E-08 211 0.981 0.01 6,08E-07 299 1,740 0.01 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 5,64E-07 300 0.691 0.05 4,81E-07 299 1,673 0.05 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,40E-07 300 0,682 0.1 8,97E-07 299 1,781 0.1 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,25E-07 300 0,748 0.5 9,72E-07 171 0.967 0.5 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,05E-07 300 1,101 1.0 9,18E-07 299 2,478 1.0 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,74E-07 235 0,698 1.5 4,94E-07 299 1,691 1.5 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,57E-07 300 0,717 2.0 6,80E-07 299 1,728 2.0 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,57E-07 300 0,735 2.5 7,37E-07 299 1,842 2.5 ja
problem1 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,39E-07 300 0,922 3.0 9,18E-07 299 2,101 3.0 ja
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Newton Newton Newton Marq Marq Marq Marq Dogleg Dogleg Dogleg Dogleg Ens minim um
problem relativ st�j alpha gradien t it tid gradien t it tid mu gradien t it tid delta

problem2 1,00E-03 1,00E-07 7,13E-08 22 0,501 5,77E-08 43 0,120 0.0001 9,99E-08 42 0,200 0.0001 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,77E-08 31 0,100 0.0005 7,10E-08 50 0,240 0.0005 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,79E-08 28 0,110 0.001 8,99E-08 44 0,230 0.001 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,94E-08 30 0,900 0.005 8,96E-08 46 0,230 0.005 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,79E-08 33 0,100 0.01 9,57E-08 57 0,260 0.01 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,81E-08 39 0,130 0.05 8,76E-08 57 0,250 0.05 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 6,52E-08 35 0,100 0.1 8,50E-08 34 0,170 0.1 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,62E-08 38 0,160 0.5 9,26E-08 40 0,181 0.5 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 5,17E-08 35 0,110 1.0 9,65E-08 46 0,210 1.0 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,40E-08 42 0,120 1.5 9,53E-08 38 0,180 1.5 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 3,99E-08 40 0,110 2.0 8,45E-08 40 0,181 2.0 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,61E-08 37 0,100 2.5 8,72E-08 32 0,171 2.5 ja
problem2 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,88E-08 34 0,110 3.0 9,95E-08 31 0,170 3.0 ja

problem2 1,00E-02 1,00E-06 7,26E-08 42 0,801 1,83E-07 300 0,551 0.0001 6,17E-07 299 1,322 0.0001 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,19E-07 300 0,590 0.0005 8,27E-07 299 1,322 0.0005 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,17E-07 300 0,560 0.001 8,23E-07 299 1,333 0.001 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,26E-07 300 0.541 0.005 1,53E-07 299 1,312 0.005 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,26E-07 300 0,551 0.01 3,49E-07 299 1,371 0.01 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,35E-07 300 0,551 0.05 8,67E-08 138 0,612 0.05 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,81E-07 300 0,591 0.1 8,40E-08 279 1,221 0.1 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,73E-07 300 0,551 0.5 3,43E-08 103 0,461 0.5 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 8,20E-08 64 0,151 1.0 7,08E-08 164 0,721 1.0 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,94E-08 229 0,431 1.5 8,88E-08 133 0,581 1.5 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 7,20E-08 98 0,211 2.0 3,29E-07 299 1,333 2.0 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 1,22E-07 300 0,551 2.5 3,59E-07 299 1,322 2.5 ja
problem2 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,93E-08 246 0,451 3.0 4,33E-07 299 1,333 3.0 ja
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problem relativ st�j alpha gradien t it tid gradien t it tid mu gradien t it tid delta

problem3 1,00E-03 1,00E-07 9,45E-08 21 0,52 5,52E-08 36 0,100 0.0001 9,73E-08 37 0,190 0.0001 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,53E-08 35 0,100 0.0005 9,98E-08 41 0,190 0.0005 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,88E-08 27 0,900 0.001 7,66E-08 51 0,261 0.001 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 6,90E-08 36 0,100 0.005 8,04E-08 32 0,160 0.005 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,04E-08 35 0,100 0.01 7,68E-08 56 0,240 0.01 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,50E-08 38 0,110 0.05 9,69E-08 52 0,230 0.05 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 4,56E-08 39 0,110 0.1 9,95E-08 47 0,211 0.1 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,30E-08 41 0,110 0.5 9,89E-08 43 0,220 0.5 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,91E-08 38 0,100 1.0 9,60E-08 38 0,211 1.0 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 8,57E-08 31 0,091 1.5 8,76E-08 49 0,220 1.5 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 7,65E-08 39 0,110 2.0 9,01E-08 35 0,180 2.0 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,88E-08 37 0,100 2.5 7,74E-08 46 0,210 2.5 ja
problem3 1,00E-03 1,00E-07 - - - 9,50E-08 44 0,110 3.0 9,79E-08 34 0,171 3.0 ja

problem3 1,00E-02 1,00E-06 3,95E-08 38 0,791 9,98E-08 206 0,401 0.0001 9,53E-08 201 0,921 0.0001 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 8,08E-08 40 0,100 0.0005 4,53E-07 299 1,400 0.0005 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,70E-08 43 0,100 0.001 1,66E-07 299 1,333 0.001 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,31E-07 300 0,561 0.005 8,11E-08 250 1,140 0.005 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 3,95E-08 59 0,141 0.01 1,62E-07 299 1,442 0.01 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 8,94E-08 116 0,250 0.05 1,29E-06 299 1,371 0.05 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,45E-08 86 0,181 0.1 5,50E-07 299 1,351 0.1 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,76E-07 300 0,541 0.5 5,09E-07 299 1,373 0.5 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,68E-08 124 0,261 1.0 1,47E-07 299 1,360 1.0 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,06E-07 300 0,551 1.5 9,91E-08 146 0,661 1.5 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 3,50E-08 59 0,150 2.0 7,48E-08 231 1,052 2.0 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 9,21E-08 56 0,151 2.5 2,69E-07 299 1,343 2.5 ja
problem3 1,00E-02 1,00E-06 - - - 2,02E-07 300 0,591 3.0 2,45E-07 299 1,422 3.0 ja
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