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Abstract

This thesis investigates the job-shop scheduling problem with emphasis on
a particular application, namely railway scheduling. Two different objective
functions are examined: makespan and total weighted tardiness.

Different solution strategies are applied, including Branch & Bound with
two different branching strategies and the Shifting Bottleneck heuristic.
Most methods are mentioned in different variants for the two objective
functions.

Performance is measured with different test instances from in the literature.

A bounding function for total weighted tardiness is developed and investi-
gated. Also two different bounding functions for makespan are examined.
A local search heuristic is used to find tighter bounds, and this improves
the performance marginally.

For Branch & Bound a new dominance criterion is suggested for pruning the
search tree. With generel job-shop instanses this does not lead to increased
performance, but for train scheduling instanses the results look promising.

Keywords: job shop scheduling; single track railway scheduling; total
weighted tardiness; makespan; branch and bound; dominance criteria;
shifting bottleneck
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Kapitel 1

Indledning

Job-shop-skedulering er et klassisk problem inden for operationsanalysen. I
denne rapport betragtes en konkret anvendelse, planleegning af togafgange
pa et jernbanenet med begraenset kapacitet.

1.1 Problemformulering

Med udgangspunkt i Elias Oliveira og Barbara M. Smith: “A Hybrid Con-
straint-Based Method for the Single-Track Railway Scheduling” [17], gnsker
vi at undersgge forskellige lgsningsmetoder — savel eksakte som heuristiske
— for job-shop-skeduleringsproblemet. Vi gnsker desuden at betragte en
anvendelse heraf, nemlig togskedulering.

Saerligt gnsker vi at undersgge og evt. forbedre branch-and-bound-metoden
omtalt i artiklen.

1.2 Oversigt over rapporten

I kapitel 2 defineres togskeduleringsproblemet, og ovennavnte artikel disku-
teres. I kapitel 3 defineres job-shop-skeduleringsproblemet, og de centrale
stgrrelser og begreber introduceres, og i kapitel 4 formuleres togskedule-
ringsproblemet sa som et job-shop-skeduleringsproblem.
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Kapitel 5 omtaler forskellige 1gsningsmetoder: to metoder til branch-and-
bound samt en heuristik. I forbindelse hermed introduceres en ny bounding-
funktion samt et nyt dominanskriterium til beskaering af sggetraeet.

I kapitel 6 praesenteres de opnaede beregningsmaessige resultater. Som test-
data benyttes bl.a. kendte instanser fra litteraturen.

Endelig konkluderes i kapitel 7, hvad der er opnéet i forbindelse med dette
projekt.

I kapitel 3 introduceres en del symboler og variablenavne, der benyttes i
resten af rapporten. For overskuelighedens skyld findes i bilag A en oversigt
over disse.

Det forudsaettes, at laeseren er bekendt med de grundleggende begreber i
operationsanalyse, herunder sarligt branch-and-bound.

Det implementerede programmel samt de benyttede testinstanser kan down-
loades fra http://christianschmidt.dk /eksproj .



Kapitel 2

Togskedulering

Togskedulering bestar i sin mest generelle form i at laegge en kgreplan for
et antal tog, der kgrer pa samme jernbanestrackning. Jernbanestraekningen
bestar udelukkende af enkeltspor, som det eksempelvis kendes fra lokalba-
ner og andre mindre trafikerede streekninger, dvs. at tog kun kan passere
hinanden serlige steder. Disse steder vil i det fglgende blive omtalt som
vigespor. Ofte vil vigespor ligge i forbindelse med en station.

Ved kgreplan forstads en angivelse af, hvor hvert tog skal befinde sig pa
ethvert givet tidspunkt, herunder ved hvilke vigespor togene skal passere
hinanden. Denne planlegning sker pa forhand, som regel leenge for forste
togafgang. Der er saledes ikke tale om realtidsplanleegning, som det eksem-
pelvis sker i et centralt kontrolcenter for et jernbanenet, hvor man lgbende
folger driften og lgser akutte problemer opstaet som fglge af forsinkelser.

En serlig disciplin af togskedulering kaldes single-track railway scheduling
(STRS). Her antages, at jernbanestrackningen bortset fra vigespor er ufor-
grenet.

I denne formulering antages det, at straekningen er opdelt i et antal spor-
segmenter, der er adskilt af stopsignaler. Hvor to sporsegmenter stgder
sammen, findes et vigespor. Her kan to modkgrende tog passere hinanden,
ved at det ene holder ind pé vigesporet, mens det andet kgrer forbi. Antallet
og placeringen af signaler og vigespor tages for givet.

For at undga kollisioner ma der kun befinde sig ét tog ad gangen pa hvert
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vigespor

(7% 7

segment, 1 segment, 2

Figur 2.1: To modkgrende tog ved vigespor.

sporsegment. Ankommer et tog séledes til et segment, der er optaget, mé
det holde for rgdt og vente, indtil der er fri bane.

I figur 2.1 ses to tog, der kommer kgrende ad hver sit sporsegment. For at
passere hinanden ma det ene tog kegre ind pa vigesporet og vente, til det
andet er kogrt forbi.

2.1 Omtale af litteratur

Som naevnt tager denne rapport udgangspunkt i Elias Oliveira and Bar-
bara M. Smith: “A Hybrid Constraint-Based Method for the Single-Track
Railway Scheduling Problem” [17].

Her folger en uddybning og diskussion af artiklen, der bl.a. er baseret pa
korrespondence med den ene af artiklens forfattere, Elias Oliveira, der ogsa
har vaeret sa venlig at stille de benyttede testinstanser til radighed.

2.1.1 Den hybride metode

I artiklen beskrives en metode, der er en kombination af branch-and-bound
og lokalsggning. Beskrivelsen af samspillet mellem de to metoder er ikke
helt klar, sa her fglger en kort gennemgang.

Algoritmen er bygget op om en almindelig branch-and-bound-sggning. Nar
sggningen nar et blad i sggetraeet og saledes har fundet en brugbar lgsning,
gives denne lgsning videre til en lokalsggningsalgoritme.



2.1 Omtale af litteratur 5

Hvis det lykkes lokalsggningen at finde en bedre lgsning, benyttes lgsnings-
veerdien heraf som ny gvre greense. Selve lgsningen bruges ikke i den videre
branch-and-bound-sggning — dog lagres den selviglgelig som den hidtil
bedste lgsning.

Branch-and-bound bruges altsa til at komme rundt i lgsningsrummet, og
lokalsggningen bruges sa til at undersgge nabolaget omkring de brugbare
lgsninger, branch-and-bound-sggningen finder.

Som nedre graense for objektfunktionsveerdien af den optimale lgsning af en
given knude i sggetraeet bruges tilsyneladende blot objektfunktionsvaerdien
af den aktuelle ikke-brugbare lgsning.

2.1.2 Resultater

I artiklens afsnit 2 omtales fire yderligere typer af mulige betingelser til en
lgsning, herunder at to tog altid skal holde en given afstand, eksempelvis
ved transport af farligt gods, og at et sporsegment kan vaere blokeret i en
periode, for eksempel i forbindelse med vedligeholdelse.

Det er dog ikke beskrevet, hvilke metoder der er benyttet for at sikre, at
disse betingelser er opfyldt. Der er tilsyneladende heller ikke stillet betin-
gelser af denne art i forbindelse med de rapporterede testkgrsler.

Ligeledes anfgres, at det ikke er en forudsatning, at der er vigespor mellem
alle sporsegmenter — en forudsatning som ellers ggres i denne rapport
(dette omtales i afsnit 4.2)'. Denne bekvemme forudsaetning gor sig dog
gaeldende i de instanser, der er brugt til de rapporterede testkgrsler.

!Bemeerk at det ikke giver et aekvivalent problem blot at sla nabosegmenter, der ikke
er adskilt af vigespor, sammen. Jo flere segmenter en given straekning er opdelt i, jo
hurtigere kan to tog i samme retning nemlig passere straekningen, idet det bageste tog
ikke skal vente pd, at det forreste har forladt hele straekningen men kun det tilstgdende
segment.
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Kapitel 3

Introduktion til
job-shop-skedulering

Job-shop-skedulering (JSS) er et klassisk problem inden for operationsana-
lysen, der har vaeret genstand for megen opmaerksomhed. Det betragtes som
et af de svaererste problemer, og selv tilsyneladende simple instanser viser
sig umulige at lgse til optimalitet. Heller ikke med heuristiske lgsningsme-
toder har man formaet at na lgsninger af samme kvalitet, som man kender
fra andre problemer. Ofte vil eksakte lgsningsmetoder endda veere mere
effektive end heuristiske.

I det fglgende defineres JSS, og der introduceres de begreber, der er anvendt
i beskrivelsen af lgsningsmetoderne i kapitel 5.

3.1 Generel JSS

I sin mest generelle formulering bestar JSS i at planleegge behandlingen
af et antal jobs pa et antal maskiner under hensyntagen til maskinernes
kapacitet.

Jobs kan opfattes som projekter, der hver bestar af en raekke delopgaver. En
maskine udggr en ressource, der skal vaere til radighed pa tidspunktet for
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udfgrelsen af en given enkeltopgave. Problemet bestar saledes i at planlaegge
delopgaverne under hensyntagen til ressourcernes tilgaengelighed.

Mange situationer fra hverdagen kan modelleres pa denne made. Et ek-
sempel er et butikstorv, hvor et antal kunder kommer for at handle. Hver
kunde har en raekke @erinder, der skal nas, eksempelvis fgrst et besgg i
bankens haeveautomat og herefter hos grgnthandleren og slagteren i vilkar-
lig rackkefplge. Hver kunde svarer til et job, og hvert arinde svarer til en
delopgave. Ressourcerne udggres af bankautomaten samt ekspedienterne i
forretningerne, der hver kun kan betjene én kunde ad gangen.

I en situation som denne sker planlaegningen neesten helt tilfaeldigt. Som
regel vaelger kunden at besgge forretningerne i en pa forhand fastlagt raek-
kefglge og stiller sig blot i kg, hvis ekspedienten er optaget ved ankomsten.

Andre steder sker en overordnet planleegning, uden den dog eksplicit er re-
prasenteret vha. ovennaevnte begreber. Et eksempel herpa er trafiklysene
i vejkrydsene i en by, der ofte kontrolleres et centralt sted fra. Her udggr
ressourcerne vejbanen midt i et kryds, der kun kan benyttes af biler i et
begraenset antal retninger ad gangen. Hvert kogretgj har en bestemt desti-
nation, og delopgaverne bestar af de lyskryds, hvert kgretgj skal passere pa
vej dertil.

Modsat i farnaevnte eksempel sker der her en decideret bevidst planlaegning.
Ved hjelp af bl.a. “gronne bglger” langs hovedfeerdselsarerne sgger man at
afvikle trafikken sa smidigt som muligt.

3.2 Simpel JSS

JSS findes i mange afarter, hvor problemformulering og lgsning er palagt
forskellige begraensninger. Hovedparten af teorien pa omradet koncentrerer
sig om en szrlig gruppe varianter kaldet simpel job-shop-skedulering. Denne
rapport beskaftiger sig udelukkende med varianter heraf, og herefter vil
betegnelsen JSS udelukkende benyttes til at omtale simpel JSS.

Simpel JSS bestar i at planlegge behandlingen af et antal jobs J =
{J1,...,Jn} pa et antal maskiner M = {M;,..., M,,}. Hvert job skal
behandles pa hver maskine i en raekkefglge, der er specifik for det enkelte
job. Behandlingen af et job pa en maskine betegnes en operation. Proble-
met bestar i at bestemme en raekkefglge, hvori de enkelte operationer skal
behandles pa de enkelte maskiner.
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Et eksempel er den type problemer, der har givet navne til begreberne i
JSS, nemlig en produktion, hvor der skal laves en rackke produkter. Hvert
produkt skal behandles pa et antal maskiner i en bestemt rakkefglge, og
hver maskine kan kun behandle ét produkt ad gangen.

Hvert job bestar af en ordnet liste af operationer, der hver er tilknyttet
netop én maskine. Hvert job behandles pa hver maskine netop én gang. En
operation kan fgrst pabegyndes, nar den foregaende operation pa samme
job er afsluttet. Hver maskine kan kun behandle ét job ad gangen, og en
operation kan ikke afbrydes, nar forst den er pabegyndt. Det antages, at
alle maskiner kan benyttes i hele planlaegningshorisonten, dvs. der opereres
ikke med tid til vedligeholdelse eller nedbrud.

En lgsning bestar i angivelse af et starttidspunkt for hver operation.

Selvom denne rapport begraenser sig til at betragte dette noget specialise-
rede problem, vil hovedparten af metoderne beskrevet heri naesten umid-
delbart kunne benyttes pa mere generelle problemer. Iser er det nemt at
afvige fra betingelserne om, at hvert job skal besta af lige mange operatio-
ner, samt at hvert job behandles netop én gang pa hver maskine.

3.3 Definitioner

Hvert job J; bestar af en ordnet liste af operationer {0;1, ..., 0} samt et
givet tidspunkt for den tidligst tilladte afvikling af jobbets fgrste operation
r; > 0. I mange formuleringer af JSS er r; begraenset til veerdien 0, men i
denne fremstilling betragtes altsa det lidt mere generelle problem.

Hver operation o;; er tilknyttet en givet maskine M, € M. Notations-
meessigt opfattes en maskine som en mangde indeholdende de tilhgrende
operationer, én fra hvert job.

For hver operation er tillige givet en behandlingstid p;; > 0, dvs. den tid
det tager at behandle operationen o;;. Variablen S;; angiver starttidspunk-
tet for afvikling af en operation i den aktuelle lgsning, og C;; angiver af-
slutningstidpunktet. Da behandlingen af en operation ikke kan afbrydes,
afsluttes behandlingen netop p;; tidsenheder efter dens pabegyndelse, dvs.
Ci; = Sij + psj-

En operation o0;; kan fgrst pabegyndes, nar den forrige operation pa samme
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job 0;;_1) er afsluttet, dvs.
Sij = Sij—1) + pig—1y  for j =2 (3.1)

Starttidspunkttet for den fgrste operation pa et job o;1 er begraenset af
jobbets tidligste starttidspunkt r;, dvs. S;; > ;.

Heraf fplger en nedre graense for S;; baseret pa jobbets tidligste starttids-
punkt samt varigheden af de forudgaende operationer:

Sij > 1 + Zpu (3.2)
1<j

Feerdigggrelsestidspunktet C; for et job J; er, nar behandlingen af jobbets
sidste operation er afsluttet. Saledes er

Ci = Cim = Sim + Dim (3.3)

En operation kan ikke afbrydes, nar fgrst den er pabegyndt. En maskine
tilknyttet en given operation o;; kan saledes kun behandle denne ene ope-
ration i perioden [S;;; C;i;[. Det betyder, at to operationer o;;, ox; pa samme
maskine M), ikke kan overlappe tidsmeessigt, dvs. at

[Si; Cis[ N [Ski; Cra[ = 0 for alle 045, 011 € My, (3.4)

Hvis en lgsning ikke overholder denne betingelse, er lgsningen ikke-brugbar,
og der tales om en konflikt, der involverer de overlappende operationer.
Dette er den eneste af de her naevnte betingelser, der ikke er overholdt i de
ikke-brugbare lgsninger, der omtales i denne fremstilling.

Ved visse anvendelser opererer man med en deadline d; for hvert job. Denne
deadline skal ikke opfattes som et obligatorisk krav til en brugbar lgsning
men blot som en parameter, der indgar i objektfunktionen. Pa baggrund
heraf defineres et jobs tardiness som

T, = (C; —dy)* (3.5)

altsa jobbets forsinkelse — om nogen — i forhold til den givne deadline.
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3.4 Objektfunktioner

Afheengigt af det konkrete problem anvendes flere forskellige objektfunk-
tioner til lgsning af JSS.

Den i litteraturen hyppigst omtalte er makespan. Her gnsker man at mini-
mere tidspunktet for afslutning af det sidste job:

Omakespan = Ill;lgf’]((cz) (36)

En anden udbredt objektfunktion er minimering af total tardiness (TT),
> T;. En variation heraf, total weighted tardiness (TWT), giver mulighed
for at tildele de enkelte jobs en prioritet w; > 0, der bruges til at veegte
jobbets forsinkelse:
Orwr = Z w;T; (3.7)
JiedJ

Ved makespan er det kun det sidst afsluttede job, der far betydning for
objektfunktionsveerdien, mens TWT athaenger af tidspunktet for hvert en-
kelt jobs feerdiggerelse. Makespan vil saledes typisk bruges ved lgsning af
opgaver, hvor alle jobs skal veere afsluttede, fgr det samlede produkt har
nogen nyttevaerdi. Dette kunne eksempelvis vaere, hvis resultatet af de en-
kelte jobs skal afsendes i samme sending. I modsatning hertil er TWT, der
eksempelvis kan benyttes ved en produktion, hvor hvert job repraesenterer
en vare, der kan szlges umiddelbart efter dets faerdigggrelse.

Ovennaevnte objektfunktioner er — savel som de fleste andre omtalt i litte-
raturen — sakaldte requlere objektfunktioner. En regulaer objektfunktion
er en funktion, der sgges minimeret, og hvor jobbenes afslutningstidspunk-
ter C; indgar som de eneste variable, dvs. at objektfunktionen kan udtryk-
kes O(Ch,...,Cy).

Derudover galder, at funktionen kun stiger, nar mindst én af de indgaende
afslutningstider stiger, dvs. at for to lgsninger med afslutningstiderne hhv.
Ci,...,Cro0g Cy,...,Cl, davil O(Cy,...,Cn) > O(CY,...,C!) kun i det
tilfeelde, at der findes mindst ét job J;, for hvilket det gelder, at C; > CI.
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3.5 Grafrepraesentation

Job-shop-skeduleringsproblemet ses ofte reprasenteret ved en orienteret,
acyklisk graf. Udover at give mulighed for at visualisere en given lgsning,
er visse begreber nemmere at forklare med udgangspunkt i en graf. I denne
rapport benyttes betegnelserne fra selve formuleringen af JSS synonymt
med deres @kvivalenter i grafrepraesentationen.

Knuderne i grafen repraesenterer de enkelte operationer, og kanternes ret-
ning angiver den indbyrdes raekkefglge to operationer imellem i den aktuelle
lgsning. En kant 0;; — oy angiver saledes, at 0;; udfgres for oy;. Den mind-
ste tidsmaessige afstand mellem pabegyndelse af de to operationer er p;;,
dvs. Si; > Sij + pij.- Denne stgrrelse kaldes i grafsammenheeng kantens
lengde og skrives |o;; — op.

Starttidspunktet Si; bestemmes ved at betragte de indgaende kanter og de
tilhgrende operationer, dvs. de operationer, der gar umiddelbart forud for
0;5. Som fplge af ovenstaende geelder saledes, at

Sgr > max (Si; + |oij — owi]) (3.8)

045 —0k|

For regulare objektfunktioner kan operationer uden ulempe behandles sa
tidligt som muligt under hensyntagen til de indgaende kanter, dvs. sa snart
alle de forudgaende operationer er afsluttede. Derfor vil vi i denne rap-
port beregne Si; i en brugbar lgsning ved at erstatte ulighedstegnet med
lighedstegn i ovenstaende. I ikke-brugbare lgsninger anvendes Si; som en
betegnelse for en nedre graense for starttidspunktet i en brugbar lgsning.
Hvordan denne graense beregnes, vil blive omtalt i afsnit 3.7.

Initielt tilfgjes kanter, der svarer til den givne raekkefglge af operationer
for hvert job, dvs. at for J; tilfgjes kanterne o0;; — 0;(;4+1) med laengden
pij for j € {1,...,n — 1}. Sj(j41) opdateres i overensstemmelse med (3.8)
og antager hermed minimumsvaerdien angivet i (3.2). En lgsning bestaende
udelukkende af disse kanter vil blive omtalt som den initielle lgsning.

Der tilfgjes en kildeknude S med starttidspunktet 0. Starttidspunkterne for
hvert enkelt job J; repreaesenteres ved at tilfgje kanter S — 0,1 med leengden
;-

Figur 3.1 viser den initielle lgsning for et problem bestaende af fire jobs og
tre maskiner. Desuden er tilfgjet en aflgbsknude for beregning af makespan,
hvilket er omtalt i naeste afsnit.
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Figur 3.1: Initiel lgsning med aflgbsknude for makespan.

Bemeerk at det ikke fremgar af grafen, hvilken maskine en given operation
hgrer til.

3.5.1 Repraesentation af objektfunktionsvaerdi

Ved beregning af makespan introduceres en aflgbsknude V, der er forbundet
til knuden svarende til den sidste operation pa hvert job J; vha. kanterne
0im — V som vist pa figur 3.1. Objektfunktionsveerdien vil da veere lig
starttidspunktet for pseudo-operationen repraesenteret ved V.

Ved brug af objektfunktionen TWT introduceres en aflgbsknude V; for
hvert job J;, der er forbundet til hvert jobs sidste operation med kanterne
0im — Vi. Derudover reprassenteres jobbenes deadline ved at tilfgje en kant
S — V; fra kildeknuden til hver aflgbsknude med leengden d;. Knuden V;
har saledes netop to indgaende kanter, og jvf. (3.8) bliver starttidspunktet
for den tilsvarende pseudo-operation
Sy, = max (S +loi; — Vi)
= max(Sim + Pim, 0+ d;)
= maX(Ci, dl)
= max(Ci - di, 0) + dz
T+ d;
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Sidste lighedstegn fglger af definitionen af tardiness (3.5). Tardiness T; af
et enkelt job er saledes tidspunktet for afvikling af pseudo-operationen V;
fratrukket jobbets deadline d;. Det giver fglgende udtryk for den samlede
objektfunktionsvaerdi:

Orwr = Zwi(sv,, —d;) = Zwis\)i - Zwidi

Omskrivningen til hgjre for lighedstegnet er gjort for at understrege, at det
kun er fgrste sumtegn, der skal minimeres, idet d; er en konstant.

3.5.2 Repraesentation af lgsning

En brugbar lgsning er repraesenteret ved en acyklisk graf, hvor der for
hver maskine findes en vej, der gar gennem alle knuder tilknyttet maski-
nen. Dette sikrer opfyldelse af betingelse (3.4), nemlig at der ikke findes
overlappende operationer pa den aktuelle maskine. Denne reprasentation
er dog ikke unik. Hvis der eksempelvis i en given lgsning findes to kanter
0gh — 0j; 08 0;5 — Ok, da vil kanten og4, — o kunne tilfgjes eller fjernes
grafen uden at @ndre pa lgsningen.

Idet operationer som fgr naevnt udfgres sa tidligt som muligt under hensyn-
tagen til (3.8), vil en brugbar lgsning repraesenteret ved kanterne i grafen
vaere ekvivalent med en lgsning repraesenteret ved angivelse af starttids-
punkterne for hver enkelt operation.

En tredje aekvivalent made at repraesentere en brugbar lgsning er saledes
ved at angive en raekkefglge af operationerne pa hver enkelt maskine.

En given lgsning kan godt vaere brugbar, uden ovennaevnte krav om en vej
gennem alle knuder tilknyttet hver maskine er opfyldt. Dog kan der til en
sadan lgsning umiddelbart tilfgjes kanter, saledes at kravet opfyldes, uden
lgsningen zendres.

Figur 3.2 viser et eksempel pa dette. Her er 012,020 € M, S12 = 1 og
C12 = 3, mens S22 = 5. Lgsningen er brugbar, men der er ingen vej gennem
operationerne pa maskinen M,. Da o1z er afsluttet, for os2 pabegyndes —
Cla < S99 — vil der dog umiddelbart kunne indsattes en kant 012 — 092,
uden selve lgsningen pavirkes, hvorved kravet om en vej er opfyldt.

Notationsmaessigt er en lgsning E en maengde bestaende af kanterne i lgs-
ningen, bortset fra kanterne o;; — 0;;41) mellem operationer pa samme
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Figur 3.2: En gyldig lgsning, selvom der ikke er en vej 012 ~ 022.

job, idet sidstnaevnte jo indgar i alle lgsninger. Den initielle lgsning betegnes
saledes 0.

3.5.3 Kantlaengder

Leengden af en kant |o;; — og| repraesenterer som neevnt, at oy tidligst
kan afvikles p;; tidsenheder efter pabegyndelse af o;.

Dette betyder, at har man tre operationer og, 0;; 0g oy, der er forbundet
med kanterne ogp, — 0;; 0g 0;5 — 0y, da vil der implicit eksistere en kant
0gh — Oy, der betyder, at oy tidligst kan afvikles pyp, +p;; tidsenheder efter
pabegyndelse af og45,. En sddan implicit kant kaldes en delayed precedence
constraint (DPC). Dette er illustreret i figur 3.3.

Figur 3.3: DPC mellem oy, 0g oy

Denne “omvendte” trekantsulighed kan generaliseres til, at det korteste tids-
interval mellem to operationer o0;;, oy er givet ved den laengste vej mellem
disse — hvis altsa der findes en vej. Laengden af en vej er defineret som
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summen af de indgaende kanters leengde. Den laengste vej mellem knuderne
0;j 08 oy betegnes L(0;;, okt ).

Der findes saledes en DPC mellem operationerne o;; og oy, netop hvis der
findes en anden vej 0;; ~ 0j; mellem disse end en direkte kant 0;; — ox.
Leengden af denne DPC er da L(o;5, ox1).

I en brugbar lgsning kan en operations starttidspunkt udtrykkes som det
kortest mulige interval mellem kildeknuden, der afvikles til tiden 0, og den
aktuelle operation, dvs. S;; = L(S, 0;).

Pa baggrund heraf samt reprasentationerne af objektfunktionerne naevnt
i afsnit 3.5.1 kan vi ogsd udtrykke objektfunktionsvaerdien vha. leengder.
Makespan er som naevnt afviklingstidspunkt for pseudo-operationen V, og
dette er givet ved den leengste vej L(S,V). Ligeledes er TWT givet ved

dvs. det vegtede sum af den periode, hvormed afviklingstidspunktet for
pseudo-operationen V; overstiger jobbets deadline d;. Leddene i summen
er alle ikke-negative, idet tidligste afviklingstidspunkt for V; som naevnt i
afsnit 3.5.1 er d; pga. kanten S — V.

3.5.4 Den disjunktive grafreprsesentation

I litteraturen benyttes i de fleste tilfaelde en lidt anden model end den her
nevnte. I den findes der to typer kanter, nemlig konjuktive og disjunktive.

De konjuktive er den type, der er omtalt i denne rapport. De disjunktive
optraeder i par af to i hver sin retning mellem to operationer, hhv. 0;; — o
0g oy — 045. Disse dobbeltkanter angiver, at der i en brugbar Igsning skal
tilfgjes en konjuktiv kant mellem de to operationer.

I den initielle lgsning er der saledes disjunktive kanter mellem hvert par af
operationer pa samme maskine. Herved sikres, at der ikke er tidsmaessigt
overlap mellem operationer pa samme maskine.

I denne fremstilling er dette krav i stedet formuleret saledes, at der skal
findes en vej gennem alle operationer tilknyttet en given maskine. Herved
understreges, at der ikke behgver at indsaettes konjuktive kanter mellem



3.6 Generel lgsningsmetode 17

operationer, hvor der i forvejen eksisterer en DPC, og heller ikke ngdven-
digvis i situationer som den afbildet i figur 3.2. Det skgnnes, at denne model
er mere velegnet til illustration af metoden kronologisk konfliktlgsning, som
vil blive omtalt i afsnit 5.1.1.

Grafrepraesentationen er dog kun en abstraktion over problemet med det
formal at illustrere visse begreber. Valg af model har saledes ikke indflydelse
pa selve lgsningsmetoderne.

3.6 Generel lgsningsmetode

Ved branch-and-bound-lgsning — samt flere andre lgsningsmetoder — ta-
ges som regel udgangspunkt i den initielle lgsning, hvortil der udelukkende
tilfgjes kanter, indtil en brugbar lgsning nas. Der fjernes saledes ikke kanter.

Da det kun er operationer pad samme maskine, der kan konflikte, er der
udover kanterne i den initielle lgsning normalt ikke behov for kanter mel-
lem operationer pa forskellige maskiner. Denne slags kanter har ikke vaeret
benyttet i dette projekt. Nar der i denne rapport omtales indsattelse af
en kant mellem to operationer, geelder det derfor implicit, at der — med
undtagelse af pseudo-operationerne S, V og V; — er tale om to operationer
pa samme maskine.

Der ma ikke indsaettes kanter, sa der dannes en kreds i grafen. Dette vil
nemlig fgre til en modstrid, nemlig at en operation skal veere afsluttet, for
den kan pabegyndes.

Nar der i denne rapport navnes gvre og nedre graenser for forskellige va-
riable, sd menes der — medmindre andet eksplicit er naevnt — den gvre
graense for variablens veerdi i den aktuelle lgsning samt de lgsninger, der
matte nas ved at tilfgje yderligere kanter til den aktuelle lgsning.

Da lgsningsmetoderne som oftest arbejder med ikke-brugbare lgsninger, vil
betegnelsen “Igsning” i denne rapport daekke over savel brugbare som ikke-
brugbare lgsninger, men oftest det sidste. Undertiden benyttes ogsa beteg-
nelserne “dellgsning” og “ikke-brugbar Igsning” for i en given sammenhang
at understrege, at der ikke er tale om brugbare lgsninger.
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3.7 Hoved og hale

Si; betegnes undertiden operationens hoved. Hovedet er en nedre graense
for den tid, der gar forud for operationens behandling, og saledes ogsa for
starttidspunktet.

Symmetrisk udggr operationens hale — vagt formuleret — en nedre graense
for den tid, der fplger operationens afslutning; den praecise definition af-
haenger af objektfunktionen. Halen kan bruges til at bestemme det seneste
tidspunkt, operationen kan afsluttes, uden den aktuelle objektfunktions-
veerdi stiger, dvs. en gvre greense for C;;. Denne graense kaldes operationens
deadline d;;. Analogt med deadlines for jobs skal denne deadline altsa ikke
opfattes som et ultimativt krav til en brugbar lgsning.

Ved makespan er halen g;; det korteste interval mellem operationens af-
slutning og afslutningen af den sidste operation i problemet. Veerdien S;; +
pij + qi; udger saledes en nedre graense for problemets makespan. Dette er
vist i figur 3.4. Operationens deadline er saledes

dij = Omakespan — qij (39)

Figur 3.4: En operations hoved, behandlingstid og hale ved makespan.

Ved TWT defineres en hale for hvert job. Saledes er halen qu det korteste
interval mellem operationens afslutning og afslutningen af Jj. Dette interval
er kun defineret, hvis der i den aktuelle lgsning findes en vej fra o;; til
den sidste operation pa Ji og saledes ogsa aflgbsknuden Vj. I modsat fald
antager qu veerdien —oo.

En nedre graense for et jobs afslutning Cj, er derfor S;; + pi; + qf] Heraf
fglger, at en gvre graense for operationens afslutning, uden at T} pavirkes

er
d¥; = max(di, Cr) — qf (3.10)
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Figur 3.5: En operations hoved, behandlingstid og hale mht. jobbet Jj ved
TWT.

Dette er illustreret i figur 3.5. Iseer bemaerkes, at hvis ikke der findes en
vej 0j; ~ Vg, da vil veerdien af dfj vare 0o, dvs. at det ikke vil pavirke
afslutningstidspunktet for Ji, uanset hvor sent operationen udfgres.

Hvis T}, stiger blot for ét job, vil objektfunktionsveerdien sendres. En gvre
greense for C;;, uden objektfunktionsvaerdien pavirkes, er sledes den mind-
ste af de gvre graenser mht. hvert af de enkelte jobs:

= min (d*) = mi _ gk
dij = min (dj) = min (max(dy, Cr) — ¢;5) (3.11)

3.7.1 Beregning af hoved og hale

Hoved og hale i en given dellgsning er som sagt nedre graenser for tiden fgr
hhv. efter operationens behandling i alle brugbare lgsninger, der kan nas
ved at tilfgje kanter til den aktuelle Igsning. De kan beregnes pa forskellige
mader, afhaengigt af hvilke vaerdier der i forvejen beregnes i en given lgs-
ningsalgoritme, samt hvor meget tid man gnsker at afsaette til beregningen.

En made at beregne veerdierne pa er vha. laengste veje i grafen. Udtrykt
i lengste veje er S;; = L(S,0;5), den lengste vej mellem kildeknude og
0ij. L(0i5,V) udger det mindste interval mellem pabegyndelse af o;; og
afslutningen af den sidste operation, dvs. halen ¢;; = L(0;;, V) — psj.

Dette er dog ikke ngdvendigvis den tatteste graense, der kan findes for en
given dellgsning. Figur 3.6 viser et eksempel, hvor man kan finde en bedre
veerdi af S;; ved at betragte andet end de kanter, der allerede er indsat. Her
tilhgrer o4y, og op; samme maskine M,,. Et estimat for S;; vha. leengste vej
er L(S,0;5) = 2. Da o4, 0g o er tilknyttet samme maskine, kan de ikke
udfgres samtidig, dvs. at for at den aktuelle dellgsning bliver brugbar, skal
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Figur 3.6: L(S, 0;5) er ikke den bedste veerdi for S;;.

der indsaettes en kant enten ogp, — oy eller op; — og4n. Uanset hvilken vej,
kanten vender, vil den seneste af de to operationer tidligst kunne afsluttes
til tidspunktet 3, og forst her vil o;; kunne pabegyndes. En bedre veerdi for
Sij 1 dette tilfeelde er saledes 3.

3.8 Kompleksitet

JSS er steerkt AP-hardt udover helt simple tilfzelde, hvor antallet af ma-
skiner og jobs er 1 eller 2, og hvor der stilles seerlige krav til lengden af
operationer og vaegten af jobs [10]. Dette gaelder med sivel makespan som
TWT som objektfunktion.

Selv specialtilfeeldet bestdende af kun én maskine er i mange tilfselde NP-
hardt [14]. I afsnit 5.3 vil vi dog omtale en relakseret udgave af dette pro-
blem, der kan lgses effektivt. Lgsningen af det relakserede problem benyttes
som nedre graense for objektfunktionsvaerdien af det oprindelige problem.

3.9 Matematisk formulering

Her fglger en formulering af JSS som et mixed integer problem med henblik
pa lgsning vha. CPLEX eller tilsvarende.

Vi gnsker at bestemme raekkefglgen af operationerne pa hver enkelt ma-
skine. Derfor introduceres for hver par af operationer o;j,0r,7 < k, pa
samme maskine M, variablen z¥, € {0,1}, der har samme betydning som
en kant i grafen mellem o;; og op;. Betingelsen i < k sikrer, at der kun
benyttes én variabel pr. par af operationer.
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VMP € M,Oij,Okl € Mp,’i <k:

0 hvis o;; afvikles for oy,
P _ ij
Tik = { 1 hvis oy afvikles for o;; (3.12)
xfk = 0 svarer saledes til kanten o;; — oy, 0g xfk = 1 svarer til den

modsatte retning, ox — 0;;.

Bemark at det ikke er alle potentielle kanter i grafen, der reprasenteres,
idet vi her kun betragter operationer pa samme maskine, hvilket er til-
straekkeligt.

Beslutningsvariablene er tidspunktet for afvikling af hver enkelt operation
Sij, eller ekvivalent ordningsvariablerne a?), .

3.9.1 Betingelser

Tidligste tidspunkt for pabegyndelse af et job samt raekkefglgen af opera-
tionerne pa jobbet repraesenteres ved folgende betingelser:

San = m vVJieJ (3.13)
Sij = Sig-1 tpig-1y VJi,2<j<m '
Her repraesenteres altsd kanterne i grafen mellem operationer pa samme
job. r; og p;; er konstanter, der fglger af den aktuelle problemdefinition.

En operation ikke kan pabegyndes, for dens forgeenger i henhold til «%,
er afsluttet. Det betyder, at afheengigt af veerdien af z%, skal netop én af
fglgende betingelser geelde:

VMp S M,Oij,okl S Mp,i <k:
Sk > Sij+pi; hvis xfk =0

Sij > Sw+pm hvisal =1 (3.14)

Da CPLEX ikke kan handtere denne slags enten-eller-begraensninger, line-
ariseres de vha. fglgende omskrivning:

Sk
Siy

Sij +pij — hay,

3.15
Skt +pri —h (1 —ab,) (3.15)

>
2

hvor h er en stor konstant. Hvis zf, = 0, vil sidste led i nederste ulig-

hed blive meget numerisk stort, og uligheden vil saledes altid veere sand.
Tilsvarende geelder for gverste ulighed for %, = 1.
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h kan eksempelvis veere

h = max(r;) + Zpij

2%

hvilket svarer til den maksimale vaerdi af Sg; +pg; 1 en lgsning, hvor jobbene
udfgres ét ad gangen. I en sddan lgsning vil der aldrig vil kunne opsta en
konflikt, s& lgsningen vil altid veere brugbar. Pr. definitionen pa regulaere
objektfunktioner vil det ikke fgre til en bedre lgsning at lade noget job
afslutte senere, og som naevnt i afsnit 3.5 afvikles alle operationer sa tidligt
som muligt. Derfor er Si; + pr; < h i alle optimale lgsninger.

3.9.2 Objektfunktioner

Ved beregning af makespan introduceres variablen Op,qkespan, der udggr
det seneste afslutningstidspunkt for et job:

Omakespan > Ci = Sim + pim for alle J; € J

Ved beregning af TWT introducerer vi variablene T;, der angiver tardiness
for hvert job:

Orwr = Z w; T;
i
Veaegtene w; er konstanter. T; er begraenset af flg. to storrelser:

T, > 0 |
T > Ci—d; = Si + pims — di for alle J; € J (3.16)
Da Opwr skal minimeres og w; > 0, da bliver T; netop den stgrste af de
to hojresider og angiver saledes tardiness iflg. definitionen (3.5).

Afhaengigt af den benyttede objektfunktion bestar problemet nu i at mi-
nimere Opgkespan €ller Orwr under hensyntagen til betingelserne naevnt i
afsnit 3.9.1.
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Kapitel 4

JSS-formulering af STRS

STRS er i litteraturen sggt lgst vha. en raekke specialiserede algoritmer. Vi
vil her formulere STRS som et JSS-problem, hvilket tillader os at lgse det
vha. den lange rackke af metoder, der findes til lgsning af JSS.

I denne formulering svarer en maskine til et sporsegment, og et job svarer
til et tog. I denne forbindelse defineres et tog som én tur mellem rutens
endestationer, dvs. at det ikke tages i betragtning, at det samme materiel
senere benyttes til korsel af en anden tur. Et togs passage af et givet spor-
segment udggr en operation. Operationens behandlingstid p;; er den tid,
toget tager om at passere sporsegmentet.

Betingelsen (3.4), om at to operationer pa samme maskine ikke kan over-
lappe, sikrer, at to tog ikke kan kollidere, idet de herved ikke tillades at
befinde sig pa et givet sporsegment pa samme tid.

Ifglge (3.1) kan en operation fgrst pabegyndes, nar dens forgeenger pé
samme job er afsluttet. Denne betingelse sikrer dels, at sporsegmenterne
passeres i den rigtige raekkefglge, idet det i sagens natur ikke vil give mening
at fortsaette fra et givet sporsegment til andet end det folgende segment pa
straekningen®. Derudover sikres, at kgreplanen respekterer den tid, et tog

I Principielt kunne toget ogsa kore tilbage til det foregiende segment. Dette vil dog
aldrig kunne betale sig sammenlignet med blot at vente med at kgre frem.
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er om at passere et sporsegment. Fgrst nar hele segmentet er tilbagelagt,
kan toget fortsaette til folgende segment.

I afsnit 3.2 er naevnt, at det er relativt uproblematisk at fravige betingel-
serne i simpel JSS om, at hvert job skal besta af lige mange operationer, og
at hvert job skal behandles pa hver maskine netop én gang. Fjernes disse
betingelser, vil det i forbindelse med togskedulering betyde, at man kan
reprasentere et forgrenet jernbanenet i stedet for blot én lang streekning,
samt at togene ikke behgver at folge den samme rute. Som naevnt vil denne
rapport dog kun betragte den specialiserede problemstilling.

En oplagt objektfunktion for togskedulering er TWT, idet man gnsker at
minimere forsinkelserne for alle tog, modsat for eksempel makespan, hvor
man gnsker at minimere ankomsttidspunktet for det sidste tog uden hen-
syntagen til de gvriges ankomsttidspunkt.

Togene kan tildeles vaegt efter forskellige kriterier. Eksempelvis kan passa-
gertog tildeles stgrre vaegt end godstog, idet gods som regel kan tolerere
mere forsinkelse end passsagerer. Ligeledes kan tog med mange passagerer
eller meget gods tildeles hgjere veegt end tog med fa passagerer eller lidt
gods.

Grundet naturen af jernbanedrift vil veegtningen i praksis formodentlig ofte
veere et politisk valg snarere end et direkte resultat af en matemetisk opti-
mering. Kriterier for vaegtning af tog vil saledes ikke blive omtalt yderligere
i denne rapport. I [21] er naevnt et simpelt kriterium for generel JSS, som
vil blive omtalt naermere i afsnit 6.3.

4.1 Gantt-diagram

Figur 4.1 viser et Gantt-diagram over en brugbar lgsning af et problem
med to tog og fire sporsegmenter. Hvert rektangel svarer til en operation
og hver vandret raekke til et sporsegment. Tiden er afsat ad abscisse-aksen,
og rektanglernes venstre og hgjre kant angiver saledes operationernes start-
og afslutningstidspunkter, S;; og C;;. Heraf fglger, at operationens behand-
lingstid p;; er repreesenteret ved rektanglernes bredde.

Ordinat-aksen svarer til den samlede jernbanestracknings leengde. Maerkerne
i aksen angiver opdelingen i segmenter, og stykket mellem to maerker udggr
et sporsegment.
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Figur 4.1: Gantt-diagram over lgsning af problem med to tog og fire spor-
segmenter.
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Figur 4.2: Grafrepraesentation af lgsningen vist i figur 4.1.
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De stiplede linjer svarer til togets fysiske rute, og togets fysiske placering til
et givet tidspunkt kan saledes aflzeses direkte?. Operationerne er dog stadig
angivet som rektangler, idet vi i vores formulering af STRS kun tillader, at
der befinder sig ét tog pa et givet segment ad gangen.

Det ses, at linjen for J; er vandret mellem operationerne o153 og 013, dvs. i
perioden fra C1s til S13. Det betyder, at toget holder og venter ved graensen
mellem segmenterne My og M3 pa at kunne kgre ind pa Ms, idet dette er
optaget af 022. Denne venten svarer til en kant 095 — 013 1 grafen. Grafre-
praesentationen af lgsningen er vist i figur 4.2. Knuderne er her indtegnet,
s& de har samme centrum som de tilsvarende rektangler i figur 4.1.

Bemark, at ethvert JSS-problem kan illustreres vha. et Gantt-diagram.
Mens ordinat-aksen ved STRS er kontinuert, er den i det generelle tilfaelde
diskret, og de stiplede linjer vil ikke benyttes. Ligeledes tilleegges normalt
ingen betydning til maskinernes raekkefglge, dvs. at maskinerne i det gene-
relle tilfaelde vil kunne indtegnes i tilfaeldig orden. Dette er ikke tilfacldet
ved STRS, hvor to maskiner M; og M1 svarer til segmenter, der stgder
op til hinanden.

4.2 Begraensninger i modellen

Denne model af STRS forudsatter, at der er et vigespor mellem hvert spor-
segment, dvs. at et langt sporsegment ikke uden videre vil kunne opdeles
i flere blot ved opsattelse af flere stopsignaler. Dette er ngdvendigt for, at
to tog kan passere hinanden. I ovennavnte eksempel passerer togene hin-
anden, hvor de stiplede linjer krydser hinanden, dvs. til tidspunktet Si3 pa
graensen mellem My og Ms. Her er det altsa ngdvendigt med et vigespor.

Ligeledes antages, at alle vigespor har kapacitet til et vilkarligt antal tog, og
at togene kan forlade vigesporet uathaengigt af den raekkefglge, hvori de er
ankommet. Desuden regnes ikke med tid til rangering mv. i forbindelse med
passage; ej heller regnes med tid til standsning ved stationer i forbindelse
med passagerers af- og pastigning eller med af- og palaesning af gods. Dette
antyder, at modellen er mest relevant ved jernbaner, hvor straekningerne

2De rette linjer antyder, at toget bevaeger sig med konstant hastighed. Dette er dog
ikke en forudsaetning, idet vi alene betragter linjens endepunkter.
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er store og tidsforbruget i forbindelse med rangering mv. er lille sammen-
lignet med selve transporttiden. En del af litteraturen beskaeftiger sig med
toglinjer pa tvaers af Australien, og i tilfaelde som dette méa denne antagelse
siges at veere realistisk.

Som neevnt i afsnit 2.1.2 omtales i [17] et mere generelt problem, end de
rapporterede testkgrsler formar af afdeekke. Det problem, der rent faktisk
kommer til udtryk i de rapporterede kgrsler, ligner dog meget det, der
betragtes i denne rapport. Sammenligning af de opnéaede lgsningsveerdier
viser dog, at der er forskel. Praecis hvori denne forskel ligger, er uklart.
Dette vil omtalt naermere i afsnit 6.10.

4.3 Seerlige egenskaber ved STRS

Med baggrund i STRS’ fysiske fortolkning, har problemet sammenlignet
med generel JSS nogle serlige egenskaber, som maske kan udnyttes ved
lgsning.

Alle tog bevaeger sig mellem jernbanestraekningens to endestationer, enten
i den ene eller den anden retning, dvs. at togets retning kan repraesenteres
vha. en binzr konstant. Hvert job benytter sidledes maskinerne enten i
reekkefglgen My, Ms, ..., M, eller M,,, M,,_1, ..., M;. Heraf fglger blandt
andet, at hvis to tog kerer i hver sin retning, da skal togene ngdvendigvis
passere hinanden pa et eller andet tidspunkt. Hvis de derimod kgrer samme
vej, svarer en passage til en overhaling, hvilket er en mulighed men ikke en
ngdvendighed.

Specialtilfeeldet, hvor alle tog kgrer i samme retning, kaldes flow-shop-ske-
dulering. Der findes en del litteratur om denne type problemer, og generelt
vil de formentlig kunne lgses hurtigere vha. specialiserede algoritmer end
ved generelle JSS-metoder. STRS bestar i flow-shop-varianten ikke af at
bestemme, hvor modkgrende tog skal passere hinanden, men i stedet hvor
tog skal overhale hinanden.

I praksis vil man formodentlig ofte opleve, at den tid, det tager et givet
tog at passere et sporsegment, dvs. behandlingstiden p;;, er nogenlunde
proportional med segmentets leengde. Hvis dette er konsekvent, vil man
kunne repraesentere et togs hastighed som en konstant. Et eksempel er vist
i figur 4.1, hvor py; > py; for alle 015,00 pd samme maskine. Her vil man
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generelt kunne sige, at Jo er hurtigere end J;. Pa baggrund af dette vil
man muligvis kunne opstille nogle regler, eksempelvis for hvornar hurtige
tog skal have lov til at overhale langsomme.

Disse egenskaber har vaeret overvejet i forbindelse med dette projekt, uden
det dog har fort til nogen anvendelige resultater. De anvendte metoder til
lgsning af STRS kan saledes uden videre anvendes til lgsning af generelle
JSS-problemer.
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Kapitel 5

Lgsningsmetoder

I dette kapitel gennemgas forskellige metoder til lgsning af JSS. Fgrst om-
tales lgsning til optimalitet vha. branch-and-bound, og dernaest omtales en
heuristik.

I forbindelse med branch-and-bound gennemgas i afsnit 5.1 to branching-
strategier: kronologisk konfliktlgsning og kantindsaettelse. I afsnit 5.2, in-
troduceres et dominanskriterium, der kan bruges til at beskeere sggetreeet.
Dernaest omtales i afsnit 5.3 funktioner til beregning af bounds for objekt-
funktionsveerdien, herunder en ny metode for TWT.

T afsnit 5.4 gennemgas heuristikken shifting bottleneck, og slutteligt neevnes
i afsnit 5.5 en made at foretage lokalsggning pa.

5.1 Branching

Ved lgsning af JSS vha. branch-and-bound tager man som regel udgangs-
punkt i den initielle Igsning, hvortil der tilfgjes kanter, indtil lgsningen er
brugbar.

Hver gang der indsattes en kant, bestemmes rakkefglgen af de to involve-
rede operationer. Disse to operationer kan udvaelges pa mange mader, hvil-
ket giver anledning til en raekke forskellige branching-strategier. I det fgl-
gende vil to forskellige blive gennemgaet: kronologisk konfliktlgsning samt
kantindsaettelse.
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5.1.1 Kronologisk konfliktlgsning

Hvis en ikke-brugbar lgsning angiver, at to eller flere operationer skal ud-
fgres pa samme maskine samtidig, tales der som naevnt i afsnit 3.2 om en
konflikt.

Konflikter kan lgses ved at bestemme en raekkefglge af de involverede opera-
tioner. Herved udskydes alle konflikter pa naer den fgrste i denne rackkefglge.

Lgsning af en konflikt har derved kun konsekvenser for operationer, der
forekommer senere i den midlertidige lgsning. Ved iterativt at lgse den
tidligste konflikt ordnet efter starttidspunktet for den fgrste involverede
konflikt vil man saledes “fastfryse” planen fremad, indtil alle konflikter er
lgst, dvs. at lgsningen er brugbar.

Denne procedure er beskrevet i algoritme 5.1. Bemaerk at ikke alle dele
af den benyttede algoritme er vist her men blot antydet vha. tre prikker.
(vrige relevante dele vil blive introduceret senere i dette kapitel.

GETEARLIESTCONFLICT returnerer den tidligste konflikt mht. det tidligste
starttidspunkt for de involverede operationer. Der returneres et par af to
operationer, eller NIL hvis ikke der er flere konflikter. Selvom en konflikt
omfatter mere end to operationer, er det tilstraekkeligt blot at udvaelge to ad
gangen, idet alle rackkefglger af de involverede operationer alligevel vil blive
undersggt i lgbet af nogle iterationer af branch-and-bound-proceduren.

Er der ikke flere konflikter (linje 2), er lgsningen brugbar. Hvis den i givet
fald er bedre end den hidtil bedste FEpest, gemmer vi den og den deraf
fplgende gvre graense for objektfunktionsvaerdien UB (linje 3-6). Under alle
omstaendigheder returneres den aktuelle lgsning for at indikere, at dette er
den bedste lgsning fundet i den aktuelle branch E.

Hvis der derimod findes en konflikt (linje 8), brancher vi pa rakkefglgen
af de involverede operationer o;;, ox;. Dette sker ved at opdele den aktuelle
lgsning i to branches, der bestar af den aktuelle Igsning tilfgjet én af kan-
terne o;; — o eller og; — 055 (linje 11), hvilket angiver, at konflikten lgses
ved at lave o;; afvikle for hhv. efter oy.

Det undersgges, om den nedre granse for objektfunktionsvaerdien efter ind-
sattelse af kanten stadig er mindre end den hidtil bedste lgsningsvaerdi
(linje 15; LOWERBOUND vil blive introduceret i afsnit 5.3). Er dette til-
feeldet, kaldes BRANCHANDBOUND rekursivt — alternativt forkastes den
aktuelle dellpsning F’.
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BRANCHANDBOUND(E)
1 ¢+« GETEARLIESTCONFLICT(E)
2 if ¢ = NIL then

3 if O(E) < UB then
4 Epest — FE
5 UB «— O(Epest)
6 end if
7 return £
8 else
9 .
10 (04, 011) < ¢
11 BH{EUOZ']'HOM,EUOMHOM}
12 FEpin < NIL
13 for each E' € B do
14 .
15 if LOWERBOUND(E') < UB then
16 E, — BRANCHANDBOUND(E')
17 if O(Ey) < O(Epin) then
19 end if
20 end if
21 loop
22 .
23 return F,,;,
24 end if

Algoritme 5.1: Branch-and-bound vha. kronologisk konfliktlgsning.
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Til sidst returneres den aktuelle bedste lgsning af den aktuelle branch E,,,;,,
hvilket vil blive benyttet i forbindelse med en dominanskriteriet, der om-
tales i afsnit 5.2. T denne forbindelse defineres O(NIL) = oo (benyttes ved
forste eksekvering af linje 17).

Korrekthed

Denne lgsningsmetode vil altid finde den optimale lgsning. Dette er maske
ikke umiddelbart indlysende, sa her fglger et argument.

Betragt to pa hinanden fglgende operationer o;5, 01 pa samme maskine
til det tidspunkt, hvor alle tidligere konflikter er lgst. Hvis operationerne
overlapper hinanden, da brancher vi og undersgger bade situationen, hvor
0;; kommer fgr oy, og vice versa. Hvis operationerne derimod ikke overlap-
per, da er raekkefglgen umiddelbart givet. Lad os sige, at 0;; kommer fgr
okt Spgrgsmalet er nu, om det aldrig vil give en bedre lgsning at lade o0;;
komme efter o;.

oj | | om

ij Si(+1) S Th(E+1)

Okl 0ij

Tig Tkl TE(14+1) Ti(j41)
Figur 5.1: De to mulige raekkefglger af 0;; og o

Svaret er nej. Pa figur 5.1 vises de to mulige raekkefglger. r;; og ry; angiver,
hvornar operationerne tidligst kan begynde under hensyntagen til tidligere
planlagte operationer. r;(; ;1) 0g r41) angiver, hvornar de efterfslgende
operationer pa de respektive jobs kan pabegyndes. Det ses, at veerdien
af rp41) er den samme i de to situationer, mens r;(;y1) er stgrre i den
situation, hvor o;; kommer efter oy;. Vaelger man at lade o;; afvikle fgrst,
da vil man kunne opnéd samme situation som hvis oy; blev afvikles fgrst,
nemlig ved at lade o;; afvikle og derefter vente til tidspunktet 7441y + pij
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med at afvikle 0;;41). I den beskrevne situation vil det siledes aldrig give
en bedre lgsning at lade oy; afvikle forst.

Bemeaerk, at o;; ikke konflikter med andre operationer, og saledes ikke vil
drage fordel af at blive afviklet senere end ellers for at undga en evt. konflikt.
Dette ville nemlig veere i modstrid med, at vi lgser konflikter i kronologisk
reekkefglge, og at vi p.t. betragter operationerne o;; og oy;.

Dispatch-regler

Dispatch-regler er heuristikker, der ved at betragte en given konflikt helt
lokalt lgser konflikten ud fra en simpel regel. Disse kan dels bruges i for-
bindelse med ren heuristisk lgsning, men de kan ogsa anvendes til at guide
en dybde-forst-branch-and-bound-sggning.

I algoritme 5.1 linje 13 bruges en dispatch-regel til at bestemme den raek-
kefplge, hvori de to branches undersgges. Hvis man vealger den branch med
den bedste lgsning fgrst, og denne giver anledning til en ny gvre graense,
da vil den anden branch hurtigere kunne blive beskaret.

Dispatch-regler benyttes ogsa i lokalsggningen omtalt i afsnit 5.5. Nabolaget
her omfatter nemlig ikke-brugbare lgsninger, der typisk kun indeholder fa
konflikter. Dispatch-reglerne bruges her som en hurtig metode til at danne
en brugbar lgsning pa baggrund af disse lgsninger.

Her folger en beskrivelse af et udvalg af dispatch-regler til lgsning af konflik-
ter mellem to operationer, o;; og oy;. Reglerne angiver et prioritetsindeks
for den ene operation o;;; indekset for den anden operation er givet symme-
trisk. Den operation med laveste prioritetsindeks vaelges til at blive afviklet
forst.

Reglerne omtales med forskellige betegnelser rundt omkring i litteraturen.
Navngivningen her er derfor ikke udtryk for nogen sarlig tradition pa om-
radet.

Mindste ventetid (MV): C;; — Su
Der veelges den lgsning, der fgrer til korteste ventetid ved denne ma-
skine, dvs. tid hvor det ene job venter pa det andet'. Hvis o;; afvikles

!Denne regel er anvendt i [17], hvor den dog betegnes “shortest processing time”.
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forst, vil den afsluttes til tiden Cj;, hvorefter oy; sa kan pabegyndes.
o har veeret klar siden Sy, dvs. ventetiden bliver Cy; — Si;.
Mindste vaegtede ventetid (MVV): w; (Cy; — Ski)
Veaegtet udgave af MVV.
Mindste makespan (MM): S;; + pij + pri + G
Operationen der resulterer i den mindste nedre graense for makespan
baseret pa det aktuelle hoved S;; og hale g; (denne graense forklares
naermere i afsnit 5.1.2).
Fgrst-til-mglle (FTM): S;;
Operationen, der fgrst er klar til behandling pa den givne maskine,
afvikles forst.
Mindste behandlingstid (MB): p;;
Operationen med den korteste behandlingstid afvikles fgrst.

5.1.2 Kantindsaettelse

Ved at betragte to operationer pa samme maskine i en given dellgsning
kan man ved hjelp af en simpel beregning bestemme en nedre graense for
objektfunktionsveerdien, hvis der blev indsat en kant mellem dem i hhv.
den ene eller den anden retning. Hvis netop en kant i netop én af de to
retninger medfgrer en nedre graense, der er stgrre eller lig den hidtil bedste
objektfunktionsvaerdi, da kan kanten i den modsatte retning indsaettes.

Resulterer indsaettelse af sével den ene som den anden kant i en stgrre
objektfunktionsveerdi, kan den aktuelle lgsning forkastes, idet den vil have
en ringere lgsning, uanset hvilken rackkefglge de to operationer afvikles i.

Den nedre greense LB;; for makespan i en Igsning, hvor der indseettes en
kant 0;; — op er

LBij = Sij+pij+pu+ qu

Dette er illustreret i figur 5.2. Heraf fremgar, at Omakespan > LB;j, idet
makespan som naevnt i afsnit 3.5.3 udger leengden af den leengste vej mellem
kilde- og aflgbsknuderne, L(S,V). LBy, er defineret symmetrisk.

Ved TWT benyttes S;; + pij + pri + qil som nedre graense for afslutnings-
tidspunktet C, for jobbet J, efter indsaettelse af kanten o;; — oy;. Dette
fgrer til fplgende nedre graense for objektfunktionsveerdien:

LBij =Y wy(Sij +pij + pia + afy — dg)*
JoeT
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gkl

Figur 5.2: Illustration af LB;; ved makespan.

Lad nu UB betegne objektfunktionsvaerdien af den hidtil bedste lgsning.
Hvis bade LB;; > UB og LBy, > UB, da vil den aktuelle dellgsning ikke
kunne resultere i en bedre lgsning end den hidtil bedste, og sogetraeet kan
beskaeres.

Hvis LB;; < UB og LBy > UB, da vil en lgsning indeholdende kanten
or1 — 045 ikke resultere i en bedre lgsning end den hidtil bedste. Vi kan
saledes ngjes med at betragte den del af sggetracet under den aktuelle del-
lgsning, hvor o;; kommer fgr oy, dvs. vi kan indseette kanten o0;; — og;.

For hver maskine betragtes alle par af operationer, hvis rakkefglge ikke
allerede er afgjort, dvs. hvor der ikke findes en vej 0;; ~ o eller o ~ 0.
Hvor det er muligt, indsattes en kant jvf. ovenstaende. Denne procedure
gentages, sa lenge der kan indsattes nye kanter.

Metoden kan anvendes ved kronologisk konfliktlgsning, umiddelbart efter
der er indsat en kant (linje 14 i algoritme 5.1). Dels lgses potentielle kon-
flikter, fgr de nas kronologisk, og dels indsattes ekstra kanter, hvilket kan
udnyttes til at beregne en bedre nedre greense (graenseberegning er omtalt
i afsnit 5.3). Begge dele fgrer til en beskaering af spgetraeet. Ligeledes kan
den benyttes i forbindelse med shifting bottleneck, som er omtalt i afsnit
5.4.

Metoden kan dog ogsa indtage en mere aktiv rolle i forbindelse med bran-
ching, hvilket vil blive omtalt i naeste afsnit.

5.1.3 Branching ved kantindsaettelse

I det fglgende beskrives en anden branching-strategi end kronologisk kon-
fliktlgsning. Metoden, der er beskrevet i [4], tager udgangspunkt i kantind-
sattelse som omtalt i sidste afsnit.

Ligesom ved kronologisk konfliktlgsning branches der her ved at tilfgje en
kant i hhv. den ene og den anden retning mellem to operationer. Mens
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det ved kronologisk konfliktlgsning er operationerne involveret i den fgrste
konflikt, er det her det par af operationer, der vil resultere i stgrste stigning
i den nedre graense for objektfunktionsveerdien.

Metoden tager som nzevnt udgangspunkt i kantindsattelse. Alle par af ope-
rationer pa hver maskine undersgges, og der indsattes om muligt kanter
imellem dem. Hver gang der mgdes et par af operationer, hvor savel LB;;
som LBj; er mindre end UB, da registreres de to operationer som kandida-
ter til branching, dvs. at den aktuelle lgsning kan blive opdelt i to branches,
hvor der er indsat en kant hhv. 0;; — oy, 0g ox1 — 0y5.

Alle kandiderende par 0;;, 0y i den aktuelle dellgsning skal ordnes fgr eller
siden, inden en brugbar lgsning nas, og derfor udger den storste veerdi af
min(LB,;, LBy) en nedre graense for objektfunktionsveerdien den aktuelle
dellgsningen. Vi vaelger derfor at branche pa det par med den stgrste vaerdi
heraf. I tilfeelde af lighed veelges det med storst veerdi af max(LB;j, LBy).

Algoritme

Proceduren er beskrevet i algoritme 5.2. Der benyttes en abenliste af dellgs-
ninger R, der til at starte med kun indeholder den lgsning, som operationen
kaldes med, typisk den initielle lgsning @ (linje 1).

Sa leenge der er flere lgsninger i abenlisten, udveelger vi den med den laveste
nedre graense (linje 3). Hvis denne lgsning har en hgjere nedre graense end
den hidtil bedste lgsning (repraesenteret ved den gvre greense UB), vil det
samme galde for alle resterende abne lgsninger, og der er dermed ikke hab
om at finde en bedre lgsning, hvorfor algoritmen terminerer (linje 6).

I praksis vil det altid veere her, algoritmen terminerer, og ikke fordi R er tom
(linje 2) — udover i det teoretiske tilfzelde, hvor LOWERBOUND-funktionen
er sa ringe, at den ikke for nogen betragtet dellgsning har angivet en nedre
greense, der er stgrre end lgsningsveerdien af den bedste 1gsning.

Vi betragter nu hvert par af operationer o;;, 0 pa samme maskine (linje
13-28), hvis rackkefolge ikke allerede er bestemt (linje 14). Vi beregner den
nedre graense for objektfunktionsvaerdien af de to potentielle branches, der
bestar af den aktuelle lgsning tilfgrt en orienteret kant mellem o0;; og o
(linje 16-17).

Denne beregning sker ved rent faktisk at tilfgje kanten og sa benytte bound-
funktionen omtalt i afsnit 5.3. Dette giver en potentielt bedre graense pa
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BRANCHANDBOUND(E)
1 R—{E}
2 while R # () do
3 E argminEeR(LOWERBOUND(E))
4 R— R\ {E'}
5 if LOWERBOUND(E’) > UB then
6 return
7 end if
8 Ejqst < NIL
9 while FE' # Ej,4 do
10 Epgst — E
11 C—10
12 b «— TRUE
13 for each M, € M, 0;;,01 € Mp,0;; # oy do
14 if —\(Oij ~op € BV 0jj ~* Okl € E') then
15 b «— FALSE
16 LB;;j <« LOWERBOUND(E' U {0;; — ok })
17 LBy, — LOoWERBOUND(E' U {or; — 055})
19 goto 2
20 else if LB;; > UB then
21 E — E' Uoy — 0ij
22 else if LBy, > UB then
23 E «— E'U 05 — Okl
24 else
25 CHCU{(Oij,Okl)}
26 end if
27 end if
28 loop
29 if b then
30 .
31 end if
32 loop
33 (0ij,0r1) < SELECTCANDIDATE(DB)
34 R— RU{E' U{0ij — o}, E' U{om — 0i;}}
35 loop

Algoritme 5.2: Branch-and-bound ved kantindsaettelse.
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bekostning af en stgrre beregningstid, men principielt er det det samme der
sker som ved beregning af den simple nedre graense ved kantindsaettelse.
Ligeledes indsaettes kanter ved samme kriterier som ved kantindsaettelse
(linje 20-23). Hvis begge kanter resulterer i en lavere objektfunktionsvaerdi,
gemmes kanterne som naevnt som kandidater til branching (linje 25).

Nar der findes en vej mellem alle par af operationer pa samme maskine
(b = TRUE i linje 29), da er lgsningen brugbar. Det undersgges om den er
bedre end den hidtil bedste og gemmes i givet fald (de tre prikker i linje 30
— svarer til linje 3-6 i algoritme 5.1).

Endelig udvealges de par af kanter, der skal branches pa vha. ovennaevnte
kriterium (linje 33), og de to nye dellgsninger tilfgjes abenlisten (linje 34).

5.2 Dominans

Branch-and-bound-algoritmen bevaeger sig rundt i sggetraeet, sa hver del-
lgsning besgges hgjst én gang. Dog sker det, at to dellgsninger fra forskellige
knuder i spgetraeet ligner hinanden i en sadan grad, at viden om den ene
kan udnyttes, nar den anden nas.

Denne egenskab kaldes dominans [15]. I dette afsnit omtales et nyt sakaldt
dominanskriterium, dvs. en made at udnytte disse ligheder pa.

Nar vi lgser kronologisk, bestemmer vi som fgr naevnt operationernes start-
tidspunkt i kronologisk orden. I en given knude i sggetraeet kan vi saledes
opdele den aktuelle lgsning i tre dele: en fortid, en nutid og en fremtid?.

“-tid” refererer her til forlgbet af lgsningsprocessen mellem branch-and-
bound-sggetraeets rod og et blad, og saledes ikke til tidspunkter i selve
lgsningen. Ved kronologisk konfliktlgsning er der dog en vis proportionali-
tet de to begreber imellem, forstaet pa den made, at tidspunktet for den
tidligste konflikt stiger pa vejen fra rod til blad i sggetraet.

Princippet er, at hvis to branches har en identisk nutid, da vil deres fremtid
ogsa vare ens. Operationer i fortiden bidrager til objektfunktionsvaerdien
og saledes ogsa til bounding af den aktuelle lgsning, men deres indbyrdes

2Disse betegnelser opfundet til lejligheden og saledes ikke udtryk for nogen almen
terminologi pd omradet.
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raekkefglge har ikke indflydelse pa den videre lgsning. Derfor vil den opti-
male lgsning af hver af de to branches veere identisk mht. operationerne i
fremtiden.

I det fglgende vil vi opstille en funktion @ for fortidens bidrag til objekt-
funktionsveerdien. Givet to dellgsninger med samme nutid, Ey, E5. Hvis
Q(Ey) > Q(E3), da vil samme relation geelde for den samlede objektfunk-
tionsveerdi, dvs. O(E1) > O(FE3). Man siger, at dellgsningen F; domineres
af Fs, og F; kan saledes beskaeres fra sggetraeet.

Dette vil blive praeciseret i det fglgende. Fgrst definerer vi nutiden, og
derefter opstiller vi funktionen Q.

5.2.1 Definition af nutid

Antag at vi 1 en knude i sggetraeet netop har fundet den tidligste konflikt
(0ij,0k1)- Lad t = min(S;;, Ski). Nutiden N’ = (P, D, F) defineres nu som
folger:

P : maengden af operationer, der er afsluttet til tiden t, dvs. C;; <t 3

D : Cj;—t for operationer, der er under afvikling til tiden ¢, dvs. for hvilke
det geelder, at S;; <t < Cjj

F : kanterne i grafen o0;; — oy, for hvilke det geelder, at Cy; > ¢

Hvis objektfunktionen er TWT, og d; > t for noget job, da indgar ¢ tillige
i nutiden, dvs. N = (P, D, F,t).

Fortid og fremtid kraever ingen praecis definition men udggr groft sagt vejen
fra hhv. sggetraeets rod til den aktuelle lgsning og fra den aktuelle lgsning
til et blad.

Disse definitioner har den egenskab, at starttidspunktet for operationer i
fortiden ligger fast. Det er nemlig kun operationer, der p.t. er — eller senere
i lgsningsprocessen bliver — involveret i en konflikt, hvis starttidspunkt
kan @ndres. Og den tidligste konflikt involverer jo netop operationer med
Si; > t, jvf. definitionen af ¢.

3Da den indbyrdes raekkefglge af operationerne pa hvert job er givet, er det tilstraek-
keligt blot at betragte den sidste operation — om nogen — pa hvert job, der opfylder
betingelsen.
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Definitionerne har ogsa den egenskab, at to lgsninger med fzelles nutid vil
have samme lgsning, evt. bortset fra objektfunktionsveerdien, der ved TWT
ogsa athaenger af fortiden og af ¢. Dette kan indses ved at betragte tilsva-
rende problemer, hvor alle operationer i P er fjernet sammen med eventu-
elle tilhgrende kanter i grafen, men hvor starttidspunkterne for den fgrste
tilbagevaerende operation pa hvert job bevares som en nedre granse for ope-
rationens starttidspunkt. De to problemer vil da veere identiske og saledes
have samme lgsning, bortset fra fortidens bidrag til objektfunktionen.

5.2.2 Beregning af objektfunktion

Vi omskriver nu makespan af en lgsning:

Omakespan (E) = ?2‘57((01)
= el e (@)
= max (C;)
Ji€eJ\P
= t+ J}gg}\cp(ci —t)

Her geaelder det altsa, at to lgsninger med samme nutid adskiller sig ved

Qmakespan (E) =t (51)

For TWT er det en anelse mere kompliceret:

Orwr(E) = Z w;T;
Ji €T
= Z w; Ty + Z w;T;
J;EP Ji€T\P
= Z w; T + Z w;t + Z wi(Ti_t)
J;EP J;€T\P J;,€T\P

For to lgsninger med samme nutid vil sidste sumtegn give samme resultat.
Jvf. definitionen af D er C; —t i de to lgsninger nemlig ens, og da enten
t er indeholdt i nutiden og dermed ens for de to lgsninger, eller d; < ¢ for
alle jobs og dermed d; < C;, da er ogsa T; — t ens.
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For to lgsninger med samme fortid vil objektfunktionsvaerdien saledes kun
adskille sig ved de to forste sumtegn. Denne stgrrelse betegnes Qrwr:

Qrwr(E) = Z w;T; + Z w;t (5.2)

J;eP Ji€T\P

Betragt nu to dellgsninger F, E> med identisk nutid og saledes ogsa samme
fremtid. Hvis den optimale lgsning af E; har objektfunktionsveerdien O(Ey),
da vil den optimale lgsning af E, give objektfunktionsveerdien

O(Ez) = O(E1) — Q(E1) + Q(E?) (5.3)

Dette gaelder for bade makespan og TWT.

Vi kan saledes ikke blot bruge @ som dominanskriterium til at beskaere
sggetraeet, men vi kan ogsa bruge den til at beregne den optimale lgsnings-
vaerdi for en dellgsning, uden eksplicit at lgse den.

5.2.3 Eksempel

Figur 5.3 viser to dellgsninger med samme nutid. I dette eksempel er o;;
tilknyttet maskine Mj, dvs. jobbene benytter maskinerne i samme reek-
kefplge. Deadline for jobbene er det tidligst mulige afslutningstidspunkt,
d; = pij, og vaegtene w; er 1 for alle jobs.

Bortset fra o011, 012, 013 0g 021 er starttidspunkterne for operationerne de
samme i de to lgsninger. Seerlig kan naevnes, at S3;3 = p11 + po1 1 begge
tilfzelde. Pilene pa figuren svarer til kanter i grafrepraesentationen, dog er
kanterne mellem operation pa samme job ikke angivet, idet disse kan ses
direkte ved at laese hver vandret raekke fra venstre mod hgjre.

Tidligste konflikt i begge lgsninger er mellem operationerne o029 0g 042, 0g
tidspunktet for denne er ¢; = min(Saz2, S42). Nutiden er siledes beskrevet
ved folgende fire stgrrelser, jvf. ovenstaende definition.

P : {o11,012,013,021, 031,032}
D . {(041 . C41 — tg)}
F: {023 — 033}
Ser man bort fra operationerne P, hvis starttidspunkter ikke vil kunne

@ndres i denne branch, ses det, at de to problemer er ens, og at de saledes
vil have samme lgsning.
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J1
Jo
J3

J4

Ji
J2
J3

J4

011 012 ‘ 013 ‘
021 022 ‘ 023
Y
031 032 033
041 : ‘ 042 ‘ 043 ‘
ty ta
(a)
011 012 ‘ 013 ‘
021 022 ‘ 023
Y
031 032 033
041 ‘ 042 ‘ 043 ‘
t1 ta

(b)

Figur 5.3: To dellgsninger med samme nutid
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Antag at vi allerede har undersggt lgsningen vist i (a), E,, og nu mgder
lgsningen vist i (b), Ep. Hvis vi lgser for TWT og kender den optimale
lgsning af F,, da vil vi umiddelbart kunne beregne lgsningsveerdien af Ej.

Af figuren ses, at 77 = po1 i Fy, mens 77 = 0 i Ey. Jy er det eneste job,
der afsluttes i fortiden, dvs. at Q(E) = wiT1. Jvi. (5.3) er objektfunk-
tionsveerdien af Ej sdledes O(Ey) = O(E,) — wipe1. Ep dominerer altsa
E,.

Hvis man lgser for makespan, er O(Ep) = O(E,).

5.2.4 Anvendelse i branch-and-bound

Algoritme 5.3 skitserer, hvorledes dette kan udnyttes ved lgsning vha.
branch-and-bound. Algoritmen gaelder for made makespan og TWT.

GETPRESENT returnerer den aktuelle nutid A. knownPresents er en af-
bildning mellem kendte nutider og deres tilhgrende vaerdier. For hver nutid
lagres den tidligere fundne vaerdi af Q(E) samt den bedste lgsning i den pa-
galdende branch, eller NIL hvis der ikke er fundet en lgsning for den givne
nutid, dvs. hvis sggetraeet blev beskaret vha. LOWERBOUND-funktionen,
fgr en brugbar lgsning blev fundet.

Hvis sggningen mgder en allerede kendt nutid A (linje 8), forsgges det at
udnytte dette. Den kendte og den aktuelle vaerdi af ) sammenlignes, og er
den aktuelle ringere end den kendte, beskares det aktuelle spgetrae (linje
11).

Hvis den kendte derimod er lgst mindst lige sa godt som tidligere, og den
kendte situation i gvrigt forte til en brugbar lgsning (linje 12), da kan den
aktuelle objektfunktionsvaerdi umiddelbart beregnes vha. (5.3). Er vaerdi-
erne af ) og dermed objektfunktionsveerdien den samme (linje 13), retur-
neres blot den kendte lgsning (linje 14). Hvis den derimod viser sig at veere
bedre end den hidtil bedste, findes lgsningen svarende til den beregnede
objektfunktionsvaerdi ved at sammenflette fortiden hgrende til den aktuelle
lgsning med fremtiden for den kendte lgsning vha. MERGESOLUTIONS (linje
18).

Hvis Eprey = NIL 08 Q(E) < Qprev, da har proceduren tidligere mgdt den
aktuelle nutid, men sggetraeet blev beskaret, sa der ikke naede at blive fun-
det en brugbar lgsning. Det er dog muligt, at den nye og bedre lgsning af
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BRANCHANDBOUND(E)
1 ¢+« GETEARLIESTCONFLICT(E)
2 if ¢ = NIL then

3 ..
4 else
5 (04, 011) < ¢
6 t «— min(Eij, Ekl)
7 N «— GETPRESENT(E, t)
8 if N € knownPresents then
9 (Qprevs Eprev) < knownPresents|N]
10 if Q(E) > Qprey then
11 return NIL
12 else if £, # NIL then
13 if Q(E) = Qprev then
14 return E,..,
15 else
16 Ocur O(Ep'r'ev) - Qp'r‘ev + Q(E)
17 if Ocyr < O(UB) then
18 Epest < MERGESOLUTIONS(N, E, Epyer))
19 UB — O(FEpest)
20 return Fjp.q
21 end if
22 end if
23 end if
24 end if
25 ... (algoritme 5.1, linje 10-21)
26 knownPresents|N| «— (Q(FE), Emin)
27 return F,,;,
28 end if

Algoritme 5.3: Brug af dominanskriterium ved kronologisk konfliktlgsning.
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fortiden vil fgre til en brugbar lgsning, hvorfor branch-and-bound-sggningen
fortseettes. Dette betyder ganske vist, at en allerede kendt del af sggetraeet
undersgges igen. Alternativet vil dog vaere, at man fgrst sgger videre fra en
given nutid, nar man har lgst fortiden til optimalitet. Herved bliver sgg-
ningen reelt en bredde-fgrst-sggning, hvilket bl.a. har den ulempe, at man
skal lagre et meget stort antal dellgsninger svarende til knuder i branch-
and-bound-sggetracet, hvilket ofte i praksis viser sig at veere umuligt.

Funktionens returvaerdi er den optimale lgsning af den aktuelle dellgsning
(linje 20, samt linje 27 hvis betingelsen i linje 15 i algoritme 5.1 er sand
mindst én gang) eller en lpsning med samme objektfunktionsveerdi (linje 14)
eller NIL (linje 11 og evt. 27), hvis spgetraeet blev beskéret, fgr en brugbar
lpsning blev fundet.

Algoritme 5.3 viser en dybde-forst-spgning men vil let kunne modificeres
til andre sggestrategier. Man skal blot sikre sig, at man fgrst registrerer
information om en given nutid (linje 26), nar hele det underliggende trae er
gennemsggt.

5.2.5 Dominans ved forskellige nutider

Det generelle dominanskriterium ved minimering af en objektfunktion ly-
der, at hvis N(E;) < N(E2) og Qn(E1) > Qn(FE2), daer N(E;) domineret
af N(E>) og behgver saledes ikke at blive betragtet yderligere. N(E) skal
opfattes som en del af lgsningen E, og Qn(F) er et udtryk for denne dels
bidrag til objektfunktionsvaerdien.

Antag at vi betragter to dellgsninger E; og Fs samt en del af hver af
disse, N(E1), N(E3). Dominanskriteriet siger her, at hvis N(F2) omfatter
mindst lige s& meget som N (FE7) og til en mindre omkostning, da er N(E})
domineret af N(FE>), dvs. der findes en optimal lgsning, hvor N(E;) ikke
indgar.

I afsnit 5.2.1 definerede vi et dominanskriterium, hvor N udggres af nutiden
N, og i de folgende afsnit betragtede vi det tilfeelde, hvor to dellgsninger
havde samme nutid, dvs. hvor N; = N,. Vi vil her omtale en anvendelig
ordning < af nutiderne.

Betragt to nutider N(El) = N1 = (Pl,Dl,Fl,tl) og N(Eg) = NQ =
(Py, Do, F3,t2). Det geelder da, at N(F1) < N(FEz), hvis alle fslgende punk-
ter er opfyldt:
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e PDOPR

o for hvert element (0;; : e1) € D1, da findes et element (o0;; : e2) € Do
hvor ez > ey, eller der findes et element (o : e3) € Da, hvor I < j,
dvs. oy er en tidligere operation pa samme job

o F1 CFy

o i1 <t

Med denne definition kan vi foretage yderligere beskeaeringer af sggetraeet
vha. dominans; dog kan vi ikke benytte (5.3) til at beregne objektfunk-
tionsveerdier.

Det er dog ikke ligetil at sammenligne disse vaerdier effektivt. Mens lighed
kan testes ved binger sggning pa en strengrepraesentation af nutiden, er det
ikke trivielt at effektivt sammenligne en given nutid med alle hidtil mgdte
mht. <. Et linesert gennemlgb ma antages at veere meget tidskreevende.
Dette er ikke undersggt nzermere, sa denne rapport benytter sig kun af
dominans ved lighed mellem nutiderne.

5.3 Bounding

I forbindelse med kantindsaettelse omtalte vi i afsnit 5.1.2 en meget simpel
nedre graense objektfunktionsveerdien for hhv. makespan og TWT. Disse
graenser er udmaerkede i forbindelse med kantindsaettelse, idet der her skal
ske mange graenseberegninger — mindst to for hvert par af operationer
pa samme maskine, hvis rackkefglge ikke allerede er fastlagt — men til
bounding af branch-and-bound-sggningen kan vi tillade os at bruge lidt
mere beregningstid mod til gengaeld at fa en taettere graense.

En made at finde en nedre grense for lgsningsveerdien af en given lgsning
er at betragte en delmaengde af problemet og finde en lgsning til dette.
Eksempelvis kan man betragte JSS-problemet bestaende en enkelt eller en
delmangde af maskinerne og s finde en lgsning for dette.

For at beregne en nedre graense for en given dellgsning E, betragter vi iso-
leret operationerne tilknyttet en enkelt maskine. Vi sgger nu at planlaegge
operationerne pa denne maskine saledes, at objektfunktionsvaerdien af E
stiger mindst muligt. Denne beregning af stigningen i objektfunktionsvaer-
dien som fglge af en given lgsning af delproblemet sker uden at sendre E.
Denne procedure foretages for hver enkelt maskine, og den stgrste resulte-
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rende objektfunktionsveerdi udggr en nedre graense for objektfunktionsvaer-
dien af det samlede problem.

Imidlertid er JSS for problemer bestaende af kun én maskine som navnt
i afsnit 3.8 ogsid N'P-hardt. Da nedre graenser skal beregnes mange gange
i forbindelse med lgsning, er lgsningsvaerdien af en enkelt maskine derfor
ikke en hensigtsmaessig nedre graense for det samlede problem.

I stedet relakseres problemet yderligere, saledes at vi nu ogsa tillader, at en
operation ma afbrydes for senere at genoptages. Denne variant kan nemlig
lgses effektivt.

Dette relakserede problem falder ikke ind under definitionen i kapitel 3.
Bl.a. er det ikke tilfeeldet, at en maskine eksklusivt behandler én operation
0;; 1 et interval [S;;;S;; + pi;[. En maskine kan stadig kun behandle én
operation pa et givet tidspunkt, men i stedet for ét interval sker behandlin-
gen af o;; nu i en reekke intervaller [t1;¢1 +pi[U ... U [tr;tr + pr[, hvor
ZZZI Ds = pij. Dette betyder bl.a., at lgsningen ikke umiddelbart kan re-
prasenteres ved en graf som beskrevet i afsnit 3.5.

Den eksakte metode afhaenger af objektfunktionen. Den har dog felles traek
for makespan og TWT. For begge geelder, at planlaegningen sker kronologisk
uden backtracking eller lign. ved et enkelt gennemlgb af operationerne.
Undervejs opdateres variablen ¢, sa den svarer til sluttidspunktet for det
senest planlagte interval.

Der vedligeholdes en mangde af operationer R, der kandiderer til at blive
planlagt til tiden ¢, dvs. operationer hvor S;; < t og som endnu ikke er
faerdighehandlede. Denne maengde kaldes de frigivne operationer.

I det fglgende refererer S;;, Cj; og g;; til hhv. start- og sluttidspunkter
samt hale i den aktuelle lgsning af det oprindelige problem, mens Szfj og
Cj; refererer til veerdierne for den fundne lgsning af det relakserede problem.
Bemsark at pga. ovennaevnte relaksering gaelder det ikke ngdvendigvis, at
Sz{j + pij = C{]
Desuden introduceres variablen /;;, der angiver, hvor meget behandlingstid
der resterer for operationen o;;. Initielt er l;; = p;;, og for hvert interval,
hvor operationen behandles, teelles /;; tilsvarende ned, indtil hele behand-
lingstiden er afviklet, og l;; = 0.
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5.3.1 Makespan

Ved makespan kaldes den lgsning, der resulterer af denne metode, for Jack-
son’s Preemptive Schedule.

Nar en operation afsluttes til tiden C},;, udger C}, + i en nedre graense for
objektfunktionsveerdien. Det betyder, at jo stgrre hale en operation har, jo
tidligere skal den afsluttes for ikke at gge objektfunktionsvaerdien.

Metoden bestar i til hver en tid at behandle den frigivne operation oy fra
R, som har den laengste hale gi;. Herved sikres, at hver afsluttet operation
har sa lille indvirkning pa objektfunktionsveerdien som muligt. R er altsa
en prioritetskg ordnet mht. g;.

Hvis ¢ under behandlingen af oy, passerer starttidspunktet S;; for en ny
operation o0;;, opdateres R til ogsa at indeholde denne operation. Hvis den
tilfgjede operation har laengere hale end oy, da standses afviklingen af oy
og i stedet fortseettes med o;;, indtil denne er feerdigbehandlet, eller indtil
starttidspunktet for en operation med endnu leengere hale passeres.

Eksempel

Betragt et problem bestaende af tre jobs, hvor 011,022,033 € Mp4. Disse
operationer har i den aktuelle Igsning tilknyttet folgende vaerdier:

Sij Dij Qij
011 1 3 4
022 3 2 1
033 5 1 3

Figur 5.4 viser, hvordan Jackson’s Preemptive Schedule ser ud for denne
maskine. De vandrette linjestykker over operationerne angiver operationer-
nes haler. De hgjre endepunkter er C},; + ¢ og udger hver en nedre greense
for objektfunktionsvaerdien af det samlede problem.

Da o017 til at starte med er den eneste frigivne operation, er det saledes ogsa
den frigivne operation med laengst hale, og behandling pabegyndes. Til ti-
den t = 3 frigives 092, men da q11 = 4 > g9 = 1 fortsaettes behandlingen af

4Bemaerk at andet indeks, dvs. j i 0ij, ingen relevans har for dette eksempel.
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q11

433

q22

011 022 033 022
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0 Su Sa2 4  S33 6 9

Figur 5.4: Jackson’s Preemptive Schedule for maskine med tre jobs.

011, indtil 017 er feerdigbehandlet til tiden C7; = 4, hvorefter 022 pabegyn-
des. Nar t = 5 frigives o33, og da denne ogsa har en leengere hale end 099,
afbrydes behandlingen af o095 til fordel for ozs. Sidstnaevnte faerdiggores til
tiden C44 = 6, hvor o092 sa genoptages og feerdiggeres til tiden Ch, = 7.

Sterste veerdi af Cj; + g er 9, hvilket saledes udggr den nedre graense for
det samlede problem baseret pa lgsning af M, med ovennavnte relaksering.
Proceduren foretages for hver maskine M, € M, og den stgrste veerdi udggr
sd metodens bedste bud pa en nedre granse.

Algoritme

Metoden er beskrevet i algoritme 5.4. ¢ er tidspunktet for naeste behandling
af en operation. t,..¢ er det tidligste starttidspunkt for operationer, der
endnu ikke er frigivet (linje 9) — eller oo, hvis alle operationer er frigivet
eller afsluttede (linje 11).

Operationerne planlaegges ved hele tiden at veelge den med den laengste hale
(linje 14), s laenge t < theqre (linje 13). Den valgte operation behandles sa
meget, der kan nas inden tidspunktet t,c.¢, dvs. at t gges, og l; formind-
skes tilsvarende (linje 16-17). Hvis den valgte operation nar at feerdiggores
(linje 18), fjernes den fra meangden af frigivne operationer R, saledes at
R stadig svarer til definitionen i linje 7, og den nedre granse for objekt-
funktionsveerdien af det samlede problem opdateres som beskrevet herover
(linje 20).
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LOWERBOUND(FE)
1 return maxps,cm(SINGLEMACHINELOWERBOUND(M),))

SINGLEMACHINELOWERBOUND (M),)
2 tnext < 0

3 LB+0
4 lij «— Sij N 05 € Mp
5 while ¢, < oo do
6 t— tnea:t
7 R — {Oij : Sij < t,lij > O;Oij S Mp}
8 if HOij € M, Sij > t, then
9 tnext — min(Sij : Sij > t, 05 € Mp)
10 else
11 tnezt — 0
12 end if
13 while ¢t < t,e0: AR # 0 do
14 (k,1) « argmax; ;y(qi; : 0ij € R)
15 At — min(lkl, tnext — t)
16 t—t+ At
17 lkl — lkl — At
18 if Zkl =0 then
19 R — R\ {Okl}’
20 LB — max(LB,t+ q)
21 end if
22 loop
23 loop

24 return LB

Algoritme 5.4: Beregning af nedre graense for makespan vha. Jackson’s Pre-
emptive Schedule.
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Nar ¢ bliver lig t,c.t, eller nar der ikke er flere frigivne operationer, da
springes ud af den indre while-lgkke (linje 13-22), saledes at den eller de
operationer, der nu har S;; = ¢, kan blive tilfgjet R (linje 7).

Kogretid

Dette problem kan lgses til optimalitet i tiden O(nlogn) — hvor n som saed-
vanligt er |M,| — hvis prioritetskgen R repraesenteres som en hob sorteret
mht. ¢;;. Indsaettelse af operationer i R (linje 7) kan saledes ske i O(logn)
pr. indsaettelse, hvilket hgjst sker n gange, og udvelgelse af operationen
med leengst hale (linje 14) kan ske i konstant tid.

Derudover er den dominerende operation en initiel sortering af operatio-
nerne i M, mht. starttidspunkt S;; til brug i linjerne 7 og 9, hvilket kan
ske i tiden O(nlogn).

Den ydre while-lpkke (linje 5-23) gennemlgbes maksimalt n gange, idet
der i hvert gennemlgb tilfgjes en ny operation til R (linje 7).

Den indre while-lgkke (linje 13-22) gennemlgbes i alt hgjst 2n gange: hvis
Il < tnert — t 1 linje 15, da vil resten af og; blive afviklet, og operationen
vil blive fjernet fra R (linje 19), hvilket hgjst kan ske n gange. Geelder
derimod, at lx; > tpert — t, da bliver ¢ tildelt veerdien t¢,,¢,:, 0g der springes
ud af den indre lgkke, hvilket hgjst kan ske si mange gange, som den indre
lpkke nas, dvs. antallet af gennemlgb af den ydre lgkke.

5.3.2 Total weighted tardiness

I det fplgende foreslas en ny metode til bounding af TWT baseret pa idéen
bag Jackson’s Preemptive Schedule, der er beskrevet i forrige afsnit i for-
bindelse med bounding af makespan.

Et bud pa en nedre graense-beregning for TWT ville veere at kgre metoden
for makespan én gang for hvert job Jj, hvor alle forekomster af ¢;; sa
erstattes af qf] Dette vil dog sjaeldent give en nedre graense, der er bedre
end selve objektfunktionsvaerdien af den aktuelle lgsning.

Forklaringen herpa skal findes i, at qu = —oo for operationer, hvor der ikke
findes en vej 0;; ~ V. Ikke nok med, at disse operationer i givet fald ikke
bidrager til den nedre graense (linje 20 i algoritme 5.4), nar de afsluttes,
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men de vil ogsa pga. deres lille hale altid vige pladsen for andre operationer,
nar der skal udveelges en operation til behandling (linje 14).

Hvis der eksisterer en vej 0;; ~+ Vi, og der samtidig findes en vej op; ~ 055,
hvor oy er operationen fra J; pa samme maskine, da vil denne vej som regel
have indgéet i beregningen af den aktuelle veerdi af S;;°, og séledes vil den
indbyrdes ordning af o0;; og ox; ikke direkte give anledning til yderligere
skaerpelse af den nedre graense.

I stedet benyttes en anden metode: for operation o;; betragtes deadlinen
mht. det job, operationen tilhgrer, dvs. d;;. Nar operationerne planlaegges,
vil et afslutningstidspunkt Cj; sterre end dj; give en direkte forggelse af
objektfunktionen pa w;(Cj; — d;;).

Udover maengden af frigivne operationer R, hvor S;; < t, benyttes ogsa
en delmangde heraf, D, som bestar af de operationer, hvis deadline d;; er
naet, dvs. hvor dﬁj < t.

Vi betragter nu situationen, hvor D # ). Uanset hvilken operation og; vi
veelger at behandle i et tidsrum At, da “skubber” vi samtidig de gvrige
operationer foran os. Da deadline allerede er naet for operationerne i D,
medfgrer behandlingen af og; saledes en forggelse af tardiness pa At for
jobbet tilhgrende hver af de gvrige operationer i D. Objektfunktionsvaerdien
stiger dermed i alt med

0i;€D\{ok: }

Vi gnsker at afvikle operationerne i en sadan raekkefglge, at mindst muligt
vaegt skubbes foran os, og at objektfunktionsvaerdien derved stiger mindst
muligt. Dette opnas ved at behandle operationerne i D i rackkefglge efter
aftagende veerdi af breken w;/l;;.

At denne strategi fgrer til den optimale lgsning, er illustreret i figur 5.5, der
viser en sadan lgsning. Her er den veegt, der skubbes foran, afbildet som
funktion af tiden. Arealet under grafen udger saledes den samlede stigning
i objektfunktionsvaerdien.

5Dette afhaenger af, hvilken metode der benyttes til beregning af S;;. Ved benyttelse
af leengste vej-metoden som omtalt i afsnit 3.7.1 — der er den primaere metode benyttet
i dette projekt — er det tilfaeldet.
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> w;

Ioh

1
Con
Figur 5.5: Optimal lgsning af en maskine.

w; /1;; optreeder som heeldningen af den stiplede linje med modsat fortegn.
Operationerne er planlagt mht. aftagende veerdi af w;/l;;, hvilket er arsa-
gen til kurvens konkave form. Af kurvens form kan konkluderes, at denne
raekkefglge er optimal mht. minimering af stigningen i objektfunktionsvaer-
dien.

Hvis D = @ vil det ikke medfgre en umiddelbar stigning i objektfunk-
tionsveerdien, uanset hvilken operation der veelges. Dog gnsker vi stadig af
skubbe mindst mulig veegt foran os, sa her ordnes operationerne pa samme
made; dog veelges de fra R i stedet for D. Nar en operations deadline passe-
res, vil D ikke laengere vaere tom, og behandlingen af den aktuelle operation
afbrydes. Der fortsaettes herefter med behandling af operationer fra D.

Ved behandling af operationer fra savel D som R galder, at behandlingen
af en operation afbrydes, safremt en operation med stgrre veerdi af w;/l;;
tilfgjes meengden.

Figur 5.6 viser en fortegnet udgave af, hvordan kurven kunne se ud for en
maskine med et stgrre antal operationer. De lodrette spring svarer til, at
deadline passeres for en operation og derved inkluderes i R. Nar D = (),
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har ingen operation overskredet sin deadline, og grafen er derfor flad med
funktionsveerdien 0. Det samme gaelder selvfplgelig, nar R = 0.

> w;

N

Figur 5.6: Fortegnet lgsning af maskine.

Algoritme

Algoritme 5.5 beskriver denne procedure. Der er mange ligheder med meto-
den for makespan (algoritme 5.4), s& denne udgave vil ikke blive beskrevet
i samme detalje.

Blandt forskellene kan naevnes, at operationerne her afvikles i mindre in-
tervaller At end ved makespan. Begge steder afvikles indtil operationen er
feerdigbehandlet, eller starttidspunktet for en ny operation passeres, tyeqpt-
Her er dog en yderligere graense, idet vi ogsa standser behandlingen, hvis
deadline for en frigivet operation nas (linje 22).

Som vaerdi for dﬁj bruges et konstant udtryk for dﬁj i den initielle lgsning,
hvilket giver en god gvre granse for vaerdien med et betydeligt mindre
beregningsarbejde end ved beregning af laengste veje eller lign.:

dﬁj = max(di, Cz) — Zpil
1>j

dvs. den stgrste veerdi af enten jobbets deadline eller jobbets afslutnings-
tidspunkt i den aktuelle lgsning, fratrukket den samlede behandlingstid af
de resterende operationer pa jobbet.

Udvelgelsen af den operation, der skal behandles, sker som naevnt herover
ved at veelge den operation i enten R eller D, for hvilken det gelder, at
w; /1;; er storst (linje 17 og 19).
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5.3 Bounding
LOWERBOUND(FE)
1 AWT a0 = maxys,em(ADDITIONALWEIGHTED TARDINESS(M)))
2 return Orwr(E) + AWT nax
ADDITIONALWEIGHTED TARDINESS (1M),)
3 tnext <0
4 AWT «—0
5 lij — Dij \ 0;5 € Mp
6 while ¢,.,: < oo do
7 t— thext
8 R — {Oij : Sij < t,lij > O;Oij S Mp}
9 if Jo;; € M, S;j >t then
10 tnext — min(SZ-j : Sij > t, 0;5 € Mp)
11 else
12 tnext < OO
13 end if
14 while t <t AR # D do
15 D «— {Oij : d;j < t,Oij S R}
16 if D # () then
17 (k,1) < argmin; ;(w;/l;j : 0;5 € R)
18 else
19 (k,1) « argming; ;) (wi/lij : 0;5 € D)
20 end if
21 if 30;5 € R, d}; >t then
22 dnest <— mm(dzJ : di] > t, 0;5 € R)
23 else
24 Apext < 00
25 end if
26 At — min(lkl, y tnezt — t, dnea:t — t)
27 t—t+ At
28 I < Ly — At
29 if Zkl =0 then
30 R R\ {Okl}’
31 end if
32 AWT — AWT + Zoq,jED\{okl} w; At
33 loop
34 loop
35 return AWT

Algoritme 5.5: Beregning af nedre graense for TWT.
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For hver behandling adderes til AWT den lokale stigning i objektfunktions-
veerdien (linje 32). Til sidst returneres den samlede stigning, som den lagte
plan medfgrer.

Denne procedure foretages for hver maskine (linje 1), og den stgrste af de
beregnede stigninger anvendes som en nedre granse for stigningen.

Kogretid

Som ved makespan sorteres operationerne i M), her initielt mht. S;;.

R er her repraesenteret ved en hob sorteret mht. déj, mens D er reprasen-
teret ved en hob sorteret mht. w;/l;;. Indsaettelse af operationer i R og D
(hhv. linje 8 og linje 15) kan saledes ske i tiden O(logn), mens udvalgelse
af elementer (hhv. linje 15 og linje 19) sker i konstant tid. Til gengeeld sker
udveelgelse af det mindste element mht. w;/l;; fra R (linje 17) i linezer tid

som funktion af |R|.

I lighed med makespan gennemlgbes den ydre while-lgkke (linje 6-34)
maksimalt n gange.

Den indre while-lgkke (linje 14-33) gennemlpbes maksimalt 3n gange: At
antager i linje 26 én af veerdierne t,e.¢, dpese €ller ly;. Antager den sidst-
naevnte veerdi, vil operationen og; blive fjernet fra R (linje 30), hvilket
hgjst kan ske n gange. tyeq¢ er defineret som S;; for en eller anden opera-
tion 0;; € My, dvs. den kan antage hgjst n forskellige vaerdier. Ligeledes
er dpest er defineret som en eller anden dﬁj og kan ogsa hgjst antage n
forskellige veerdier. Da At > 0 vil den samme vaerdi ikke blive brugt ved
bestemmelse af At mere end én gang. Alt i alt vil den indre lgkke altsa
hgjst blive gennemlgbet 3n gange.

Grundet den linezre kgretid af linje 17, er kompleksiteten af metoden i
veerste fald O(n?). Denne linje vil kun blive udfgrt, nar ingen frigivne ope-
rationer har naet deres deadline, dvs. at worst-case-kgretiden primaert vil
komme til udtrykt i problemer med relativt sene deadlines set i forhold til
det tidligste starttidspunkt r; og varigheden af operationerne pa hvert job.
I problemer med tidlige deadlines vil kgretiden naermere sig O(n logn) som
for makespan.

Jo neermere branch-and-bound-sggningen nar pa et blad i spgetraeet, jo flere
kanter vil der veere indsat i grafen, og jo mindre spaend vil der vaere mellem



5.4 Shifting bottleneck 57

Sij og di;. Sa ogsa her vil koretiden narmere sig O(nlogn). Dette er en
heldig egenskab, idet antallet af knuder jo stiger eksponentielt, jo dybere
man nar i sggetraeet.

5.4 Shifting bottleneck

Shifting bottleneck (SB) er en heuristik, der har vist sig at veere effektiv
ved lgsning af JSS med savel makespan som total weighted tardiness som
objektfunktion [1, 20].

Heuristikken kan eksempelvis bruges til hurtigt at finde en god initiel lgs-
ning, hvis objektfunktionsveerdi bruges som undergrense ved lgsning af
problemet til optimalitet.

Princippet i algoritmen er, at man — i lighed med bounding-funktionerne
omtalt i afsnit 5.3 — opdeler problemet i en rakke delproblemer, som sa
lgses ét ad gangen isoleret set, dvs. mht. til veerdierne af S;; og ¢;;, der
atheenger af den aktuelle lgsning af hele problemet. Denne lokale lgsning
kan ske heuristisk eller eksakt.

Hvert delproblem bestar i én maskine. Udvaelgelsen af det naeste delproblem
sker ved for hvert delproblem at finde en lgsning, der minimerer stigningen
i objektfunktionen af det samlede problem. Herefter veaelges det delproblem,
der giver den stgrste stigning, og kanterne i lgsningsgrafen overfgres til det
oprindelige problem.

Dette virker maske ulogisk at veelge den, der giver den stgrste stigning,
men da alle maskiner jo skal lgses for eller siden, kan man lige sa godt lgse
de mest problematiske fgrst som sidst. Faktisk er SB baseret pa antagelsen
af, at den maskine, der giver stgrst stigning i objektfunktionsvaerdien, har
dominerende betydning for strukturen af den samlede lgsning, dvs. at den
udger flaskehalsen og derfor bor lgses forst.

Vi opererer altsa med det oprindelige problem P med en tilhgrende aktuel
dellgsning E, samt for hver maskine M, et delproblem P, og tilhgrende lgs-
ning E,. I det fplgende er alle variable maerket med ’ tilhgrende et specifikt
delproblem.

6Bemazrk at der defineres ét delproblem pr. maskine M, € M, dvs. at alle variable
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Mere preecist er delproblemet P, for maskine M, et job-shop-skedulerings-
problem bestdende udelukkende af operationerne tilknyttet maskine M), i
det oprindelige problem P. Dette problem bestar saledes af lige s mange
jobs J' = {Ji,...,J},}, men kun én maskine M’ = {M,}. Jobbet J/ bestar
kun af operationen o;; € M,. Tidligste starttidspunkt for J; er r; = S,;,
dvs. starttidspunktet i den aktuelle dellgsning FE.

En DPC i E kan reprasenteres som en kant i E, af samme leengde. Dvs.
at findes der en vej 0;; ~ oy i E, hvor 0,5, 01,1 € M, da kan der indseettes
en kant 0;; — o med leengden L(o;;,01) i Ep.

En lgsning af delproblemet P, bestar i en angivelse af rakkefplgen af ope-
rationerne pa den pageldende maskine M,,. Denne Igsning “overfgres” sa
til P ved at tilfgje kanterne i E, til E, dvs. at sette £ til £ U E,. E er
brugbar, nar der er overfgrt en brugbar lgsning af hvert delproblem.

5.4.1 Objektfunktioner for delproblemer

Som sagt gnsker vi at finde det delproblem, hvis lgsning maksimerer den
minimale stigning i objektfunktionsveerdien af P.

Vi opstiller derfor en objektfunktion O’ for P,, der er defineret som en
nedre graense for stigningen i objektfunktionsvaerdien af P ved overfgrsel af
lgsningen af P, til P. Ved at opstille denne funktion er vi fri for at overfgre
lgsningen for at finde stigningen i objektfunktionsvaerdien.

For hver maskine M,, gnsker vi altsa at finde den lgsning E,,, der minimerer
O’ (E,), hvorefter vi udvaelger den, hvor denne vaerdi er stgrst, og overfgrer
lgsningen heraf til E.

argmax| min(O'(E,)) ]
MyeM Ej

Stigningen i objektfunktionsvaerdien af £ atheenger bl.a. af operationernes
deadline d;;. Fgrst nar en operation i en lgsning £, afsluttes senere end d;;,
vil den bidrage til en stigning i O’(E,). Nar lgsningen E, overfgres til E,
vil der tilsvarende ske en stigning i objektfunktionsveerdien af E, O(E).

merket med / knytter sig til delproblemet for en bestemt maskine. For at veere helt
stringent burde disse variable derfor vaere indekseret med p i stedet for /. Dette er dog
undladt af typografiske hensyn, med undtagelse af P, og Ejp.
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Til beregning af hale, som benyttes ved beregning af deadline, benyttes her
leengste vej-metoden som naevnt i afsnit 3.7.1.

Makespan

Det seneste tidspunkt for afslutning af o;; uden at pavirke objektfunktions-
veerdien af E er givet ved (3.9). Det lokale bidrag fra o;; til objektfunktions-
veerdien er saledes (C; —d;;)". Objektfunktionsveerdien kan godt pavirkes
af flere operationer, men i sa fald vil den stgrste pavirkning dominere. Vi
betragter derfor kun det stgrste bidrag, og vores objektfunktion for E,
bliver sa fglgende:

O/ (By) = ma, (C; — diy)* (5.4)

Ved anvendelse af leengste vej-metoden til beregning af halen, er den be-
nyttede gvre greense for operationens deadline givet ved

dij = Omakespan(E) - L(Oij; V) + pij

Total weighted tardiness

Ved anvendelse af total weighted tardiness som objektfunktion for P, vil en
forggelse ATy, af tardiness T} for et job Ji betyde en tilsvarende forggelse
af objektfunktionen multipliceret med veegten wy. Dette giver fglgende ob-
jektfunktion for E:

O'(Ep) = Z w AT
k

ATy kan bestemmes ud fra, hvor meget hvert enkelt operation pavirker
tardiness for jobbet. Bidraget fra o;; til T, er Cj; — dj;. Som ved makespan
betragter vi kun den stgrste forggelse, sa vores nedre graense for AT}, er

1 gk
Jmax (Ciy = di)™

Objektfunktionen for £, bliver saledes

O'(Ey) = Y we max (€1, — dby)* (5.5)
& 3 P
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Analogt med d;; for makespan beregnes dfj vha. det aktuelle tidspunkt for
afvikling af pseudo-operationen hgrende til aflgbsknuden samt den leengste
vej fra operationen til aflgbsknuden. Her tages dog hgjde for, at der evt.
ikke findes en vej 055 ~ V. di—“j er saledes givet ved fplgende:

g = max(C,dr) — L(045, V&) + p;; hvis der findes en vej 0;; ~ Vg
i) 0o i modsat fald

5.4.2 Algoritme

Shifting bottleneck er beskrevet i algoritme 5.6. Algoritmen kaldes forste
gang med parametrene SHIFTINGBOTTLENECK((}, M).

For hver maskine, der endnu ikke er lgst, lgser funktionen SOLVE denne
mbt. objektfunktionen O’ (linje 3). Dette er omtalt naermere i naeste afsnit.

P4 basis af veerdien af denne lgsning udveelges det neaeste delproblem (linje
8), hvis lgsning overfores til det samlede problem (linje 9). Algoritmen
kalder herefter sig selv rekursivt (linje 14), indtil alle delproblemer er lgst
(ndr My = 0 i linje 1) og dermed en brugbar lgsning for det samlede
problem fundet.

Kriteriet for udveelgelse af naeste maskine — nemlig den maskine, hvis
lpsning medfgrer den stgrste stigning i objektfunktionen af det samlede
problem — er heuristisk, dvs. at det er ikke ngdvendigvis vil fore til den
bedste lgsning at vaelge netop den ene maskine, der medfgrer den stgrste
stigning i objektfunktionen.

Derfor udveelges i hvert kald de 8 maskiner, der har den hgjeste veerdi af
O’ (E,) (linje 7), hvor 3 er en konstant, der kan bruges til at styre koretiden.
Herved dannes 3 branches. Der overfgres altsa kun lgsningen for én maskine
pr. niveau, men der undersgges [ forskellige muligheder. For et problem
med 6 maskiner og 8 = 3 vil sggetraeet saledes have 3 x 3 x 3 x 3 x 2 x 1
knuder — de to sidste faktorer er < 3, idet der kun kan vaelges mellem
maskiner, der endnu ikke er lgst, dvs. at der leengst fra sggetraeets rod kun
er én maskine at vaelge imellem.

Selvom 3 sattes til maksimal veerdi, | M|, da vil ikke alle mulige lgsninger
ngdvendigvis blive betragtet. Arsagen hertil er, at vi herved ikke undersg-
ger alle mulige raekkefglger af operationer pa alle maskiner, men kun alle
mulige rakkefglger af maskiner. Hver gang en maskine lgses, planlaegges
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SHIFTINGBOTTLENECK (E, M)
1 if M() 7é @ then

2 for each M, € M, do
3 E, «— SOLVE(M),)
4 loop
5 M1 — Mo
6 b—20
7 while b < SAM; # 0 do
8 q + argmax, (0'(Ep) : M, € My)
9 E, — FEUE,
10 E, «— REOPTIMIZE(E})
11 if LOWERBOUND(E;) > UB then
12 return
13 end if
14 SHIFTINGBOTTLENECK (E71, Mo \ {M,})
15 My = M\ {My}
16 b—b+1
17 loop
18 else
19 if O(E) < UB then
20 Epest — FE
21 UB — O(FEpest)
22 end if
23  end if

Algoritme 5.6: Shifting bottleneck med reoptimering.
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den udelukkende mht. den aktuelle lgsning af det samlede problem, dvs.
uden hensyntagen til endnu ikke planlagte maskiner. Dette kan betyde, at
metoden i ovenneevnte form i visse situationer aldrig vil finde den optimale
lgsning, uanset hvor laenge den far lov at kgre. Ej heller kan det udelukkes,
at den samme dellgsning undersgges flere gange.

5.4.3 Lgsning af delproblemer

Hvert delproblem kan som navnt formuleres som et almindeligt JSS-pro-
blem, der skal lgses mht. de omtalte objektfunktioner. Til det formal kan
man principielt benytte de samme metoder som ved lgsning af generel JSS,
eksempelvis branch-and-bound som beskrevet tidligere i dette kapitel. Da
delproblemet er et ret simpelt specialtilfzelde, findes der dog mere hensigts-
meessige metoder.

Som naevnt i afsnit 3.8 er delproblemet ogsd AP-hardt. Hvor vidt lgsning
skal ske heuristik eller eksakt, afhaenger derfor af delproblemernes storrelse,
dvs. antallet af jobs i det samlede problem. Heuristisk lgsning kan tage
udgangspunkt i dispatch-regler, mens eksakt lgsning kan ske vha. branch-
and-bound.

I dette projekt lgses delproblemerne til optimalitet. Vi benytter metoden
beskrevet i [20]7, hvor operationerne planlaegges kronologisk en ad gan-
gen. Lgsning sker vha. branch-and-bound, der styres af en dispatch-regel.
Spgetracet beskaeres ved hjaelp af selve objektfunktionerne (5.4) og (5.5)

Et alternativ til at betragte hvert delproblem som et selvstendigt pro-
blem er blot at lgse den tilsvarende del af det samlede problem. Eksempel-
vis kan man benytte kronologisk konfliktlgsning som omtalt i afsnit 5.1.1,
hvor funktionen GETEARLIESTCONFLICT i algoritme 5.1 udelukkende fin-
der konflikter pa den aktuelle maskine.

Ved denne lgsningsmetode bruger man saledes ikke objektfunktionerne
nevnt i afsnit 5.4.1 men betragter i stedet blot den faktiske stigning i
objektfunktionsvaerdien af det samlede problem mht. den oprindelige ob-
jektfunktion.

1 [20] er metoden fremstillet som en heuristik, men i resultatafsnittet benyttes pa-
rametre, saledes at delproblemerne lgses til optimalitet, hvilket vi ogsa gor her.
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Dette vil potentielt kunne give en bedre grense, idet den giver den fakti-
ske stigning i objektfunktionen i stedet for blot den nedre greense, der er
udtrykt ved (5.4) og (5.5). Det sker dog pad bekostning af en hgjere be-
regningstid, idet det samlede problem er stgrre og har mere komplicerede
datastrukturer. Denne metode er derfor ikke blevet undersggt naermere.

5.4.4 Reoptimering

Metoden finder en efter en den maskine, der udggr flaskehalsen, og lgser den
til lokal optimalitet. Ved planlaegning af senere maskiner kan det imidlertid
vise sig, at den lgsning, der var optimal mht. fgrst planlagte maskiner, nu
ikke laengere er optimal mht. den aktuelle lgsning af det samlede problem.

Derfor spges efter planleegning af hver maskine at foretage en reoptimering
af de allerede planlagte maskiner (linje 10). Dette sker ved for en maskine
ad gangen at fjerne alle kanter mellem operationer pa maskinen og sa lgse
det tilhgrende delproblem igen. Da det samlede problem har sndret sig,
siden delproblemet blev lgst fgrste gang, er det saledes muligt, at der findes
en bedre lgsning mht. den aktuelle lgsning af det samlede problem. Da
delproblemerne lgses til optimalitet, vil det ikke ske, at den nye lgsning er
ringere end den gamle.

Andre former for reoptimering omfatter at fjerne kanterne for flere maskiner
ad gangen og sa lgse maskinerne igen enkeltvis i en ny raekkefglge.

5.5 Lokalsggning

I [17] benyttedes som naevnt i afsnit 2.1.1 en lokalsggning til at forbedre
lgsningsveerdien, nar branch-and-bound-sggningen havde fundet en brugbar
lgsning. Her fglger en omtale af et anvendeligt nabolag.

Nabolaget findes ved at betragte de kritiske kanter i grafen. En kant o0;; —
oy er kritisk, hvis en forkortelse af dens laengde p;; vil medfgre en mindre
objektfunktionsveerdien®, dvs. at i den aktuelle lgsning er Sy, = Si; + pij,
idet S;;+p;; udger den maksimale veerdi for de indgaende kanter, jvf. (3.8).

8«Forkortelse” skal opfattes hypotetisk, idet kanternes lzengde i JSS generelt er kon-
stant.
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Ved makespan udggres de kritiske kanter af kanterne i den langste vej
gennem grafen fra kildeknuden S til aflgbsknuden V. Ved total weighted
tardiness er de kritiske kanter foreningsmeengden af kanterne i de laengste
veje, der ender i den sidste operation i hvert job, dvs. fra S til hver af aflgbs-
knuderne V;. Som naevnt i afsnit 3.5.3 athaenger objektfunktionsvaerdien af
leengden af netop disse veje.

Nabolaget defineres nu som fplger: givet maengden af kritiske kanter, forsgg
da én kant ad gangen at vende kanten, dvs. at fjerne kanten o;; — o
og tilfpje en kant i den modsatte retning ox; — 0;;. Da kanter mellem to
operationer pad samme job er givet og saledes ikke kan sndres, betragtes
kun kanter mellem operationer tilhgrende forskellige jobs, dvs. k #i.

Resultatet af hver kantvending betragtes som en lgsning i nabolaget. Denne
lgsning indeholder muligvis konflikter.

Det er ikke altid muligt at vende en given kant. Hvis der udover kanten
0ij — oy findes en anden vej fra o;; til oy, da vil indsaettelse af kanten
ori — 0;; resultere i en ugyldig lgsning. Der ses saledes bort fra disse
lgsninger.

For makespan er det endvidere kun relevant at betragte de yderste kanter
i en blok bestaende af tre eller flere sammenhangende kritiske kanter pa
samme maskine. I figur 5.7 er illustreret en situation, hvor den indre kant
ogh — 0;; vendes. Operationerne oy, 0gp, 0i5, 0r; er alle tilknyttet sammen
maskine. De ydre kanter er o,y — 045, 0g 0;; — 01, 0g de skitserede veje S
— 0cf 08 0oy — V angiver resten af den kritiske vej.

Da der er tale om kritiske kanter, er Sy = Sef + Dey + Pgn + pij. Hvis
orienteringen af kanten og, — 0;; vendes, da vil Sy veere udtrykt ved
Set +Def +Dij + Pgh, dvs. den samme sum, hvor leddene blot optraeder i en
anden raekkefglge. Det vil derfor ikke fgre til en bedre objektfunktionsvaerdi
at vende den indre kant.

Det samme argument vil principielt kunne anvendes ved TWT, men for
at en &endring af orienteringen af en indre kant ikke skal pavirke objekt-
funktionsveerdien, kraeves her, at den samme blok af kanter er kritiske mht.
alle jobs J;. Dette vil sjeeldent veere tilfaeldet, hvorfor det ma antages ikke
at vaere umagen veaerd at lede efter disse saertilfaelde. Konsekvensen ved at
vende en indre kant er jo blot en ny lgsning med samme objektfunktions-
veerdi, som derefter forkastes af lokalsggningen.
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Figur 5.7: Andring af orientering af indre kant i kritisk blok.

Ved lokalsggning bevaeger man sig som regel rundt blandt brugbare lgsnin-
ger. Andring af orienteringen af en kant vil som regel introducere konflikter
andre steder i lgsningen. Disse lgses ved en hurtig heuristik, eksempelvis
blot ved at lgse konflikterne kronologisk vha. en dispatch-regel, saledes at
nabolgsningen ogsa bliver brugbar.
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Kapitel 5. Lgsningsmetoder
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Kapitel 6

Resultater

De i kapitel 5 omtalte metoder er implementeret og testet pa en rakke
forskellige testinstanser. I dette afsnit praesenteres resultaterne af testkgr-
slerne, og de enkelte metoder sammenlignes med hinanden samt med tidli-
gere rapporterede resultater fra litteraturen.

Fgrst omtales programmellet, afviklingsmiljget og de benyttede testinstan-
ser. Herefter underspgges de enkelte metoder: kronologisk konfliktlgsning,
herunder dispatch-regler og dominanskriteriet, bounding-funktioner, bran-
ching ved kantindsattelse, lokalsggning, shifting bottleneck samt lgsning
vha. CPLEX. Desuden sammenlignes med resultaterne opnaet i [17].

6.1 Programmel

Programmellet er bygget i Java. Hensigten med projektforlgbet har vaeret
at eksperimentere med en bred vifte af forskellige metoder snarere end
at lave en effektiv implementering af en specifik algoritme. Opbygningen
er saledes relativt modulariseret, saledes at algoritmer, bound-funktioner,
objektfunktioner mv. let kan udskiftes.

Denne modularitet har imidlertid ogsa ulemper. Dels er der valgt data-
strukturer, der kan fungere godt med flere forskellige andre komponenter, i
stedet for datastrukturer, der er tilpasset en bestemt metode. Dels kan det
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ske, at de samme vaerdier beregnes flere gange, fordi komponenter ikke har
mulighed for at interagere og dele resultater. Man ma derfor forvente, at
denne modularitet har en vis negativ indflydelse pa programmets ydelse.

6.2 Afviklingsmiljg

Java-kgrslerne er afviklet pa en Sun Fire 3800 med 8x750 MHz CPU og 8
GB RAM under Solaris 8!. Programmerne er ikke konstrueret med henblik
pa parallelprocessering, men Java-afvikleren kan dog tilsyneladende drage
en smule nytte af flere processorer, antageligt i forbindelse med garbage-
collection. Kgretider er opgivet i ren CPU-tid, dvs. at antallet af processorer
ikke burde have indflydelse pa resultatet.

Java-programmerne er afviklet under Java 2 Runtime, version 1.3.1 for
Solaris fra Sun Microsystems.

Afviklingen er sket under Java HotSpot Server VM (parametren -server
til java). I forhold til standard-VM’en (HotSpot Client VM) er denne
hurtigere pa bekostning af hgjere opstartstid. Ved lengere kgrsler, hvor
opstartstiden har marginal betydning, har dette givet en hastighedsforg-
gelse i omegnen af 50%. I de rapporterede koretider er der kompenseret
for opstartstiden, hvilket dog kun har betydning for kgrsler med meget lille
kgretid.

I hab om en hastighedsforggelse i forhold til afvikling under en virtual ma-
chine er programmerne forsggt kompileret til (platformsaftheengig) maskin-
kode med GCJ2. Dette gav dog ikke anledning til bedre kgretider, hvorfor
denne metode ikke er anvendt yderligere.

Losning vha. CPLEX er foretaget pa en HP J7000 med 4x440Mhz og 4
GB RAM under HP-UX 11i%.

Lsunfire.imm.dtu.dk

2GCJ er en del af GNU Compiler Collection

3serv2.imm.dtu.dk
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6.3 Testinstanser

Der er ved testkgrslerne anvendt to samlinger af instanser: instanser fra
OR-Library [6] samt instanserne benyttet i [17]. Sidstnaevnte er en lettere
bearbejdet version af datasaettet benyttet i Andrew Higgens: “Optimisation
of Train Schedules to Minimise Transit Time and Maximise Reliability” og

vil derfor blive betegnet Higgins-instanser?.

Instanserne fra OR-Library stammer fra forskellige artikler om JSS. Faelles
for dem alle geelder, at alle jobs har tidligste starttidspunkt r; = 0.

Instanserne benaevnt CAR er flow-shop-instanser, jvf. omtalen heraf i afsnit
4.3. Derudover har de behandlingstider p;;, der tilsyneladende er ligeligt
fordelt i intervallet [0;1000], hvilket er noget stgrre end de gvrige instan-
ser, hvor behandlingstiderne typisk fordeler sig i intervallet [0; 100]. Denne
stgrrelsesforskel bgr dog ikke have noget at skulle have sagt mht. lgsnings-
tiden, idet der blot er tale om en skalering, hvilket ikke har betydning for
de benyttede algoritmer.

Higgins-instanserne baserer sig oprindeligt pa autentiske data for tog. Mod-
sat instanserne fra OR-Library er jobbenes tidligste starttidspunkter for-
delt jeevnt over en periode. Fordelingen er relativt tynd, dvs. at der ved
kronologisk konfliktlgsning er relativt fa konflikter, der skal lgses.

De fleste Higgins-instanser er ret smé, og i [17] rapporteres ogsa om kgre-
tider pa < 1 sekund. Derfor er de mindste udeladt ved de fleste kgrsler.

Testinstanserne rummer ikke deadlines d; og vaegte w;, sa for lgsning mht.
TWT skal vi veelge nogle veerdier heraf.

Deadline fastsaettes som i [21]:
di =i + {prijJ
J

hvor f er en konstant, der afggr, hvor “stramme” deadlines skal vaere. Der er
udfert eksperimenter for TWT, hvor f antager vaerdierne 1,3 og 1,6. Disse
vil blive betegnet hhv. TWT(1,3) og TWT(1,6). Desuden er der — som i
[17] — undersggt total tardiness (TT), hvor f = 1.

4Instanserne er venligst stillet til rddighed af Elias Oliveira.
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Problem(er) Antal jobs  Antal maskiner
MTO06 6 6
CAR5 10 6
CARG6 8 9
CAR7 7 7
CARS 8 8

LA01-05 10 )
H20-29 7 )
H40-46 9 5
H50-51 25 7

H60 30 16

Tabel 6.1: Storrelser af de anvendte instanser.

Vaegtene bestemmes vha. en variant af metoden benyttet i [21]. De to forste
jobs tildeles vaegten 4, de to sidste veegten 1, og resten tildeles veegten 2, dvs.
at wy,Ws, W3, ..., Wn_2,Wn_1, W, er hhv. 4,4,2,...,2,1,15. Begrundelsen
er, at man angiveligt i praksis ofte oplever problemer, hvor 2 x 20% af
jobbene har hgj hhv. lav prioritet, mens hovedparten har middel prioritet.
Disse procentsatser passer nogenlunde med den naevnte veegtning ved de
problemstgrrelser, der undersgges her.

Af praktiske hensyn har det vaeret gnskeligt at benytte nogle testinstanser,
der kan lgses inden for rimelig tid. Derfor benyttes “beskarne” udgaver af
nogle af instanserne fra OR-Library. Saledes bestar instansen MT10-8x9 af
de forste 8 jobs fra MT10, hvor operationer pa maskiner ud over de 9 fgrste
er fjernet.

I tabel 6.1 findes en oversigt over stgrrelserne af de anvendte problemin-
stanser malt i antal jobs n og antal maskiner m. Stgrrelserne af de beskarne
probleminstanser folger direkte af navnet og er derfor ikke anfgrt.

5Bemeerk at i [21] behandles generel JSS, dvs. der opereres ikke med nogen raekkefglge
af maskinerne. Her refereres siledes blot til den rackkefplge, hvori maskinerne er naevnt
i datafilen.
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6.4 Generelt om resultater

I det fglgende praesenteres resultaterne af kgrsler af et udvalg af testin-
stanserne. Resultaterne er primaert opgjort i kgretid eller antal knuder i
sggetraeet ved branch-and-bound.

Alle kgretider er opgivet i sekunder. Hvor et resultat mangler og er erstattet
med “-”, skyldes det — medmindre andet er naevnt — at kgrslen ikke blev
afsluttet inden for 10 timer.

Koretider er i tabellerne normalt afrundet til hele sekunder, undertiden
endda til hele hundredetusinder. Ved eventuelle beregnede kolonner bruges
dog den oprindelige maling.

Meget taet pa tidspunktet for aflevering af denne rapport blev der konstate-
ret en implementeringsfejl i bounding-funktionen omtalt i afsnit 5.3.2. Fej-
len betpd, at de beregnede bounds i visse tilfaelde var mindre end vaerdien af
den optimale lgsning af en given dellgsning, og derved blev dele af sggetracet
beskaret pa et forkert grundlag. Fejlen kom til udtryk, nar der var flere ope-
rationer i R, hvis deadline ikke var naet. Den havde saledes stgrst betydning
for problemer med sene deadlines, dvs. primeert TWT(1,6). TWT(1,3) og
TT er ogsa bergrt, men makespan er ikke.

Fejlen blev opdaget sa sent, at kun fa kgrsler kunne na at blive kgrt om.
Stikprgver viste, at kegretid og antal af knuder i sggetracet ved branch-
and-bound generelt er noget hgjere efter fejlrettelsen. Tallenes indbyrdes
stgrrelsesforhold ser dog ud til at vaere det samme, og det geelder saledes
ogsa i vid udstreekning de konklusioner, der bringes i dette kapitel. I seer-
deleshed kan naevnes, at shifting bottleneck ikke ser ud til at give bedre
resultater med den rettede version.

De eneste kgrsler, der er kgrt om efter rettelsen, er testen af bounding-
funktionerne, der omtales i afsnit 6.6. De gvrige prasenterede resultater er
saledes resultatet af kgrsler med den fejlbehaftede version.

6.5 Dispatch-regler

Vi gnsker at veelge en af de i afsnit 5.1.1 omtalte dispatch-regler til at
guide branch-and-bound-sggningen ved kronologisk konfliktlgsning. Til det
formal har vi undersggt antallet af knuder i sggetraeet ved anvendelse af
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forskellige dispatch-regler pa et udvalg af testinstanser. Malet er at veelge
én regel, som vi bruger til senere forsgg med kronologisk konfliktlgsning.

Da alle dispatch-regler er meget simple, antages det, at beregningstiden for
selve dispatch-reglen er uden betydning, hvorfor antallet af besggte knuder
anvendes som mal for reglernes effektivitet.

De betragtede regler er: mindste ventetid (MV), mindste veegtede vente-
tid (MVV), mindste makespan (MM), fgrst-til-mglle (FTM) og mindste
behandlingstid (MB).

Tabel 6.2—-6.5 viser resultatet af kgrslerne for hhv. makespan, TWT(1,3),
TWT(1,6) og TT. De nederste rackker i tabellerne viser, hvor mange gange
hver dispatch-regel har veeret taet pa at resultere i det mindste antal knuder
for et givet problem.

Eksempelvis betyder tallet 15 ud for 110% under MV i tabel 6.2, at i 15 af
de 24 undersggte instanser & antallet af knuder ved brug af MV inden for
110% af det mindste antal knuder for instansen. En af disse instanser er
eksempelvis H50, hvor MV resulterede i 29 knuder. Det mindste antal var
28, som blev opnaet ved FTM. 29 ligger her inden for 28 x 110% = 30,8.

Generelt geelder, at der er stor varians i antallet af knuder. Mens en given
regel ved én instans er mange gange bedre end de andre, sa kan den ved en
anden instans veere mange gange darligere. Ved makespan ligger antallet
af knuder ved brug af de forskellige regler for en given instans dog taettere
end ved TWT og TT.

For makespan resulterer MV flest gange i feerrest knuder, og antallet ligger
generelt relativt teet pa det mindste antal. En bemaerkelsesvaerdig undta-
gelse er dog kegrslen af ABZ9-20x6, som ved MM blev lgst i lgbet af to
minutter, mens de gvrige regler ikke fandt noget resultat i inden for 10
timer. Til gengeeld resulterer brug af MM ved lgsning af CAR6 i over 20
gange sa mange knuder som den nastbedste regel.

Vi vaelger derfor at benytte MV ved kronologisk konfliktlgsning mht. make-
span.

Ved TWT(1,3) klarer MVV i hovedparten af tilfzeldene sig vaesentligt bedre
end de gvrige. MV er naestbedst og kommer sjeeldent langt fra det mindste
antal, men dog heller ikke sa teet pa som MVV. Ved TWT velger vi derfor
at bruge MVV.
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Antal knuder

Problem MV MM FTM MB
H20 290 67 103 362
H50 29 36 28 44
H51 34 36 36 35
H60 61 57 61 57
ABZ5-8x8 6124 4316 4537 10193
ABZ9-20x6 - 78190 - -
CARS5 23-10 5,5-106 3,1-106 2,3-106
CARG6 54699 1640149 79704 50233
CAR7 9528 24226 19635 12270
CARS 97208 88686 73609 103879
LAO1 124 553 1923 542
LA02 44751 36095 19160 129193
LAO3 27957 144364 100396 30267
LA04 9260 8734 9888 12581
LAO5 63 118 69 263
MTO06 121 37 101 153
MT10-6x10 450 454 401 570
MT10-10x8 | 12,6-10° — 13,2-10% 12,8-10°
MT10-8x10 41092 122014 101508 43218
MT10-8x8 38106 36745 122980 32463
MT10-9x9 1,2-106 0,8-106 1,2-106 1,1-106
ORB1-8x8 71705 75227 93670 80191
ORB2-8x8 2289 4218 11036 4057
ORB2-9x9 103362 135904 199925 121009
< 110% 15 9 9 8
< 200% 20 17 16 17
< 500% 23 21 22 21
< 1000% 23 22 22 23

Tabel 6.2: Lgsning af 24 instanser med forskellige dispatch-regler mbht.
makespan.
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Antal knuder

Problem MV MVV MM FTM MB
H20 1098 446 4626 580 4415
H50 77 114 355 28 1696
H51 42 42 1202 52 405
H60 61 61 59 61 537
ABZ5-8x8 97 249 19368 108013 111756 191948
CAR5 51487 43803 1627553 767 859 88236
CARG6 77054 63042 860169 151417 86 698
CAR7 9232 8854 84 488 20420 12219
CARS 2654 5633 49026 11412 10700
LAO1 2,4-10 26-106 6,2-10° 3,9-106  3,2-106
LA02 10,0-106  7,2-10% 10,1-10° 6,2-10° 11,8-10°
LAO3 1,5-106 2,3-10%  3,4-10° 1,6-10°  1,6-10°
LAO4 815333 539774 1418261 1521974 851506
LAO05 10,7-10 10,3-10% 11,3-10° 10,5-10% 12,2-10°
MTO06 177 134 1690 3124 314
MT10-6x10 9573 7408 16 040 18139 8341

MT10-10x8 | 24,0106 30,9-10° ~ 101,3-10° 24,0-10°
MT10-8x10 | 720718 719208 3909826 1963492 687556

MT10-8x8 94 848 90445 419795 304106 73422
MT10-9x9 6,3-10° 54-106 27,1-106 21,4-105 6,4-106
ORB1-8x8 42 350 36413 149170 105718 81034
ORB2-8x8 92 894 70023 297178 244503 108 345
ORB2-9x9 1,8-10% 1,8-10°  4,2-10° 6,7-10  2,0-10°
< 110% 10 17 2 5 4
< 200% 20 21 3 8 14
< 500% 22 23 11 20 18
< 1000% 23 23 15 21 22

Tabel 6.3: Lgsning af 23 instanser med forskellige dispatch-regler mbht.
TWT(1,3).
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Antal knuder
Problem MV MVV MM FTM MB
H20 459 304 466 281 1219
H50 29 34 76 28 225
H51 33 33 108 38 34
H60 61 61 57 61 59
ABZ5-8x8 86 390 1273 11706 18057 140356
CAR5 107817 74973 1945091 939175 141411
CAR6 157554 128063 1856413 464176 157321
CAR7 38219 40408 294216 131839 44678
CARS 27235 40 486 74881 75232 39585
LAO1 785702 315064 6293508 5252795 756914
LA02 57,4-10 52,2-10% 61,4-10° 51,8-10% 67,0108
LAO3 1,9-10 1,9-104 2,6-10° 1,6-10° 1,8-109
LA04 34-104 28.106 35-106 4,6-105 3,8-106
LAO5 10,6-10% 12,8-10 11,7-10% 20,7-10% 11,5-10°
MT06 591 771 924 2559 767
MT10-6x10 76 102 5020 2469 557
MT10-8x10 61 10436 1870370 710206 2866
MT10-8x8 185044 157913 499249 636193 126171
MT10-9x9 | 14,4-10 30,3-10 72,2-10% 25,0-10% 11,4-10°
ORB1-8x8 114579 84714 270047 135658 192625
ORB2-8x8 183211 342909 283378 267165 336455
ORB2-9x9 7,8-10 80-10° 1,1-10° 4,3-106 9,4.10°
< 110% 10 11 3 5 6
< 200% 19 19 9 10 14
< 500% 20 20 14 16 17
< 1000% 21 21 17 17 20

Tabel 6.4: Lgsning af 22 instanser med forskellige dispatch-regler mbht.

TWT(1,6).
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Antal knuder

Problem MV MM FTM MB
H20 41 1456 251 96
H50 5157 15197 4702 51338
H51 4619 34265 6139 18 888
H60 - - - -
ABZ5-8x8 82254 132278 150536 103949
CAR5 340216 3054000 759093 372488
CARS6 79881 3064865 163146 97821
CAR7 8543 166016 19692 11017
CARS 17179 102667 38071 46 809
LAO1 1,2-106 13,2-106 3,1-106 1,3-106
LA02 10,1-10% 11,1-10% 10,2-105 10,7-106
LAO3 345662 2051160 407415 373632
LAO4 2,5-106  5,1-106 6,4-10 2,3.108
LAO5 17,7-10 18,1-10% 13,1-10% 20,3-10°
MTO06 411 2121 3417 554
MT10-6x10 6867 21934 27316 5549

MT10-10x8 | 14393 384 - - 9911936
MT10-8x10 504211 7035337 3286185 455 543

MT10-8x8 153691 1555906 1123679 72121
MT10-9x9 3,5-106 726-10% 24,1-106 1,9.-106
ORB1-8x8 71817 185339 167718 175568
ORB2-8x8 77062 391322 226273 97928
ORB2-9x9 2,2-106  3,6-106 2,7-106 2,8-10°
< 110% 16 1 3 9
< 200% 21 4 7 17
< 500% 22 8 16 21
< 1000% 22 14 19 21

Tabel 6.5: Lgsning af 23 instanser med forskellige dispatch-regler mht. TT.
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Ogsa ved TWT(1,6) er det MV og MVV, der klarer sig bedst. Her klarer
de to sig dog samlet set omtrent lige godt, selvom der er store udsving, hvis
instanserne betragtes enkeltvis. Hvis vi skal veaelge én regel, s ma det dog
blive MVV péa baggrund af et marginalt bedre resultat.

MV og MVV er jo neert beslaegtede, og i den forbindelse er det veerd at
bemearke, at det tilsyneladende ikke er en ubetinget fordel af tage veeg-
ten i betragtning — og for TWT(1,6) endda i endnu mindre grad end for
TWT(1,3).

Ved TT er tendensen derimod mere klar. Her er MV klart bedst, mens MB
er naestbedst uden dog at klare sig neer sa godt som MV.

Hvis jobbenes vaegt w; antages at veere 1 for makespan og TT, da er reglerne
MV og MVV @xkvivalente for disse objektfunktioner. Reglen MVV klarer
sig altsa bedst ved alle fire undersggte objektfunktioner, pa trods af deres
forskellighed.

Noget af forklaringen skal maske sgges i, at nar dispatch-reglerne bliver
kaldt af den kronologiske konfliktlgsning, da er der meget lidt struktur pa
lgsningen fremad, og det er derfor sveert at sige noget seerligt preecist om
konsekvenserne af at lgse konflikten pa den ene eller den anden méde. Derfor
virker det umiddelbart fornuftigt at ggre som MVV, nemlig at sgrge for at
afvikle de to involverede operationer pa en sddan méade, at den samlede
ventetid bliver mindst mulig.

6.6 Bounding

I afsnit 5.3 omtalte vi en bound-funktion for makespan, og vi introducerede
en ny metode for TWT, og i afsnit 5.1.2 naevnte vi, hvordan sggetraeet kan
beskzeres vha. kantindsaettelse. Vi gnsker nu at undersgge disse metoders
effektivitet.

Bound-funktionerne undersgges ved at sammenligne med kgrsler, hvor vi
som graense blot benytter objektfunktionsvaerdien af den ikke-brugbare lgs-
ning. De indgaende stgrrelser heri tager udgangspunkt i estimater for hoved
og hale S;;, ¢;j, der beregnes vha. leengste vej-metoden naevnt i 3.7.1.

Alle de her viste resultater tager udgangspunkt i kronologisk konfliktlgs-
ning. Tabel 6.6 viser antal knuder i sggetraeet samt kgretider med og uden
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brug af bound-funktion samt tillige med og uden brug af kantindsaettelse
til beskaering af sggetraeet. Tabellens anden og tredje raekke, der er maerket
hhv. “Kantinds.” og “Bound”, geelder for hele kolonnen. Saledes er fgrste ko-
lonne indeholdende tal resultatet er kgrslen uden kantindseettelse og uden
bound.

Det ses, at de to metoder til beskaering af sggetraeet begge er effektive og
desuden supplerer hinanden godt, forstaet pa den made, at brug af begge
metoder samtidig beskserer mange flere knuder end ved brug af dem hver
for sig — typisk en faktor 10.

Malt i antal knuder kan der vaere stor forskel pa effekten af reglerne hver
for sig for en given instans, men samlet set klarer reglerne sig nogenlunde
lige godt. Betragter man derimod kgretiderne, ses det, at kantindsaettelse
er vaesentligt mere beregningstung end bounding-funktionen. Hvis de to
metoder for en given instans beskaerer det samme antal knuder, da bruger
kantindsaettelse omkring 15 gange sa lang tid pa dette.

Brug af begge regler samtidig er — malt i kgretid — ikke nogen ubetinget
succes. I ca. en tredjedel af tilfzeldene er kgretiden ved brug af begge regler
stgrre end ved brug af kun bounding-funktionen. I denne rapport er der
dog i de gvrige forsgg med makespan anvendt begge metoder.

For TT og TWT benyttes ikke kantindsattelse. For at benytte denne skal
der nemlig regnes med haler qu, hvilket ellers ikke er ngdvendigt. Derudover
er selve kantindsaettelsen er ogsa endnu mere beregningstung, idet der for
hvert par af operationer i forhold til makespan tillige skal summeres over
halen til hvert job. Disse to ting tilsammen ggr, at brug af kantindsaettelse
for TT og TWT forlenger kgretiden betragteligt, hvorfor dette ikke er
undersggt naermere.

Resultaterne af kgrsler med og uden bounding fremgar af tabel 6.7—6.9.
Heraf fremgar det, at brug af bound-funktion giver en reduktion i antal
knuder i storrelsesorden 10-50%. For enkelte instanser reduceres kgretiden
ogsa, men generelt sker en forggelse — i flere tilfaelde op mod en fordobling.
Det kan saledes generelt ikke betale sig at benytte den omtalte bounding-
funktion i forbindelse med TT og TWT.

For rettelsen af implementationsfejlen naevnt i afsnit 6.4 resulterede brug
af bounding-funktionen i en vaesentlig reduktion af savel antal knuder som
kgretid. Derfor er funktionen brugt i de gvrige kgrsler, hvor bounding er
relevant. Safremt tiden inden rapportafleveringen tillod det, burde disse
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Tabel 6.6: Effekten af bounding og kantindsaettelse ved makespan.



80

Kapitel 6. Resultater

kgrsler vaere foretaget uden bounding. Som neevnt vurderes det dog, at de

Antal knuder Kgretid
Problem Uden Med | Uden Med
H20 2856 2088 1 2
H50 170 170 <1 1
H51 42 42 <1 1
H60 61 61 1 1
ABZ5-8x8 407169 286 050 32 66
CARS5 19152593 845988 1985 222
CARG6 985299 776 996 87 210
CART 130691 106 246 10 21
CARS 170940 100841 17 25
LAO3 — 118176902 | >10t 23744
LA0O4 24 561965 8342014 1598 1628
MTO06 4576 3163 2 2
MT10-6x10 44 395 41284 5 11
MT10-8x10 | 24036058 19517500 | 2249 5385
MT10-8x8 5172174 3931890 411 933
ORB1-8x8 642 341 314015 61 7
ORB2-8x8 6 156 231 3497796 481 831
ORB2-9x9 | 162887620 91770946 | 14770 25141

Tabel 6.7: Effekten af bounding ved TWT(1,3).

gvrige konklusioner i vidt omfang stadig er gyldige.
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Antal knuder Kgretid
Problem Uden Med | Uden  Med
H20 543 408 1 1
H50 34 34 <1 <1
H51 33 33 <1 <1
H60 61 61 1 1
ABZ5-8x8 3361 3079 1 2
CARS5 61557898 4601637 | 5866 1148
CARS6 4401464 3891519 393 993
CART 944 657 882 583 62 157
CARS 2820680 2067 648 228 462
LAO1 - — | >10t >10¢
LAO2 - — | >10t >10¢
LAO3 - - | >10t >10¢
LAO4 104822274 43234337 | 6708 8232
LAO5 - — | >10t >10¢
MTO06 16 287 14718 2 3
MT10-6x10 110 110 <1 1
MT10-8x10 75709 74909 7 20
MT10-8x8 13106218 12588 396 920 2773
MT10-9x9 - — | >10t >10t
ORB1-8x8 1750671 1376839 159 328
ORB2-8x8 14340164 12698727 | 1004 2907
ORB2-9x9 - — | >10t >10¢t
Tabel 6.8: Effekten af bounding ved TWT(1,6).
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Antal knuder Koretid
Problem Uden Med | Uden Med
H20 141 71 <1 <1
H50 22110 12363 3 7
H51 28 492 15904 4 9
ABZ5-8x8 3240338 1717819 234 387
CAR5 44754591 6517198 | 4223 1568
CARG6 1440 248 978 931 135 261
CAR7 110885 83 368 9 17
CARS 710967 361745 65 89
LAO3 — 60469040 | >10t 11454
LAO4 234597270 56124029 | 15117 10342
MTO06 14 527 6879 2 3
MT10-6x10 54740 43317 6 11
MT10-8x10 | 27823682 18779204 | 2661 6882
MT10-8x8 10905759 6726638 882 1625
ORB1-8x8 2337359 1211837 204 290
ORB2-8x8 11035874 4848 336 911 1156

Tabel 6.9: Effekten af bounding ved TT.
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6.7 Dominans

For at undersgge effekten af anvendelse af det i afsnit 5.2 omtalte dominan-
skriterium, er der udfgrt en rackke forsgg hhv. med og uden. Effektiviteten
males ved at sammenligne antallet af besggte knuder i sggetraeet samt kg-
retiden.

Resultaterne er vist i tabel 6.10-6.12. Kolonnen “%” angiver den procentvise
forbedring ved anvendelse af dominanskriteriet, dvs. en veerdi i intervallet
| — 00; 100%).

Nogle af resultaterne er maerket *; dette er forklaret i afsnit 6.7.1.

Desveerre viste brugen af dominanskriteriet sig ikke at vaere sa effektivt som
forst antaget. Mens det som regel reducerer antallet af knuder, sa medfgrer
det ogsa en forggelse i kgretid pr. knude.

For makespan er effekten blandet. I mange tilfaelde lykkes det at reducere
antallet af knuder med omkring 15%, men denne reduktion er ikke nok til at
saenke kgretiden. Eksempelvis reduceres antallet af knuder for MT10-8x10
med 13%, men pa trods af dette er kgretiden 2% hgjere. I hovedparten af
tilfzeldene er kgretiden i omegnen af 20% hgjere end uden brug af domi-
nanskriteriet.

For TWT er tendensen mere klar. Reduktionen i antal knuder er op til
ca. 5%, lidt hgjere for TWT(1,6) end TWT(1,3), mens kgretiden i mange
tilfaelde fordobles.

Kigger vi pd TT er billedet derimod anderledes, sarligt hvis man betragter
de stgrste instanser, H50 og H51, hvor over 75% af knuderne beskaeres,
hvilket giver en reduktion i kgretid pa 50%. For H60 terminerer kgrslen
uden brug af snit ikke inden 10 timer, mens den med brug af snit er afsluttet
pa under 8 minutter.

Konklusionen pa dette ma veere, at det for OR-Library-problemerne ikke
kan betale sig at benytte dominanskriteriet, mens det for Higgins-instanser-
ne ser mere lovende ud. Effekten af dominanskriteriet for de gvrige Higgins-
instanser vil blive undersggt i afsnit 6.10.

6.7.1 Hukommelsesforbrug

Antallet af besggte nutider er i samme stgrrelsesorden som antallet af knu-
der. For hver nutid gemmes selve nutiden samt den tilhgrende lgsning. Ved
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Antal knuder Kogretid
Problem Uden Med % | Uden Med %
H20 290 220 24 1 1 -15
H50 29 29 0 1 1 11
H51 34 34 0 1 1 6
H60 61 61 0 2 2 4
ABZ5-8x8 6124 6082 1 12 13 —-11
CARS5 2333468 1900860« 19 5391 4922 9
CARG6 54 699 42786%« 22 113 98 13
CART 9528 9269 3 14 16 —11
CARS8 97208 93 005 % 4 171 172 -1
LAO1 124 124 0 1 1 —-25
LAO2 44751 38655 14 65 63 3
LAO3 27957 23973 14 46 45 1
LAO4 9260 8910 4 15 16 -7
LAO5 63 63 0 1 1 3
MT06 121 121 0 1 1 -16
MT10-6x10 450 450 0 3 3 —4
MT10-10x8 | 12589492 11029108+« 12 | 31558 30530 3
MT10-8x10 41092 35807« 13 146 142 2
MT10-8x8 38106 33307 13 68 68 0
MT10-9x9 1197222 969208« 19 3865 3417 12
ORB1-8x8 71705 66 640 % 7 112 114 -2
ORB2-8x8 2289 2159 6 5 6 -9
ORB2-9x9 103 362 91226+« 12 280 266 5

Tabel 6.10: Dominanskriterier ved makespan.
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Antal knuder Kgretid
Problem Uden Med % | Uden Med %
H20 446 443 1 1 1 —58
H50 114 84 26 1 1 -5
H51 42 38 10 1 1 2
H60 61 61 0 1 1 —13
ABZ5-8x8 19 368 18908 2 7 9 —37
CAR5 43803 43573 1 15 21 —35
CARG6 63042 60 898 3 22 29 —34
CAR7 8854 8 826 0 3 5 —44
CARS 5633 5626 0 3 4 -39
LAO1 2553484 2549419« 0 562 1159 —106
LAO2 7173640 7089 085 % 1 1679 3342 —-99
LAO3 2268 229 2222782« 2 493 948 —-92
LAO4 539774 522420« 3 118 215 —82
LAO5 10297068 9925063 x 4 2253 4386 —-95
MTO06 134 129 4 <1 1 —24
MT10-6x10 7408 7205 3 4 5 —42
MT10-10x8 | 30883211 30812977 0] 10916 15791 —45
MT10-8x10 719208 717159« 0 248 337 —36
MT10-8x8 90445 89647 1 26 37 —45
MT10-9x9 5425843 5419608 % 0 1957 2789 —43
ORB1-8x8 36413 36 040 1 12 17 —42
ORB2-8x8 70023 69 428 1 20 29 —48
ORB2-9x9 1754610 1751975 0 570 829 —45

Tabel 6.11: Dominanskriterier ved TWT(1,3).
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Antal knuder Kgretid
Problem Uden Med % | Uden Med %
H20 304 303 0 1 1 —20
H50 34 34 0 <1 1 —37
H51 33 33 0 <1 1 —38
H60 61 61 0 1 1 11
ABZ5-8x8 1273 1223 4 1 2 —31
CAR5 74973 74535 1 24 31 —-29
CARG6 128063 123791x 3 42 54 =30
CAR7 40408 40 288 0 10 14  —42
CARS8 40 486 40462 0 13 18 —36
LAO1 315064 311759 1 68 129 -89
LAO2 52195377 52068845+« 0 | 11083 23962 —116
LAO3 1880421 1865264+ 1 384 754 —96
LAO4 2756512 2620623« 5 588 1037 —76
LAO5 12787409 12518295x 2 2618 5508 —110
MTO06 771 761 1 1 2 —67
MT10-6x10 102 102 0 1 1 4
MT10-8x10 10436 10427 0 5 7 =55
MT10-8x8 157913 155306+« 2 42 56  —33
MT10-9x9 | 30288654 30267847 0 | 10078 14182 —41
ORB1-8x8 84714 84279 1 26 35 —34
ORB2-8x8 342909 340142x 1 85 126 —48
ORB2-9x9 8018619 8005471« 0| 2451 3612  —47

Tabel 6.12: Dominanskriterier ved TWT(1,6).
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Antal knuder Kogretid
Problem Uden Med % | Uden Med %
H20 41 36 12 <1 <1 58
H50 5157 1235 76 4 2 52
H51 4619 992 79 4 2 51
H60 - 435 597 % - | >10¢t 442 -
ABZ5-8x8 82254 80159 3 23 31 —38
CARS5 340216 339428 0 96 166 —73
CARG6 79881 78745 1 26 34 —29
CART 8543 8523 0 3 5 —58
CARS8 17179 17103 0 7 9 —-35
LAO1 1178097 1172627 0 257 570 —121
LAO2 10084989 10045477« 0| 2168 4706 —117
LAO3 345662 341990~ 1 81 159 —98
LAO4 2514 488 2474817« 2 530 1098 —107
LAO5 17707825 16581 270% 6| 3713 8052 —117
MT06 411 405 1 1 1 —43
MT10-6x10 6867 5669 17 3 4 —-30
MT10-10x8 | 14393384 14368215« 0| 4908 7457 —52
MT10-8x10 504 211 503641« 0 169 234 —38
MT10-8x8 153691 151 896 % 1 42 56 —36
MT10-9x9 3474216 3470759« 0| 1151 1666 —45
ORB1-8x8 71817 70966 1 22 29 —-33
ORB2-8x8 77062 76134 1 20 28 —38
ORB2-9x9 2246 381 2241523« 0 713 1059 —48

Tabel 6.13: Dominanskriterier ved TT.
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lgsning af stgrre instanser kan hukommelsesforbruget saledes udggre et pro-
blem.

En kritisk faktor for antallet af lagrede nutider er selviglgelig, hvor kompakt
man repraesenterer nutider og lgsninger. Men man skal ikke bruge ret mange
bytes pr. styk, for problemer med millioner af knuder i sggetraeet bliver et
problem. Som det fremgar af tabellerne, er dette tal ikke urealistisk.

Derfor lagres vaerdierne her vha. Javas soft references. Modsat med almin-
delige referencer vil de refererede objekter, dvs. nutiderne, blive fjernet af
garbage collectoren fgr Java evt. terminerer pga. mangel pa hukommelse.
Der ydes ingen garanti mht. hvilke objekter, der slettes fgrst, men Java-
afvikleren tilstraeber ikke at slette nyligt oprettede eller anvendte objekter.
I tabellerne er det markeret med en stjerne x, hvor der af hukommelseshen-
syn er slettet fra listen af kendte nutider.

Ved disse kgrsler lagres selve lgsningen slet ikke i algoritme 5.3 linje 26 men
kun lgsningsveerdien. Dette betyder, at algoritmen ikke ngdvendigvis finder
selve den optimale lgsning men kun vaerdien heraf. Kgrselsforlgbet — og
saledes antallet af knuder i sggetraeet — er dog det samme, sd malingerne
er gyldige. Programmet vil uden videre kunne @ndres til ogsa at finde selve
lgsningen alene pa bekostning af et betydeligt stgrre hukommelsesforbrug.
Dette vil dog medfere, at der kan lagres endnu feerre nutider med deraf
fglgende ringere ydelse. Dette betyder, at effekten af brug af snit i praksis
bliver endnu ringere, end det er angivet i tabellerne.

6.8 Sammenligning af branch-and-bound-me-
toder

Vi har nu faet valgt en dispatch-regel samt faet fastslaet, at det generelt ikke
kan betale sig at benytte det omtalte dominanskriterium. Vi har saledes
bestemt parametrene til brug ved kronologisk konfliktlgsning (KK), og vi
kan nu sammenligne det med den anden branch-and-bound-metode, vi har
omtalt, nemlig branching ved kantindsattelse (BK).

Da metoderne er meget forskellige, er antallet af knuder i de respektive
sggetraeer ikke sammenligneligt, sa i stedet sammenlignes kgretiderne.

I tabel 6.8 vises kgretiderne for lgsning af en rackke problemer mht. make-
span med hhv. KK og BK. Desuden vises kgretider for [3], en C-implemen-
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Kogretid
Problem [3]-edge  [3]-dumbo BK KK
H20 - - 3 1
H50 - - >10t 1
H51 - - >10t 1
H60 - - >10t 2
ABZ5-8x8 <1 3 27 12
CARb5 249 >10¢ 5969 5391
CARG6 9 102 956 113
CARY 4 14 203 14
CARB 3 7 1161 171
LAO1 <1 1 - 1
LAO2 ) 6 90 65
LA03 <1 1 9 46
LAO4 <1 24 7 15
LAO05 <1 1 >10t 1
MT06 <1 <1 4 1
MT10-6x10 <1 1 10 3
MT10-10x8 21 9868 >10¢ 31558
MT10-8x10 2 16 149 146
MT10-8x8 <1 26 215 68
MT10-9x9 16 594 >10t 3865
ORB1-8x8 2 197 2118 112
ORB2-8x8 <1 21 128 )
ORB2-9x9 10 102 741 280

Tabel 6.14: Kgretider for to programmer fra [3] samt kronologisk konflikt-
lgsning (KK) og branching ved kantindsettelse (BK) ved makespan.
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tation af metoderne omtalt i [4] udgivet af forfatterne selv. Disse korsler er
foretaget pa samme maskine.

Dumbo svarer mere eller mindre til BK, mens Edge (i artiklen kaldet edge-
finder) er en mere raffineret udgave af samme. Bemeerk at [3] ikke kan lgse
Higgins-instanserne, da disse ikke er begranset til det tilfaclde, hvor alle
jobs tidligste starttidspunkt r; = 0.

Sammenligner man KK og BK, er der ingen tvivl om, at KK er veesentligt
hurtigere. BK og [3]-dumbo er implementationer af samme grundliggende
algoritme, og ved implementationen af fgrstnaevnte er der endda skelet til
sidstnzevntes kildetekst. Alligevel er [3]-dumbo omkring 10 gange hurtigere.
Forklaringen herpa skal nok delvis sgges i, at neervaerende programmel som
naevnt i afsnit 6.1 ikke er optimeret til nogen speciel algoritme med de deraf
fglgende ulemper. Derudover ma man ogsa formode, at en implementation
i C kgrer hurtigere end en tilsvarende i Java. Forskellen i relativ kgretid
for hvert problem svinger meget, hvilket antyder, at BK ikke blot er en
ineffektiv udgave af [3]-dumbo men decideret har andre karakteristika.

Endelig konstateres det, at [3]-edge i alle tilfeelde er langt hurtigere end de
gvrige. Denne metode er ikke forsggt implementeret i dette projekt.

I tabel 6.15 vises kgretiderne for lgsning af en rackke problemer mht. TWT-
(1,3), TWT(1,6) og TT. Hvor et resultat er udeladt, skyldes det, at pro-
grammet terminerede pga. mangel pa hukommelse, dvs. at antallet af del-
lgsninger i abenlisten er for stort. Dette skete typisk efter ca. 2 timer.

Programmerne [3] kan kun handtere objektfunktionen makespan, sa vi kan
her ikke sammenligne resultaterne med dem.

Vi ma konstatere, at BK lgb tgr for hukommelse i hovedparten af tilfzeldene,
og i de resterende var vaesentligt langsommere end KK. Ved makespan skete
det kun en enkelt gang, at programmet lgb tgr for hukommelse, nemlig ved
lgsningen af LAOL. Det er dog muligt, at det ogsa ville vaeret sket ved nogle
af de kgrsler, der blev stoppet efter 10 timer, hvis de havde faet lov at kere
videre.

Resultaterne for BK sammenlignet med KK synes endnu ringere ved TWT
og TT end ved makespan. Objektfunktionerne er meget forskellige og kan
saledes ikke direkte sammenlignes, men en del af forskellen ligger formo-
dentlig i, at kantindsaettelsen har hgjere kompleksitet ved TWT og TT end
ved makespan som naevnt i afsnit 6.6.
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Koretid
TWT(1,3) TWT(1,6) TT
Problem BK KK BK KK BK KK
H20 4 1 4 1 2 <1
H50 - 1 - <1 - 4
H51 - 1 - <1 - 4
H60 - 1 - 1 - >10t
ABZ5-8x8 1321 7 - 1 - 23
CARS5 - 15 - 24 - 96
CARG6 - 22 - 42 - 26
CART 303 3 2582 10 323 3
CARS - 3 - 13 - 7
LAO1 - 562 - 68 - 257
LA02 - 1679 - 11083 - 2168
LAO3 - 493 - 384 - 81
LAO4 - 118 - 588 - 530
LAO5 - 2253 - 2618 - 3713
MTO06 5 <1 4 1 5 1
MT10-6x10 72 4 628 1 73 3
MT10-10x8 - 10916 - >10t - 4908
MT10-8x10 - 248 383 5 - 169
MT10-8x8 - 26 1282 42 485 42
MT10-9x9 - 1957 - 10078 - 1151
ORB1-8x8 - 12 - 26 | 12595 22
ORB2-8x8 3939 20 189 85 2258 20
ORB2-9x9 - 570 - 2451 - 713

Tabel 6.15: Kgretider for kronologisk konfliktlgsning (KK) og branching
ved kantindsattelse (BK).
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6.9 Lokalsggning

Vi gnsker nu at undersgge effekten af brug af lokalsggning sammen med
kronologisk konfliktlgsning som naevnt i 2.1.1.

I tabel 6.16-6.19 er vist resultatet af kgrsler hhv. med og uden brug af
lokalsggning. Den fgrste kolonne, LS, angiver antallet af gange, branch-
and-bound-sggningen er naet et blad i sggetraeet og saledes har fundet en
brugbar lgsning. Denne lgsning er ikke ngdvendigvis bedre end den hidtil
bedste, men det er teet pa, idet undergrensen for objektfunktionsveerdien
umiddelbart fgr lgsning af den sidste konflikt var mindre end objektfunk-
tionsvaerdien af den hidtil bedste lgsning — ellers ville sggetracet nemlig
veere blevet beskaret. Den anden kolonne, LSF, viser, hvor mange af de
lokalsggninger naevnt i LS der resulterede i en bedre lgsning end den hidtil
bedste.

Ved TWT og TT lykkes det i de fleste tilfeelde lokalsggningen at finde en
bedre lgsning et sted mellem 0 og 10 gange. Disse tal stemmer overens med
resultaterne naevnt i [17]. Dette medfgrer en reduktion i keretid pa op mod
10%.

Det ses, at den procentvise reduktion i knuder hhv. kgretid er nogenlunde
ens. Arsagen hertil er, at hver lokalsggning kun tager fa sekunder, dvs.
at den udggr en meget lille del af kgretiden for de fleste instanser. Idet
kgretiden for kronologisk konfliktlgsning uden lokalsggning antages at veere
proportional med antallet af knuder, da vil en reduktion i antal knuder pga.
lokalsggningen saledes give en proportional reduktion i kgretid.

Ved makespan lykkedes det sjaldent lokalsggningen at finde en bedre lgs-
ning, og i sa godt som alle kgrsler blev den samlede kgretid forgget en del
ved brug af lokalsggning.
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Antal knuder Koretid
Problem LS LSF Uden Med | Uden  Med
H20 10 1 290 290 1 1
H50 1 0 29 29 1 1
H51 1 1 34 33 1 1
H60 1 0 61 61 2 1
ABZ5-8x8 26 1 6124 6124 12 16
CAR5 16 1 2333468 2256803 | 5391 6924
CARG6 25 1 54699 54560 113 213
CARY7 17 0 9528 9502 14 27
CARS 42 0 97208 96012 171 327
LAO1 7 0 124 124 1 1
LAO2 19 0 44751 44816 65 74
LAO3 21 0 27957 28 335 46 69
LAO4 20 0 9260 9248 15 15
LAO5 3 0 63 63 1 1
MTO06 11 1 121 118 1 1
MT10-6x10 | 20 1 450 449 3 3
MT10-10x8 | 26 0 | 12589492 -1 31558 >10¢t
MT10-8x10 | 23 0 41092 41035 146 299
MT10-8x8 18 0 38106 38034 68 121
MT10-9x9 34 0 1197222 1195746 | 3865 7323
ORBI1-8x8 21 0 71705 71623 112 189
ORB2-8x8 17 0 2289 2262 5 6
ORB2-9x9 27 2 103 362 103 249 280 473

Tabel 6.16: Effekten af lokalsggning ved makespan.
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Antal knuder Kgretid
Problem LS LSF Uden Med | Uden Med
H20 9 2 446 440 1 1
H50 5 1 114 112 1 1
H51 2 0 42 42 1 1
H60 1 0 61 61 1 1
ABZ5-8x8 11 5 19 368 19 349 7 6
CARS5 10 1 43803 46 696 15 16
CARG6 13 2 63 042 62882 22 21
CART 9 1 8854 8 840 3 3
CARS 9 2 5633 5647 3 3
LAO1 35 1 2553484 2553397 562 540
LA02 20 2| 7173640 7173578 | 1679 1601
LAO3 21 2| 2268229 2268268 493 482
LAO4 12 3 539 774 539440 118 115
LAO5 5 110297068 10216261 | 2253 2171
MTO06 3 2 134 124 <1 1
MT10-6x10 | 13 5 7408 7383 4 4
MT10-10x8 | 29 9 | 30883211 26559671 | 10916 9239
MT10-8x10 8 5 719208 714799 248 240
MT10-8x8 5 5 90 445 90191 26 26
MT10-9x9 18 5| 5425843 5423323 | 1957 1905
ORB1-8x8 8 4 36413 36 391 12 12
ORB2-8x8 21 4 70023 69975 20 20
ORB2-9x9 15 6 1754610 1713448 570 552

Tabel 6.17: Effekten af lokalspgning ved TWT(1,3).
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Antal knuder Kgretid
Problem LS LSF Uden Med | Uden Med
H20 19 2 304 290 1 1
H50 1 0 34 34 <1 1
H51 1 0 33 33 <1 1
HG60 1 0 61 61 1 1
ABZ5-8x8 10 4 1273 1027 1 1
CAR5 20 1 74973 86 699 24 27
CARG6 20 8 128063 98973 42 34
CAR7 18 4 40408 39790 10 10
CARS 14 1 40486 40538 13 13
LAO1 28 3 315064 315021 68 71
LA02 23 1152195377 52195358 | 11083 10719
LAO3 14 3 1880421 1801715 384 356
LAO4 7 4| 2756512 765667 588 155
LAO5 18 2| 12787409 12782690 | 2618 2566
MTO06 3 2 771 767 1 1
MT10-6x10 5 2 102 85 1 1
MT10-8x10 | 14 10 10436 8721 5 5
MT10-8x8 15 6 157913 157 368 42 41
MT10-9x9 35 12 | 30288654 30261190 | 10078 9680
ORB1-8x8 14 6 84714 84527 26 26
ORB2-8x8 26 4 342909 309 607 85 75
ORB2-9x9 17 3| 8018619 8019064 | 2451 2269

Tabel 6.18: Effekten af lokalspgning ved TWT(1,6).
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Antal knuder Koretid
Problem LS LSF Uden Med | Uden  Med
H20 2 0 41 41 <1 <1
H50 2 2 5157 4893 4 4
H51 3 3 4619 4315 4 4
H60 4 4 - - | >10t >10¢t
ABZ5-8x8 15 5 82254 81642 23 23
CAR5 5 0 340216 333325 96 95
CARG6 14 7 79 881 79038 26 27
CART 7 1 8 543 8513 3 3
CARS 26 3 17179 16 920 7 7
LAO1 24 3 1178097 1174584 257 262
LA02 19 0| 10084989 10085812 | 2168 2190
LAO3 9 0 345 662 345 640 81 80
LA0O4 27 8 | 2514488 2306080 530 501
LAO5 37 2| 17707825 17705931 | 3713 3702
MTO06 5 3 411 387 1 1
MT10-6x10 | 30 1 6867 6 866 3 3
MT10-10x8 | 23 7114393384 13976542 | 4908 4713
MT10-8x10 | 15 2 504211 504 194 169 167
MT10-8x8 16 3 153691 153684 42 43
MT10-9x9 19 4| 3474216 3473375 | 1151 1145
ORBI1-8x8 38 12 71817 64 864 22 20
ORB2-8x8 17 4 77062 74147 20 21
ORB2-9x9 23 10 | 2246381 2239042 713 704

Tabel 6.19: Effekten af lokalsggning ved TT.
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6.10 Lgsning af Higgins-problemer

Vi har nu konstateret, at kronologisk konfliktlgsning er den bedste af de to
implementerede branch-and-bound-metoder, og vi gnsker nu at sammen-
ligne denne med resultaterne rapporteret i [17], der som navnt ogsa bygger
pa kronologisk konfliktlgsning. Vi anferer kgretider for savel med som uden
brug af dominanskriteriet. Resultatet heraf er vist i tabel 6.10.

Det er sveert at konkludere ret meget pa baggrund af de sma kgretider, men
overordnet set 1gser naerveerende implementation af kronologisk konfliktlgs-
ning instanserne noget hurtigere. Gevinsten ved brug af dominanskriterier
her ses at veere betragtelig.

Som naevnt i afsnit 2.1.2 er problemet omtalt i [17] mere generelt end det,
der er betragtet i denne rapport, sa tallene er ikke umiddelbart sammenlig-
nelige. Men — som naevnt i 4.2 — sa er de problemer, der rent faktisk blev
behandlet ved testkgrslerne, meget lig den begraensede version, der betrag-
tes i naerveerende rapport, hvorfor en sammenligning alligevel er relevant.

Som det fremgar af tabellen, er lgsningsveerdierne ens for alle pa neer to
problemer, H21 og H51. For disse to problemer er den her opnaede lgs-
ningsveerdi bedre end den rapporteret i [17], dvs. at de i [17] m& veere lgst
med nogle flere begraensninger end her. Det er dog uklart, hvad forskellen
er.

I afsnit 2.1.2 er naevnt, at en raekke af de ekstra betingelser, der omtales
i [17], tilsyneladende ikke kommer til udtryk i testinstanserne. Den umid-
delbart eneste yderligere begraensning, der ser ud til at veere til stede i

instanserne, er betingelsen om en maksimal leengde af vigesporene©.

Studerer man den her opnaede lgsning af H21 — illustreret pa figur 6.1 —
vil man dog indse, at denne begreensning ikke har relevans her, idet der
aldrig holder mere end ét tog pa hvert vigespor ad gangen. Tallene i grafen
referer til det job, hver operation tilhgrer.

Det star saledes hen i det uvisse, hvilke yderligere begraensninger lgsnin-
gerne i [17] ligger under for.

Hvis man pa trods af dette sammenligner kgretiderne, sa ses, at de her
opnaede koretider generelt er bedre end dem rapporteret i [17]. Det er

6Dette omtales med en vis usikkerhed, idet datafilerne ikke er blevet ledsaget med en
specielt udfgrlig forklaring pa formatet heraf.
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Lgsningsvaerdi Kogretid
Problem [17] Her [17] Uden dom. Med dom.
H20 1224 1224 5,27 0,16 0,12
H21 275 174 0,15 0,10 0,06
H22 137 137 0,15 0,10 0,08
H23 116 116 0,07 0,01 0,02
H24 349 349 0,25 0,08 0,13
H25 285 285 | 0,14 0,17 0,11
H26 338 338 0,15 0,10 0,05
H27 161 161 0,17 0,09 0,11
H28 249 249 0,09 0,05 0,05
H29 223 223 | 024 0,04 0,07
H40 215 215 | 0,16 0,17 0,06
H41 199 199 | 0,12 0,15 0,12
H42 388 388 0,58 0,41 0,32
H43 560 560 1,03 0,69 0,61
H44 389 389 0,26 0,46 0,23
H45 228 228 | 0,11 0,19 0,09
H46 526 526 | 0,11 0,25 0,19
H50 5955 5955 22,85 4,66 2,23
H51 650 565 | 463,78 4,06 2,06
H60 < 318 262 | >10t >10t 441,51

Tabel 6.20: Sammenligning af [17] og kronologisk konfliktlgsning hhv. med
og uden brug af dominanskriterier ved lgsning af Higgins-problemer mht.
TT. Den ved [17] anforte lgsningsveerdi for H60 pa 318 er den bedste lgsning,
der blev fundet inden for 10 timer.
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Figur 6.1: Lgsning af H21.

sveert at konkludere sa meget pa grundlag af de sma instanser, men for de
stgrre er tendensen klar, og iseer ved H60 er der stor forskel.

Udover den ukendte forskel i problemformuleringerne, sd ma forbedringen
dels tilskrives brug af dominanskriterier, hvilket kraftigt antydes ved sam-
menligning af de her opnaede kgretider for H60. Desuden ma det antages,
at brug af en steerkere bound-funktion ogsa har en vis effekt — som naevnt
i afsnit 2.1.1 omtales i [17] ingen bound-funktion, hvorfor det ma antages,
at der blot benyttes en triviel vaerdi, eksempelvis objektfunktionen af den
ikke-brugbare lgsning.

6.11 Shifting bottleneck

Vi vil nu undersgge virkningen af heuristikken shifting bottleneck.

I afsnit 5.4.2 naevnedes parameteren 3, der angiver antallet af branches pr.
niveau. Vi forsgger os nu med forskellige veerdier af 3, samt med og uden
reoptimering.
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Da shifting bottleneck er en heuristik, finder den ikke ngdvendigvis den op-
timale 1gsning. Derfor er savel lgsningsvaerdier som kgretider angivet i tabel
6.21-6.24. Desuden er resultatet af lgsning til optimalitet vha. kronologisk
konfliktlgsning vist.

For TWT(1,6) gav stigende veerdier af § bedre resultater t.o.m. 8 = 5, mens
forbedringen for de gvrige objektfunktioner stort set ophgrte ved 3 = 3 eller
for. Bemaerk derfor, at der i tabel 6.23 for TWT(1,6) angives resultater for
andre vaerdier af 3 end i de gvrige tabeller.

For savel makespan som TWT galder, at de opnaede resultater forbedres
svagt som folge af hgjere vaerdier af 5. Dog er de stadig relativt langt fra
den optimale lgsningsveerdi, typisk mindst 10%. Bortset fra enkelte tilfaelde
synes reoptimering ikke at have nogen effekt pa lgsningsveerdien.

I enkelte tilfaelde lykkes det dog at finde den optimale lgsning. Det, drejer
sig primaert og Higgins-instanserne samt MT06. Falles for disse er, at de
har korte kgretider ved lgsning vha. kronologisk konfliktlgsning.

Det bemeerkes, at det ved TT ikke lykkedes at lgse problemerne H50, H51
og H60 i lgbet af 10 timer. Dette skyldes formentlig det hgje antal jobs (25
stk. for H50 og H51, og 30 for H60) sammenlignet med de gvrige instanser,
hvilket nok gor det meget tidskraevende at lgse enkeltmaskineproblemerne
til optimalitet.

I litteraturen rapporteres generelt om lgsninger af bedre kvalitet [4, 20] og
i seerdeleshed stgrre effekt af reoptimering og stigende veerdier af 3. Det
er ikke lykkes at finde nogen forklaring pa denne forskel, men den kan
muligvis tilskrives en decideret fejl i implementationen sammenlignet med
algoritmerne beskrevet i litteraturen.

Lgsning af delproblemer er forsggt med forskellige metoder savel heuristisk
som eksakt, og veerdien af O’ er sammenlignet med den faktiske stigning
i det samlede problems objektfunktionsvaerdi. Der er tillige forspgt med
en branching-parameter § = | M|, dvs. at algoritmen undersgger et fuldt
sogetrae”. Begge dele var dog uden positivt resultat. Et kvalificeret bud
ville veere, at problemerne ligger i reoptimeringsdelen, idet denne del er
undersggt mindst.

7Som nzevnt i afsnit 5.4.2 betyder dette ikke ngdvendigvis, at alle mulige lgsninger
undersgges.
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Lgsningsvaerdi Kogretid
B8=3 B8=3
Problem =1 p=2 (=3 m.reopt. KK | =1 p=2 (=3 m.reopt. KK
H20 1057 1057 1057 1057 1013 1 1 1 1 1
H50 2890 2890 2890 2890 2890 9 9 8 9 1
H51 3030 3030 3030 3030 3030 9 9 9 9 1
H60 1793 1793 1793 1793 1793 270 286 274 282 2
ABZ5-8x8 1047 1047 1047 1047 985 5 6 8 10 12
CAR5 8077 8077 8077 8077 7702 359 374 370 383 5391
CARG6 9048 9048 8842 8842 8313 13 33 64 71 113
CART7 7129 6749 6636 6636 6558 3 5 5 6 14
CARS8 9012 8988 8988 8988 8264 12 24 59 60 171
LAO1 678 678 678 678 666 67 67 67 67 1
LAO2 705 694 694 694 655 90 144 147 134 65
LAO3 622 622 622 622 597 132 148 157 159 46
LAO4 611 611 611 611 590 75 76 74 80 15
LAO5 593 593 593 593 593 78 78 79 80 1
MT06 59 58 55 55 55 1 2 2 3 1
MT10-6x10 796 790 790 790 774 4 13 34 39 3
MT10-10x8 966 950 950 950 861 232 317 461 524 31558
MT10-8x10 874 846 837 837 824 15 52 128 131 146
MT10-8x8 763 763 763 763 737 10 12 18 23 68
MT10-9x9 937 899 898 898 855 23 42 67 78 3865
ORB1-8x8 852 852 845 845 787 8 15 24 26 112
ORB2-8x8 752 752 752 752 726 6 8 11 13 5
ORB2-9x9 874 874 837 837 793 18 25 59 64 280
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Losningsveerdi Kogretid
B8=3 B8=3
Problem 8= 8= 8 =3 m.reopt. KK | =1 p=2 =3 m.reopt. KK
H20 1712 1692 1639 1639 1253 2 1 2 3 1
H50 0 0 0 0 0 1109 1173 1182 1135 1
H51 0 0 0 0 0 31 31 31 31 1
H60 0 0 0 0 0 132 133 135 180 1
ABZ5-8x8 1057 1057 1057 1057 687 6 12 37 50 7
CAR5 29471 29471 29471 29471 26114 446 543 841 819 15
CARG6 16388 16388 15861 15861 11201 24 59 255 293 22
CART 8967 8913 8913 8913 7785 4 9 18 22 3
CARB 16870 16870 16870 16870 14024 9 11 14 15 3
LAO1 2504 2504 2504 2504 2072 155 196 244 238 562
LA02 2579 2579 2579 2579 2080 191 228 296 269 1679
LAO03 2637 2460 2460 2460 2232 201 289 424 427 493
LAO4 2923 2490 2490 2490 1713 97 134 182 185 118
LAO5 2863 2746 2698 2698 2242 184 236 295 292 2253
MTO06 37 37 37 37 37 1 2 3 4 <1
MT10-6x10 396 281 241 241 225 4 19 100 154 4
MT10-10x8 | 2747 2745 2531 2531 2107 191 273 368 386 10916
MT10-8x10 | 1207 1055 659 659 657 11 43 132 185 248
MT10-8x8 851 843 843 843 801 6 12 31 40 26
MT10-9x9 1654 1444 1444 1444 1309 33 69 135 146 1957
ORB1-8x8 1298 1298 1271 1271 1101 7 13 30 39 12
ORB2-8x8 1803 1419 1178 1178 960 7 24 60 78 20
ORB2-9x9 1232 1232 1232 1232 1016 21 50 127 147 570
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Losningsveerdi Kogretid
B=5 B=5
Problem 8= 8= 8 =5 m.reopt. KK |pg=1 =3 =5 m.reopt. KK
H20 T 77 T T 681 1 1 2 2 1
H50 0 0 0 0 0 5 5 5 6 <1
H51 0 0 0 0 0 11 11 11 11 <1
H60 0 0 0 0 0 136 134 138 175 1
ABZ5-8x8 154 21 9 9 0 10 65 150 197 1
CAR5 14505 13061 13061 13061 11874 366 621 767 818 24
CARG6 4549 3163 3163 3163 1586 18 362 1169 1371 42
CART 2402 2305 1883 1883 1207 2 11 35 43 10
CARB 11554 11103 8918 8918 5868 22 184 160 183 13
LAO1 1010 1010 1010 1010 929 96 161 184 204 68
LA02 1035 1035 1035 1035 908 134 171 198 216 11083
LAO03 1471 1282 1233 1233 1110 172 294 405 433 384
LAO4 1484 1484 1368 1368 783 77 112 159 174 588
LAO5 1453 1453 1453 1453 1138 175 251 250 257 2618
MTO06 10 8 8 8 4 1 1 2 3 1
MT10-6x10 0 0 0 0 0 2 1 1 2 1
MT10-10x8 | 1236 1010 922 922 - 97 478 1268 1324 >10t
MT10-8x10 12 12 12 12 0 6 17 29 66 5
MT10-8x8 130 119 38 38 36 7 50 110 143 42
MT10-9x9 597 222 222 230 66 20 231 1077 1485 10078
ORB1-8x8 466 298 298 298 194 7 43 96 118 26
ORB2-8x8 359 210 162 162 33 6 31 86 99 85
ORB2-9x9 239 239 159 159 40 13 106 424 525 2451
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Losningsveerdi Kogretid
8=3 8=3
Problem 8= 8= 6 =3 m.reopt. KK | g= 8= 8 =3 m.reopt. KK
H20 1420 1415 1415 1415 1224 1 1 1 3 <1
H50 - - - - 555 | >10t >10t >10t >10¢ 4
H51 - - - - 565 | >10t >10t >10t >10t 4
H60 - - - - -1 >10t >10t >10t >10t >10t
ABZ5-8x8 2182 2182 2152 2152 1769 7 17 37 48 23
CAR5 22264 22264 22264 22264 20932 572 653 840 820 96
CARG6 18106 18106 17525 17525 15879 28 108 336 377 26
CART 10829 10540 10540 10540 10040 4 9 13 19 3
CARB 19386 19386 19386 19386 17603 24 49 110 128 7
LAO1 2202 2202 2165 2165 1983 269 301 366 375 257
LA02 2355 2355 2108 2108 1816 370 389 449 449 2168
LAO03 2217 2217 2157 2157 1768 372 374 539 569 81
LAO4 2318 2318 2281 2281 1752 235 264 289 315 530
LAO5 2399 2160 2160 2160 1789 287 301 345 374 3713
MTO06 83 83 83 83 68 1 2 2 4 1
MT10-6x10 820 820 820 820 820 6 26 117 181 3
MT10-10x8 | 2743 2743 2649 2649 2170 391 442 586 629 4908
MT10-8x10 | 1603 1603 1603 1603 1400 17 59 211 304 169
MT10-8x8 1782 1674 1502 1502 1303 11 20 53 67 42
MT10-9x9 2344 2170 2170 2170 1747 63 166 383 494 1151
ORB1-8x8 2029 1851 1851 1851 1504 12 33 80 93 22
ORB2-8x8 1609 1609 1564 1564 1389 8 15 38 50 20
ORB2-9x9 2057 2002 1919 1919 1736 36 64 122 157 713
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Selvom kvaliteten af lgsningerne ikke er sa god, vil man alligevel kunne
bruge objektfunktionsveerdierne af disse som en initiel bound ved branch-
and-bound-sggning.

Dette er forsggt, og resultaterne heraf er vist i tabel 6.25-6.28. Kolonnerne
KK angiver antallet af knuder hhv. kgretid for kgrsler af ren kronologisk
konfliktlgsning. Kolonnen SB angiver kgretiden af den initielle lgsning vha.
shifting bottleneck, og SB-+KK angiver den samlede kgretid for shifting
bottleneck og den efterfplgende branch-and-bound-sggning samt antallet af
knuder i sggetraeet. Shifting bottleneck er kaldt med 5 = 3 for TWT(1,3)
og TT, og med 8 =5 for TWT(1,6).

For instanser, hvor lgsningstiden for shifting bottleneck alene overstiger
kgretiden for eksakt lgsning, er der selviglgelig ikke hab om, at den kombi-
nerede metode opnar et bedre resultat. Disse instanser er dog vist i skemaet
alligevel, idet det stadig er interessant at se, hvor meget kgretiden af kro-
nologisk konfliktlgsning forbedres, nar den initielle overgranse er relativt
teet pa den optimale lgsningsveerdi.

I de fleste tilfzelde er reduktionen i antal knuder marginal, hvorfor tids-
forbruget pa at finde en initiel lgsning vha. shifting bottleneck overstiger
reduktionen i kgretiden af kronologisk konfliktlgsning. Med den kvalitet af
lgsninger, som shifting bottleneck kan praestere, kan det saledes ikke be-
tale sig at bruge metoden til at generere initielle lgsninger. Formodentlig
skal lgsningerne vaere noget taettere pa den optimale, fgr antallet af knuder
reduceres vaesentligt.

For visse instanser er det anfgrte antal knuder for den kombinerede metode
stgrre end for ren kronologisk konfliktlgsning. Dette vil normalt ikke vaere
tilfzeldet, men er et resultat af fejlimplementeringen naevnt i afsnit 6.4. Som
naevnt i den forbindelse skgnnes denne fejl dog ikke at have indflydelse pa
selve konklusionen.
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Antal knuder Kgretid
Problem KK SB+KK KK SB+KK SB
H20 290 35 1 2 1
H50 29 1 1 9 8
H51 34 1 1 9 9
H60 61 1 2 275 274
ABZ5-8x8 6124 5788 12 18 8
CARS5 2333468 2333432 5391 5677 370
CARG6 54699 53216 113 177 64
CAR7 9528 9301 14 20 5
CARS 97208 93992 171 225 59
LAO1 124 81 1 68 67
LAO2 44751 44693 65 211 147
LAO3 27957 27 323 46 199 157
LAO4 9260 8607 15 88 74
LAO5 63 1 1 79 79
MTO06 121 9 1 2 2
MT10-6x10 450 325 3 36 34
MT10-10x8 | 12589492 12589481 | 31558 33692 461
MT10-8x10 41092 37854 146 272 128
MT10-8x8 38106 38028 68 90 18
MT10-9x9 1197222 1197084 | 3865 3966 67
ORB1-8x8 71705 71640 112 138 24
ORB2-8x8 2289 2241 5 16 11
ORB2-9x9 103 362 103 232 280 340 59

Tabel 6.25: Kombination af shifting bottleneck (SB) og kronologisk kon-
fliktlgsning (KK) ved makespan.
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Antal knuder Kgretid
Problem KK SB+KK KK SB+KK SB
H20 446 446 1 3 2
H50 114 0 1 1182 1182
H51 42 0 1 31 31
H60 61 0 1 135 135
ABZ5-8x8 19 368 17038 7 43 37
CARS5 43 803 43803 15 856 841
CARG6 63 042 63042 22 276 255
CAR7 8 854 8 648 3 21 18
CARS 5633 3573 3 16 14
LAO1 2553484 2547619 562 793 244
LA02 7173640 7173617 1679 1946 296
LAO3 2268 229 2268162 493 919 424
LAO4 539774 539 774 118 300 182
LAO5 10297068 10297068 | 2253 2563 295
MTO06 134 83 <1 3 3
MT10-6x10 7408 6862 4 103 100
MT10-10x8 | 30883211 24963206 | 10916 9539 368
MT10-8x10 719208 688 225 248 378 132
MT10-8x8 90 445 88702 26 57 31
MT10-9x9 5425843 5336353 | 1957 2040 135
ORB1-8x8 36413 35592 12 43 30
ORB2-8x8 70023 54 684 20 77 60
ORB2-9x9 1754610 1753419 570 708 127

Tabel 6.26: Kombination af shifting bottleneck (SB) og kronologisk kon-
fliktlgsning (KK) ved TWT(1,3).
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Antal knuder Kgretid
Problem KK SB+KK KK SB+KK SB
H20 304 132 1 2 2
H50 34 0 <1 5 5
H51 33 0 <1 11 11
H60 61 1 1 138 138
ABZ5-8x8 1273 173 1 151 150
CAR5 74973 17476 24 775 767
CARG6 128063 127397 42 1213 1169
CARS 40486 40540 13 174 160
LAO1 315064 415 436 68 284 184
LAO3 1880421 1940572 384 838 405
LAO4 2756512 2775691 588 776 159
LAO5 12787409 12884165 | 2618 3894 250
MTO06 771 863 1 3 2
MT10-6x10 102 0 1 1 1
MT10-8x10 10436 3476 5 31 29
MT10-8x8 157913 140795 42 151 110
MT10-9x9 | 30288654 30394617 | 10078 12427 1077
ORBI1-8x8 84714 85190 26 124 96
ORB2-8x8 342909 240 697 85 151 86
ORB2-9x9 8018619 8165571 | 2451 3009 424

Tabel 6.27: Kombination af shifting bottleneck (SB) og kronologisk kon-
fliktlgsning (KK) ved TWT(1,6).
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Antal knuder Kgretid
Problem KK SB+KK KK SB+KK SB
H20 41 41 <1 2 1
H50 5157 - 4 - >10¢t
H51 4619 - 4 - >10¢t
ABZ5-8x8 82254 80959 23 60 37
CARS5 340216 340214 96 937 840
CARG6 79 881 75049 26 361 336
CAR7 8 543 8458 3 16 13
CARS 17179 15775 7 116 110
LAO1 1178097 1177 446 257 636 366
LA02 10084989 10084989 | 2168 2664 449
LAO3 345662 345662 81 622 539
LAO4 2514488 2514437 530 841 289
LAO5 17707825 17707505 | 3713 4315 345
MTO06 411 362 1 3 2
MT10-6x10 6867 3743 3 119 117
MT10-10x8 | 14393384 14393187 | 4908 5487 586
MT10-8x10 504211 503 885 169 384 211
MT10-8x8 153691 152616 42 95 53
MT10-9x9 3474216 3474102 | 1151 1557 383
ORB1-8x8 71817 65844 22 101 80
ORB2-8x8 77062 72919 20 59 38
ORB2-9x9 2246 381 2218 368 713 845 122

Tabel 6.28: Kombination af shifting bottleneck (SB) og kronologisk kon-
fliktlgsning (KK) ved TT.
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6.12 Lgsning vha. CPLEX

I afsnit 3.9 anfgrte vi en matematisk formulering af problemet til brug ved
lgsning mht. CPLEX.

I tabellerne 6.29-6.32 er vist lgsningstiden for CPLEX sammenlignet med
kgretiden af kronologisk konfliktlgsning. Desuden er vist den opnaede ob-
jektfunktionsvaerdi. Lgsningsvaerdien er maerket med en ring o i de tilfeelde,
hvor CPLEX-lgsningen er termineret pga. overskridelse af den maksimale
tidsgraense pé 10 timer, samt med en asterisk *, hvor CPLEX terminerede
pga. mangel pa hukommelse.

Det fremgar tydeligt, at CPLEX er langt mindre effektiv end den speciali-
serede algoritme, med lgsningstider der er i omegnen af 10 gange sa hgje,
mest udpraeget ved makespan. I de tilfeelde, hvor kgrslen er termineret pga.
hukommelsesmangel eller for lang kgretid, er den fundne lgsning god, men
dog som regel stadig omkring 10% fra den optimale.

Det blev forsggt at “hjelpe” CPLEX ved at tilfgje yderligere uligheder,
der repraesenterer betingelser, der altid er opfyldt i en brugbar lgsning.
Eksempelvis forspgtes med trekantsbetingelsen naevnt i [4], der siger, at
hvis der findes to kanter ogn, — 0;; 0g 05 — op;, hvor g < i < k, dvs.
ap; = ap, = 1, da afvikles ogp, for oy, dvs. at x}, = 1. Uligheden lyder
saledes, at

ap +al +(1—ah) <2

Dette sa dog umiddelbart ud til at fgre til endnu hgjere kgretider, hvorfor
det ikke blev udforsket yderligere.
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Lgsningsvaerdi Kgretid
Problem CPLEX KK | CPLEX KK
H20 1013 1013 <1 1
H50 2890 2890 1 1
H51 3030 3030 3 1
H60 1793 1793 5 2
AB7Z5-8x8 985 985 332 12
CARS5 8035* 7702 21183 5391
CARG6 8469* 8313 31847 113
CAR7 6558 6558 225 14
CARS 8264 8264 29284 171
LAO1 666 666 486 1
LAO2 655 655 837 65
LAO3 597 597 11647 46
LAO4 590 590 149 15
LAO5 593 593 17327 1
MTO06 55 55 <1 1
MT10-6x10 774 774 1 3
MT10-10x8 907* 861 26408 31558
MT10-8x10 824 824 6590 146
MT10-8x8 737 737 6382 68
MT10-9x9 8580 855 36000 3865
ORB1-8x8 787 787 8398 112
ORB2-8x8 726 726 1367 5
ORB2-9x9 793 793 9174 280

Tabel 6.29: Lgsning vha. CPLEX mht. makespan.
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Losningsvaerdi Kogretid
Problem CPLEX KK | CPLEX KK
H20 1253 1253 2 1
H50 0 0 2 1
H51 0 0 2 1
H60 0 0 31 1
ABZ5-8x8 687 687 792 6
CARS5 29931* 26114 19674 37
CARG6 11201 11201 1869 20
CAR7 7785 7785 112 3
CARS8 14024 14024 4770 3
LAO1 2140* 2072 18054 508
LAO2 2327* 2080 17620 1606
LAO3 22450 2232 36 000 476
LAO4 1713 1713 695 111
LAO5 2442% 2242 17622 2064
MTO06 37 37 1 1
MT10-6x10 225 225 10 3
MT10-10x8 2782% 2107 17799 10243
MT10-8x10 657 657 8602 228
MT10-8x8 783 783 569 21
MT10-9x9 1224 1309 17804 1840
ORB1-8x8 1101 1101 727 11
ORB2-8x8 900 960 2921 20
ORB2-9x9 1211* 1016 21040 559

Tabel 6.30: Lgsning vha. CPLEX mht. TWT(1,3).
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Losningsvaerdi Kogretid
Problem CPLEX KK | CPLEX KK
H20 681 681 <1 1
H50 0 0 1 <1
H51 0 0 1 <1
H60 0 0 10 1
ABZ5-8x8 0 0 71 1
CARS5 15656* 11874 19645 24
CAR6 1586 1586 1301 42
CAR7 1207 1207 70 10
CARS 5868 5868 16 418 13
LAO1 904 929 2969 68
LAO2 1041* 908 18068 11083
LAO3 1125* 1110 19206 384
LAO4 783 783 15290 588
LAO5 1240* 1138 17377 2618
MT06 1 4 1 1
MT10-6x10 0 0 <1 1
MT10-8x10 0 0 11 5
MT10-8x8 36 36 25 42
MT10-9x9 2270 66 36000 10078
ORB1-8x8 194 194 2382 26
ORB2-8x8 28 33 145 85
ORB2-9x9 40 40 4007 2451

Tabel 6.31: Lgsning vha. CPLEX mht. TWT(1,6).
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Lgsningsvaerdi Kogretid
Problem CPLEX KK | CPLEX KK
H20 1224 1224 <1 <1
H50 555 555 50 4
H51 565 565 124 4
AB7Z5-8x8 1769 1769 13812 23
CARS5 21843* 20932 18220 96
CARG6 15879 15879 14024 26
CAR7 10039 10040 140 3
CARS 17603 17603 19502 7
LAO1 2051* 1983 19026 257
LAO2 1960* 1816 17397 2168
LAO3 1921* 1768 16214 81
LAO4 1838* 1752 21414 530
LAO5 1937* 1789 20581 3713
MTO06 68 68 2 1
MT10-6x10 820 820 43 3
MT10-10x8 2451*% 2170 21825 4908
MT10-8x10 1400 1400 32485 169
MT10-8x8 1303 1303 4873 42
MT10-9x9 1988* 1747 19638 1151
ORB1-8x8 1504 1504 7546 22
ORB2-8x8 1389 1389 13723 20
ORB2-9x9 1835* 1736 20595 713

Tabel 6.32: Lgsning vha. CPLEX mht. TT.
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6.13 Opsummering

Vi har nu undersggt de i kapitel 5 omtalte lgsningsmetoder.

Kgretiderne har vaeret meget forskellige, selv for instanser med samme antal
maskiner og jobs.

Vi har undersggt metoderne for flere objektfunktioner, hvor iszer makespan
er vaesentligt anderledes end de gvrige. Selve malingerne har ofte veeret me-
get forskellige objektfunktionerne imellem, men konklusionerne mht. brug
af en given metode har flere steder vaeret den samme for dem alle.
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Kapitel 7

Konklusion

Malet med dette projekt har veeret at undersgge forskellige metoder til
lgsning af JSS med udgangspunkt i et praktisk problem, togskedulering.

Vi introducerede job-shop-skeduleringsproblemet samt en rakke af de be-
greber, der anvendes i forbindelse med forskellige typer af lgsningsmetoder,
herunder to objektfunktioner. Derudover har vi formuleret problemet som
et mixed integer-problem.

Herefter formulerede vi togskeduleringsproblemet som et JSS-problem. Det
skete med nogle antagelser om jernbanenettets struktur, der synes rimelige
i visse praktiske tilfeelde.

Vi har omtalt og implementeret et antal lgsningsmetoder og -komponenter,
heraf to branching-strategier, en bounding-metode, et dominanskriterium,
en heuristisk lgsningsmetode samt en lokalsggningsstrategi. De fleste af
disse er omtalt i to varianter — en for hver objektfunktion.

De implementerede metoder er blevet testet med en raekke instanser, dels
med generelle JSS-instanser fra forskellige kilder, dels med Higgins-instan-
serne, der er baseret pa autentiske data i forbindelse med togskedulering
og saledes har vaesentligt anderledes karakteristika. De fleste af sidstnaevnte
var dog relativt sma, hvilket ggr det svaert at konkludere ret meget generelt
pa baggrund heraf.

Desveaerre viste der sig kort fgr afleveringen af projektet en implemente-
ringsfejl, hvorfor nogle af de praesenterede resultater er fremkommet ved en
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fejlbeheeftet version af programmellet. Umiddelbart ser dette ikke ud til at
@ndre pa konklusionerne, men det kan ikke udelukkes, at fejlen kan have
haft indflydelse pa visse — iseer de kvantitative — konklusioner.

Vi undersggte et antal dispatch-regler, og selvom der ikke var nogen klar
favorit, var det dog den samme regel, mindste vaegtede ventetid, der s mest
lovende ud for begge de betragtede objektfunktioner.

Af de to betragtede branching-strategier viste kronologisk konfliktlgsning
sig at fungere bedst. Dog skal det siges, at branching ved kantindsaettelse
havde vaesentligt hgjere kgretider end en publiceret implementation af no-
genlunde samme algoritme, hvilket antyder, at det maske snarere er et pro-
blem i implementeringen end i metoden isoleret set. Dette problem kunne
meget vel ogsa ggre sig geldende ved kronologisk konfliktlgsning, forstaet
pa den made, at metoden i en anden implementation ville have en bedre
ydelse.

Det undersggte dominanskriterium gav ikke anledning til bedre kgretider
ved undersggelse af de generelle job-shop-instanser, mens det ved Higgins-
instanserne sa ud til at vaere mere frugtbart.

Lgsning af Higgins-instanserne skete noget hurtigere end i [17]. Det er her
ikke helt samme problemstilling, der er betragtet. Alligevel antages, at lgs-
ningen i [17] kunne drage nytte af den heri omtalte bounding-funktion samt
dominanskriteriet.

Brug af lokalsggning i forbindelse med branch-and-bound sa ud til at give
en smule bedre lgsningstider.

Den omtalte boundingmetode for makespan viste sig at veere effektiv. Sam-
men med kantindsattelse kunne sggetraeet beskaeres betragteligt, hvilket
dog ikke altid gav anledning til bedre kgretider. Den nye metode for TWT
gav anledning til vaesentlig beskaering af sggetracet, dog for det meste pa
bekostning af en noget hgjere koretid, hvorfor det generelt ikke kan betale
sig at bruge denne metode til bounding.

Shifting bottleneck gav — uanset lgsningstiden — noget ringere lgsnings-
vaerdier end tidligere publicerede resultater, hvilket antyder en fejl i imple-
menteringen. De fundne lgsninger var saledes ikke gode nok til at reducere
antallet af knuder i sggetreeet veesentligt, hvis deres objektfunktionsvaerdi
blev brugt som initiel overgranse ved kronologisk konfliktlgsning.

For at opsummere har de beregningsmaessige resultater overordnet set vee-
ret skuffende sammenlignet med rapporterede resultater fra litteraturen;
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dog har visse enkeltdele af metoderne givet lovende resultater, herunder
dominanskriteriet for kronologisk konfliktlgsning. Ved videre udforskning
af dette kraeves et stgrre saet testinstanser af samme type som Higgins-
instanserne. Det bgr dog bemzerkes, at selvom dominanskriteriet forbedrer
kgretiden for kronologisk konfliktlgsning, sa udelukker det ikke, at der fin-
des andre branching-strategier, der giver endnu bedre resultater.
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Bilag A
Symbolliste

M Mengden af maskiner, {M,..., M,,}
m Antallet af maskiner, |M(|
M, Maskine nr. p

J Mengden af jobs, {J1,...,Jn}

n Antallet af jobs, |7|

Ji Job nr. i bestdende af operationerne 0;1,...,0im
T4 Tidligst tilladte starttidspunkt for jobbet J;

C; Afslutningstidspunkt for jobbet J;

d; Deadline for jobbet J;

T; Tardiness af jobbet J;

w; Vgt af jobbet J;

0ij Operation nr. j pa jobbet J;

Sij Starttidspunkt (hoved) for operationen o;;

Cij Afslutningstidspunkt for operationen o;;

Dij Behandlingstid for operationen o

Ui Resterende behandlingstid for operationen o;; (bounding)
Qij Hale for operationen o;;

ay; Hale for operationen o;; mht. jobbet J

di; Deadline for operationen o;;
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124 Bilag A. Symbolliste

S Kildeknude

1% Aflgbsknude (makespan)

Vi Aflgbsknude for jobbet J; (TWT)
L(05,0r1) Leengste vej mellem knuderne o;; og o

P JSS-instans

(0] Objektfunktion

E Lgsning repraesenteret ved kanterne i en grafen
N

Q

Nutid (dominans)
Fortidens bidrag til objektfunktionsveerdien (dominans)

P, q Indeks for maskiner, dvs. M, og M,
g,i, k Indeks for jobs, dvs. Jg, J; og Ji
h,j,l Indeks for operationer pa jobs, dvs. ogn, 0i; 0g 0



