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!"#$%&' (%)* + ,+#'- .+)+ /-) "0 /-1+#+)- /*+1-/ "0 + /1-2%32 "45-2) )61- 7%'*)
7+$- %) .%829,) )" .#+( 2"&2,9/%"&/ +4"9) )*- "45-2) )61- %& '-&-#+,: ;&/)-+. %)
%/ &+)9#+, )" ("#$ (%)* + /)+)%/)%2+, %&)-#1#-)+)%"& "0 )*- .+)+ /-) +&. 0#"7 )*%/
." 2+,29,+)%"&/ "& <+#%+&2-= 7-+&= -)2: > /)+)%/)%2+, /*+1- 7".-, %/ + 1"19,+#/92* 7-)*".: ?*- 4+/- "45-2) %/ )*- 7-+& /*+1- (*%2* 2+& 4- .-0"#7-. )"
#-/-74,- )*- .%@-#-&) /*+1-/ %& )*- /-): ?*%/ 2+& 4- 9/-. )" %&<-/)%'+)- &-(/*+1-/ /92* +/ %& "45-2) #-2"'&%)%"&= +&. )" /6&)*-/%A- /*+1-/ /%7%,+# )" )*"/-%& )*- )#+%&%&' /-):

B CD�E��

F9%,.%&' + /)+)%/)%2+, /*+1- 7".-, %/ 2"&2-1)9+,,6 -+/6= +&. %&<",<-/ "&,6 + 0-(/)-1/: G#-1+#%&' )*- /*+1-/ 0"# +,%'&7-&) +&. .-2"71"/%)%"& %/ (*+) #-H9%#-/)*- 7"/) -@"#):

IJK LMNOPQPRS TUVU
?*- .+)+ 9/-. *-#- (+/ +2H9%#-. 9/%&' + ,+/-# /2+&&-#: WX *97+& 0+2-/ (-#-/2+&&-.= -+2* 2"&/%/)%&' "0 #"9'*,6 YZZZZ [\ 1"%&)/:

IJI ]^SP_VQUVP`R
?*- /2+&&%&' 1#"2-// .%@-#/ 0#"7 /2+& )" /2+&= (*%2* 7-+&/ )*+) )*- #+( /2+&
.+)+ ."-/ &") 2"&)+%& )*- /+7- &974-# "0 1"%&)/= +&. )*- 1"%&) "#.-#%&' %/
.%@-#-&): ?" 4- +4,- )" 2#-+)- + /*+1- 7".-,= +,, 0+2-/ 79/) *+<- )*- /+7-
&974-# "0 1"%&)/ +&. )*- /+7- 1"%&) "#.-#%&': a+$%&' /9#- )*%/ %/ 09,3,,-. %/
2+,,-. #-'%/)#+)%"&:

bcbcd efg hig jk l egmnolpg qflng
?*- 4+/%2 %.-+ "0 )*- #-'%/)#+)%"& 7-)*". 9/-. *-#- %/ 2*""/%&' "&- /*+1- +/ +
)-71,+)-= +&. +,)-#%&' )*- 1"%&) "#.-#%&' +&. .+)+ -r)-&) "0 )*- ")*-# /*+1-/

W



s%'9#- Wt ?*- )-71,+)- /*+1- &-r) )" +& 9&#-'%/)-#-. 0+2-
+22"#.%&' )" )*%/: ?*- )-71,+)- 0+2- /*"9,. 4- (-,, #-1#-/-&)-. +&. 2"&)+%& &"/)+)%/)%2+, +4&"#7+,%)%-/: ;) /*"9,. +,/" 4- 1#9&-.= /" )*+) )*- 2"##-/1"&.%&'
-r)-&) "0 )*- )-71,+)- %/ 1#-/-&) %& +,, )*- ")*-# /*+1-/: s%'9#- W /*"(/ )*-
1#9&-. )-71,+)- &-r) )" +& 9&#-'%/)-#-. 0+2-:

bcbcb ulvwmlxyzv{ iflngi
|+2* /*+1- %/ )*-& ,+&.7+#$-.= %:- 1"%&)/ "0 2"##-/1"&.-&2- +#- 7+&9+,,6
7+#$-. "9) %& -+2* /*+1-: }%&- ,+&.7+#$/ +#- 9/-. *-#-= 0",,"(%&' ~W�: ?*-/-+#- �%& )*%/ "#.-# +&. 0#"7 )*- "4/-#<-#/ 1"%&) "0 <%-(�t )*- 2*%&= )*- ,-0) +&.
#%'*) 2"#&-# "0 )*- 7"9)*= )*- )%1 "0 )*- &"/-= )*- ,-0) +&. #%'*) 2"#&-# "0 )*-,-0) -6-= )*- &"/- 29#<- 7%&%797 +&. )*- ,-0) +&. #%'*) 2"#&-# "0 )*- #%'*) -6-:s%'9#- Y /*"(/ + ,+&.7+#$-. /*+1- %& )*- [\ ,+&.7+#$%&' /"0)(+#- (#%))-& 46�+/79/ G+9,/-& ~��:

bcbc� �g{zipxlpzjv
?*- #-'%/)#+)%"& 1#"2-// %/ )*-& 2"&.92)-. 0"# -+2* /*+1- +/ 0",,"(/t
?*- )-71,+)- 0+2- %/ .-0"#7-. ~Y� )" #"9'*,6 3) )*- /*+1- )" 4- #-'%/)-#-. 9/%&')*- )*%&�1,+)- /1,%&- (+#1%&' )-2*&%H9-: ?*%/ 7+$-/ )*- /*+1-/ 2"%&2%.- +) )*-,+&.7+#$/ +/ 2+& 4- /--& %& 3'9#- [: �-- +11-&.%r F 0"# 7"#- %&0"#7+)%"& "&)*%&�1,+)- /1,%&- (+#1%&':
?*- )-71,+)- %/ &"( )#-+)-. +/ + /-) "0 1"%&)/= +&. )*- /*+1- )" 4- #-'%/)-#-.%/ )#-+)-. +/ + 2"&)%&9"9/ /9#0+2-: s"# -+2* 1"%&) %& )*- )-71,+)-= )*- 2,"/-/)
1"%&) "& )*- /*+1- /9#0+2- %/ 0"9&. +&. #-'%/)-#-.: !*-& )*%/ %/ ."&- 0"# +,,
)-71,+)- 1"%&)/= )*- ",. /*+1- 1"%&)/ +#- .%/2+#.-. +&. #-1,+2-. 46 )*- &-(
#-'%/)-#-. 1"%&)/: ?*%/ 7+$-/ /9#- )*+) )*- )-71,+)- +&. )*- &-( /*+1- *+/ )*-/+7- &974-# "0 1"%&)/ +&. )*- /+7- 1"%&) "#.-#%&': >& -@-2) "0 )*%/ %/ )*+)
)*- &-( /*+1-/ +#- +,/" 1#9&-. +22"#.%&' )" )*- )-71,+)-:

Y



s%'9#- Yt s+2- (%)* ,+&.7+#$/:

s%'9#- [t ?*- (+#1-. )-71,+)- �#-.� "<-# + 0+2- )" 4- #-'%/)-#-. �4,9-�

[



s%'9#- �t ?(" #-'%/)-#-. 0+2-/
IJ� TUVU L�PSR�^RV
!%)* )*- /-) "0 #-'%/)-#-. /*+1-/ )*- 7".-, 2+& &"( 4- 49%,): ?" #-7"<- +&6
<+#%+)%"& %& 4-)(--& )*- /*+1-/ 2+9/-. 46 .%@-#-&) ,"2+)%"&= #")+)%"& +&.�"#/2+,-= %:- 1"%&) <+#%+&2- &") 2+9/-. 46 .%@-#-&2- %& /*+1-= + '-&-#+, 1#"2#9/)-/+&+,6/%/ ��G>� %/ 1#-0"#7-. ~��: ?*%/ -//-&)%+,,6 +,%'&/ )*- /*+1-/ "1)%7+,,6
9/%&' + /%7%,+#%)6 )#+&/0"#7:

IJ� ��URS^ �� �U_P_ UR� ]^�OMVP`R `� TP�^R_P`RU�PV�
> [\ /*+1- 2"&/%/)%&' "0 n 1"%&)/ 2+& 4- /--& +/ + /%&',- <-2)"# %& <3n (*-#-)*- <-2)"# 2+& 4- 2"&/)#92)-. +/

v = (x0, . . . , xn, y0, . . . , xn, z0, . . . , zn)

?*- /-) "0 /*+1-/ &"( 2"&/%/)/ "0 + 1"%&) 2,"9. %& 3n�.%7-&/%"&+, /1+2-: ?*-
29##-&) 2""#.%&+)- /6/)-7 4+/%/ 7+$-/ %) 1"//%4,- )" 7"<- /%&',- 1"%&)/ (*%2*%/ &") <-#6 9/-09, 0"# /)+)%/)%2+, 19#1"/-/: ?*#"9'* + 2*+&'- "0 4+/%/ 7"#-%&)-#-/)%&' +r-/ 2+& 4- 0"9&. .-/2#%4%&' 0"# -r+71,- +'-= '-&.-#= -)2: �-#-= )*-
&-( 4+/%/ %/ 0"9&. )*#"9'* + 1#%&2%1+, 2"71"&-&) +&+,6/%/ �G�>�= 1#"4+4,6 )*-
7"/) 2"77"& 7-)*". 0"# /*+1- .-2"71"/%)%"&: ?*- &-( 4+/%/ 2"&/%/)/ "0 )*-
7+%& +r-/ "0 )*- 1"%&) 2,"9.: ?*%/ 7+$-/ %) 1"//%4,- )" #-1#-/-&) )*- "45-2)/%& )*- .+)+ /-) 9/%&' "&,6 + 0-( 1+#+7-)-#/: >11-&.%r > '%<-/ +& %&�.-1)*.-/2#%1)%"& "0 G�>:

� ����D�D���� ��

?*- %71,-7-&)+)%"& "0 )*- )-2*&%H9-/ .-/2#%4-. (-#- ."&- 9/%&' )*- �%/9+,%A+�)%"& ?"",�%) ��?�� )*#"9'* ?2,�?$ +&. ��� ~ �:

�



s%'9#- Xt ?*- /*+1- 7".-, <%-(-# 1#"'#+7 /*"(%&' )*- 7-+& 0+2-

�JK ¡MURRPRS ¢UM^_
?*- 0+2-/ (-#- /2+&&-. 9/%&' + a%&",)+ �%<%. £ZZ ,+/-# /2+&&-#: ¤&- /2+& )+$-/+11#"r%7+)-,6 X /-2"&./= +&. )*#-- /2+&/ 0#"7 .%@-#-&) +&',-/ +#- &-2-//+#6 )"
'-) + .-2-&) #-1#-/-&)+)%"& "0 )*- 0+2- +#-+: ?*- /2+&&-# %/ &") +4,- )" #-'%/)-#*+%#= /" + 09,, *-+. #-1#-/-&)+)%"& %/ &") 1"//%4,- (%)* )*%/ )61- "0 2+7-#+:

�JI ¥OU�PV� `� TUVU UR� ¦^V�`�_ `� §�¨Q`©^�^RV
?*- )*#-- /2+&/ &--.-. 0"# -+2* 0+2- 1#".92- )*#-- /-1+#+)- /9#0+2-/ )*+) &--.)" 4- 7-#'-.: ?*%/ %/ ."&- 46 )*- 2+7-#+ /"0)(+#-: ?*- #-/9,) %/ .-2-&) 49) )*-/9#0+2- 4-2"7-/ #"9'*= +&. 7-/* *",-/ +#- 2"77"&: ?*-#-0"#- )*- /*+1-/ +#-
1"/)�1#"2-//-. )" #-7"<- /"7- "0 )*- *",-/ +&. /7"")*-. +&. #-,+r-. %& �?�
9/%&' + (%&."(-. /%&2 09&2)%"& %&)-#1",+)%"& $-#&-,:
?*- %71,-7-&)+)%"& "0 )*- #-'%/)#+)%"& +,'"#%)*7 %/ /)#+%'*)0"#(+#. +/ �?�
1#"<%.-/ 09&2)%"&/ 0"# )*%&�1,+)- /1,%&- (+#1%&'= 3&.%&' )*- 2,"/-/) 1"%&) "& +
1,+&- -)2:
?" 4- +4,- )" -r+7%&- )*- 7".-, -+/%,6= + /%71,- ?2,�?$ 1#"'#+7 /*"(%&')*- 7".-, *+/ 4--& %71,-7-&)-.: s%'9#- X /*"(/ )*- 1#"'#+7 (%)* )*- 9/-#%&)-#0+2-: ?*- 0+2- #-1#-/-&)+)%"& /*"(& %/ )*- 7-+& 0+2-:

X



s%'9#-  t ?*- 3#/) 7".- "0 <+#%+)%"&

s%'9#- �t ?*- /-2"&. 7".- "0 <+#%+)%"&

�J� ª�L §�¨�^�^RVUVP`R
�?� +,/" 1#"<%.-/ 09&2)%"&+,%)6 0"# +,%'&7-&) +&. G�> (*%2* 7+$-/ %71,-�7-&)+)%"& )#%<%+,:

« ���D���D� �¬ �ED C��D�
s%'9#-  = � +&.  /*"( )*- )*#-- 7+5"# 7".-/ "0 <+#%+)%"&: ?*- %&)-#1#-)+)%"&
"0 )*-/- %/ &") 2,-+# 49) )*- 3#/) 7".- /--7/ )" 7".-, '-&.-#= (*%,- )*- )("
")*-# 7".-, +/1-2) #+)%" +,"&' )*- r +&. A +r-/:

® �̄���D °��±

?*- a%&",)+ 2+7-#+ 9/-. *-#- 2+1)9#-/ 4")* /*+1- +&. )-r)9#-: �9##-&),6 ("#$%/ ."&- )" -r)-&. )*- /*+1- 7".-, )" +& +11-+#+&2- 7".-, ~[�: ?*%/ 7".-, (%,,
4- 9/-. 0"# "45-2) #-2"'&%)%"& "0 0+2-/ %& <+#6%&' 1"/-:

 



²³´µ¶· ¸¹ º»· ¼»³¶½ ¾¿½· ¿À ÁÂ¶³Â¼³¿Ã
Ä ÅÆÇÈÉÇÊËÌ ÍÎÏÊÎÈÐÈÑÒ ÄÈËÌÓÒÇÒ

ÔÕÖ ³× Ø¿ÃØ·¶Ã·½ Ù³¼» ¼¶ÂÃ×À¿¶¾³Ã´ ½Â¼Â ³Ã ¿Ã· Ø¿¿¶½³ÃÂ¼· ×Ú×¼·¾ ¼¿ ÂÃ¿¼»·¶
Ù³¼» ¼»· À¿ÛÛ¿Ù³Ã´ Ü¶¿Ü·¶¼³·×¹

• º»· Ý¶×¼ ÂÞ³× ³× Ø»¿×·Ã ×¿ ¼»Â¼ ¼»· ÁÂ¶³ÂÃØ· ¿À ¼»· Ü¶¿ß·Ø¼·½ ½Â¼Â ÂÛ¿Ã´
¼»· ÂÞ³× ³× ¾ÂÞ³¾³×·½à º»· ×·Ø¿Ã½ ÂÞ³× ³× Ø»¿×·Ã ×¿ ¼»Â¼ ¼»· ¶·¾Â³Ã³Ã´ÁÂ¶³ÂÃØ· ³× ¾ÂÞ³¾³×·½ ÂÛ¿Ã´ ¼»Â¼ ÂÞ³×á ÂÃ½ ×¿ ¿Ã À¿¶ ÂÛÛ ÂÞ·×à

•
ÖÛÛ ÂÞ·× ¾µ×¼ â· ¿¶¼»¿´¿ÃÂÛà

• ãÂØ» Ã·Ù ÁÂ¶³ÂâÛ· äÂÞ³×å ³× Â Û³Ã·Â¶ Ø¿¾â³ÃÂ¼³¿Ã ¿À ¼»· ¿¶³´³ÃÂÛ ÁÂ¶³ÂâÛ·×
äÂÞ·×åà

• º»· ¼¶ÂÃ×À¿¶¾Â¼³¿Ã ¾µ×¼ Ã¿¼ Ø¿Ã¼Â³Ã ×ØÂÛ³Ã´à
º¿ ³ÛÛµ×¼¶Â¼· ¼»·×· ³½·Â×á Â ×³¾ÜÛ· ·ÞÂ¾ÜÛ· Ù³¼» ¼Ù¿æ½³¾·Ã×³¿ÃÂÛ ´·¿¾·¼¶³ØÂÛ
½Â¼Â Ù³ÛÛ â· ´³Á·Ãà º»³× ØÂÃ ¼»·Ã â· ´·Ã·¶ÂÛ³×·½ ¼¿ »³´»·¶ ½³¾·Ã×³¿Ã×à ²³´µ¶·ç ×»¿Ù× Â ×·¼ ¿À èé Ü¿³Ã¼× ÂÃ½ ¼»· Û³Ã· x1 = x2

à ºÂâÛ· Ö Û³×¼× ¼»· Ø¿¿¶½³ÃÂ¼·×à
êâ×·¶ÁÂ¼³¿Ã x1 x2

1 1.02 0.546
2 1.44 0.372
3 1.21 0.897
4 4.31 5.19
5 4.17 4.39
6 5.75 5.78
7 5.12 6.93
8 6.86 5.53
9 8.33 7.75
10 9.19 8.35ëÂ¶³ÂÃØ· 48.7 ì 51.3 ì

í¼ ³× ³¾¾·½³Â¼·ÛÚ ×··Ã ¼»Â¼ ¼»·¶· ³× ×¼¶¿Ã´ Ø¿¶¶·ÛÂ¼³¿Ã â·¼Ù··Ã ¼»· Ü¿³Ã¼×á ¼»·Ú×··¾ ¼¿ ¶¿µ´»ÛÚ ÀµÛÝÛÛ ¼»· ·îµÂ¼³¿Ã x1 = x2

à ï·¼ð× Â××µ¾· ¼»Â¼ ¼»· ´¶·Â¼·×¼ÁÂ¶³Â¼³¿Ã ³Ã½··½ ØÂÃ â· À¿µÃ½ ÂÛ¿Ã´ ¼»³× Û³Ã· ÂÃ½ Ø»¿¿×· x1 = x2

Â× ¼»· Ý¶×¼

ñ
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x 2

s%'9#- £t > /-) "0 Y\ 1"%&)/

&-( +r%/: ?*- /-2"&. +&. ,+/) +r%/ )*-& 4-2"7-/ x1 = −x2

+/ )*%/ %/ )*- "&,6
2*"%2- 0"# "#)*"'"&+, +r-/: G#"5-2)%&' )*- 1"%&)/ "&)" )*-/- &-( +r-/ 46

x̃1 = cos
π

4
x1 + sin

π

4
x2 =

1√
2
x1 +

1√
2
x2

x̃2 = −sin
π

4
x1 + cos

π

4
x2 = − 1√

2
x1 +

1√
2
x2

'%<-/
¤4/-#<+)%"& x̃1 x̃2

1 1.09 −0.372
2 1.26 −0.790
3 1.48 −0.260
4 6.73 0.456
5 6.05 0.0015
6 8.15 −0.183
7 8.55 1.06
8 8.73 −1.16
9 11.4 −0.692
10 12.4 −0.906�+#%+&2- 97.4 ò 2.6 ò

>,7"/) +,, <+#%+&2- %/ &"( +,"&' x̃1
= 59/) +/ -r1-2)-.: ?*%/ ,-+./ )" )*- /9/1%2%"&)*+) )*-#- %/ +& "1)%7+, 2*"%2- "0 x̃1

= (*%2* 7+r%7%/-/ )*- <+#%+)%"&: ?*-#- %/=+&. )*- 2*"%2- %/ )*- -%'-&<-2)"# "0 )*- 2"<+#%+&2- 7+)#%r "0 x 2"##-/1"&.%&')" )*- ,+#'-/) -%'-&<+,9-: ?*- -%'-&<-2)"# 2"##-/1"&.%&' )" )*- /-2"&. ,+#'-/)





-%'-&<+,9- '%<-/ )*- +r%/ (%)* )*- /-2"&. 7"/) <+#%+)%"&= +&. /" "&: !*6 %/
)*%/ó ?*- 1#""0 '%<-& *-#- 0",,"(/ )*- "&- '%<-& 46 �: �*+#7+ ~X�:
ô-) x

4- +
p×n 7+)#%r (*-#- p

%/ )*- &974-# "0 <+#%+4,-/ +&. n
%/ )*- &974-#

"0 "4/-#<+)%"&/: ;& "9# 2+/- p = 2
+&. n = 10

: ?*- 2"<+#%+&2- 7+)#%r= Σx
= %/

'%<-& 46
Σx =

1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T .

(*-#- x̄
%/ )*- p × 1 <-2)"# .-/2#%4%&' )*- 7-+& "4/-#<+)%"&: ?*- &-( .-�2"##-,+)-.= "# <+#%+&2- 7+r%7%/-.= <+#%+4,-/ (%,, 4- '%<-& 46 ,%&-+# 2"74%&+)%"&/

"0 )*- ",.: ô-) )*-#-0"#- C = (c1c2 . . . cp)
T .-&")- )*- p × p 7+)#%r %& (*%2*

-+2* #"( ci
2"&)+%&/ (-%'*)/ )" 0"#7 -+2* &-( <+#%+4,-: ;& )*- -r+71,- +4"<-

C =

[

1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

]

.

ô-) x̃ = Cx .-&")- )*- &-( /-) "0 <+#%+4,-/:
?*- <+#%+&2- "0 )*- &-( <+#%+4,- %/ '%<-& 46

Σx̃ =
1

n

n
∑

i=1

(x̃i − ¯̃x)(x̃i − ¯̃x)T =

1

n

n
∑

i=1

(Cxi − Cx̄)(Cxi − Cx̄)T = . . . = CΣxC
T .

?*%/ 7-+&/ )*+) 0"#
Σx̃

)" 4- 7+r%7%/-.= (- 79/) 3&. + /9%)+4,- C
/945-2))" )*- 2"&/)#+%&) CCT = I �%: -: &" /2+,%&'�: ?*- /",9)%"& 2+& 4- 0"9&. 46

"1)%7%/%&' CΣxC
T 9/%&' ô+'#+&'- 79,)%1,%-#/:

ô-)
Z = CΣxC

T − λ(CCT − I).?*- 1+#)%+, .-#%<+)%<- %/ '%<-& 46
∂Z

∂C
= 2ΣxC

T − 2λCT .

�-))%&' )*- +4"<- )" A-#" 6%-,./ )*- 3&+, /",9)%"&: ?*+) %/=
(Σx − λI)CT = 0

�-+##+&'%&' (- '-)=
ΣxC

T = λCT .?*%/ %/ #-2"'&%/-. +/ )*- .-3&%)%"& "0 -%'-&<-2)"#/ +&. -%'-&<+,9-/: ?*+) %/= 0"#)*- +4"<- )" 4- )#9-= )*- #"(/ "0
C 79/) *",. )*- -%'-&<-2)"#/ "0

Σx

+&. )*-
p 1"//%4,- 2*"%2-/ "0

λ 79/) 4- )*- 2"##-/1"&.%&' -%'-&<+,9-/:
;& 2"&2,9/%"&= 0"# Σx̃

)" 4- 7+r%7%/-.= )*- (-%'*) #"(/ "0
C

/*"9,. 4- 2*"/-&+/ )*- -%'-&<-2)"#/ "0
Σx

: ;& )*- -r+71,- +4"<- (- '-) -%'-&<+,9-/ 152.1
+&.

4.019 2"##-/1"&.%&' )" -%'-&<-2)"#/ (0.6970, 0.7171)
+&. (−0.7171, 0.6970) #-�/1-2)%<-,6: ?*- 3#/) 1#%&2%1+, 2"71"&-&) %/ )*-#-0"#- )*- ,%&- x1 = 1.029x2 −

0.3045= &") 0+# "@ )*- %&%)%+, '9-//: ?*%/ 2"71"&-&) +22"9&)/ 0"# 97.4% "0 )*-)")+, <+#%+&2-: ?*-#-0"#-= %0 /9%)+4,-= )*- /-2"&. 1#%&2%1+, 2"71"&-&) 2"9,. 4-
"7%))-.= )*9/ #-.92%&' .%7-&/%"&+,%)6õ "&- "0 )*- 7+%& 19#1"/-/ "0 G�>:

£



ö ÷E �øù���D ú�� �D °��� �¬

;7+'%&- +& %7+'- 1#%&)-. "& +& �%&3&%)-,6� -,+/)%2 #944-# /*--): G%2)9#- 1%-#2%&')*- /*--) (%)* + /-) "0 1%&/ +&. .#+''%&' )*-/- )" &-( 1"/%)%"&/= )*9/ )#+&/0"#7�%&' )*- %7+'-: ?*- %7+'- #-1#-/-&)/ <%/9+,%/+)%"& .+)+ +&. )*- 1%&/ #-1#-/-&),+&.7+#$/: \#+''%&' )*- 1%&/ )" &-( 1"/%)%"&/ )#+&/,+)-/ )" )#+&/0"#7%&' )*-
.+)+ )" 3) &-( ,+&.7+#$ 1"/%)%"&/= /92* +/ 7-+& ,+&.7+#$/: ?*%/ )61- "0)#+&/0"#7+)%"& %/ 2+,,-. (+#1%&':
!+#1%&' m�.%7-&/%"&+, .+)+ x (%)* ,+&.7+#$/

xi
)" m�.%7-&/%"&+, .+)+ y(%)* ,+&.7+#$/

yi

%/ 1#-0"#7-. 9/%&' + 79,)%<+#%+)- 09&2)%"& y = f(x) =
(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) (*%2* 1#-0-#+4,6 *",./ )*- 0",,"(%&' 1#"1-#)%-/t

• 2"&)%&9"9/
• /7"")*
• 4%5-2)%<-
• %&)-#1",+)%&'= %:-: f(xi) = yi∀i

?*- #944-# /*--) (+#1%&' 7-&)%"&-. +4"<- 2+& 4- +2*%-<-. 9/%&' )*- 4%<+#%+)-09&2)%"& (x′, y′) = f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y))
: �%&2- )*- -H9+)%"&/ 0"# x′ +&.

y′ +#- %&.-1-&.-&)= )*- #-/) "0 )*- .%/29//%"& (%,, 0"29/ "& + /%&',- /2+,+# <+,9-.)*%&�1,+)- /1,%&- 09&2)%"&:
!+#1%&' %/ -//-&)%+,,6 )*- /+7- +/ %&)-#1",+)%"&: ;& %&)-#1",+)%"&= )*- )+/$ %/
)" 3&. /9%)+4,- <+,9-/ %&�4-)(--& $&"(& .+)+= (*%,- %& (+#1%&'= )*- )+/$ %/ )"3&. /9%)+4,- 1"/%)%"&/ 0"# .+)+ %&�4-)(--& $&"(& 1"/%)%"&/: ;& "&- .%7-&/%"&%&)-#1",+)%"& 2+& 4- 1#-0"#7-. 9/%&' 1%-2-(%/- 294%2 1",6&"7%+,/ 2+,,-. &+)9#+,
294%2 /1,%&-/: ?*-/- ,-+. )" ',"4+,,6 /7"")* 09&2)%"&/= %:-: )*- /-2"&. "#.-#
.-#%<+)%<-/ +#- 2"&)%&9"9/ )*#"9'*"9) )*- /1,%&-: G*6/%2+,,6= )*- 294%2 /1,%&-
#-1#-/-&)/ + )*%& 7-)+, #". (*%2* %/ /"7-*"( *-,. %& 1,+2- +) )*- 1"%&)/ (*-#-
.+)+ %/ $&"(&: ?*- #". (%,, )+$- "& + /*+1- )*+) 7%&%7%/-/ %)/ %&)-#&+, 4-&.%&'
-&-#'6: ?*- -r)-&/%"& "0 294%2 /1,%&-/ )" n ≥ 2 .%7-&/%"&/ +#- )*%&�1,+)- /1,%&-/
(*-#-= +/ )*- &+7- /9''-/)/= )*- /)--, #". *+/ 4--& #-1,+2-. 46 + )*%& /)--, 1,+)-:
?*- 4-&.%&' -&-#'6 09&2)%"& "0 )*- /)--, 1,+)- %/

∫∫

<2

(f2

xx + 2f2

xy + f2

yy)dxdy �W�
&") )+$%&' %&)" +22"9&) ")*-# 1*6/%2+, 0+2)"#/ /92* +/ '#+<%)6: ?*- 09&2)%"&
f(x, y)

)*+) 7%&%7%/-/ )*%/ 4-&.%&' -&-#'6 %/

f(x, y) =

n
∑

j=1

wjU(r) + a0 + a1x + a2y
�Y�

(*-#-
U(r) = r2 log r2 �[�

+&.
r =

√

(x2 + y2) ���
WZ



?*- 2"-82%-&)/ wj
= a0

= a1

+&. a2

+#- 9&$&"(&= 49) )*- 2"&/)#+%&)/ %71"/-. 46
f(xi) = yi

+&. )*- (%/* )" 7%&%7%/- )*- )")+, 4-&.%&' -&-#'6 7+$-/ %) 1"//%4,-)" .-)-#7%&- )*-/- 46 /",<%&' ,%&-+# /6/)-7/ "0 -H9+)%"&/:
s"# n

,+&.7+#$/= )*- .-7+&. 0"# -r+2) %&)-#1",+)%"& '%<-/ )*- 0",,"(%&' n -H9+�)%"&/t
x′

i =
n

∑

j=1

wjUij + a0 + a1xi + a2yi , 1 ≤ i ≤ n �X�

(*-#- Uij = U(
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2)
: ?*%/ 2+& 4- -r1#-//-. %& 7+)#%r 0"#7+/

x′ = Ew + Xa � �
(*-#- E = [Eij ] (n × n)

+&. X = [1 xi yi] (n × 3)
: ?*- #-H9%#-7-&) 0"#

7%&%7%/-. 4-&.%&' -&-#'6 '%<-/
XT w = 0 ���

�",<%&' -H9+)%"&   0"#
w '%<-/

w = E−1(x′ − Xa) ��
;&/-#)%&' )*%/ %&)" -H9+)%"& � +&. /",<%&' 0"#

a '%<-/
a = (XT E−1X)−1XT E−1x′ �£�

|H9+)%"&/  +&. £ +#- )*- +&+,6)%2+, -r1#-//%"&/ 0"# +,, 9&$&"(& 1+#+7-)-#/
2",,-2)-. %& w

+&. a
: ?"'-)*-# )*-/- 0"#7 n+3 -H9+)%"&/ 0"# )*- /+7- &974-#

"0 9&$&"(&/:

ûDüD�D��Dý
~W� ?%7 þ: �9))"&= F-#&+#. s: F9r)"& +&. G-)-# �+77"&.: ÿ���� �������
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