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17.2. Kømodellers struktur
• Kundepopulation

• størrelse
• ankomstproces

• Kølængde

• Kødisciplin

• Betjeningsmekanisme
• antal betjenere
• betjeningstid
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17.4. Eksponentialfordeling

T ∼ exp(α)

Tæthedsfunktionf(t) = αe−αt, t ≥ 0

FordelingsfunktionF (t) = P{T ≤ t} = 1− e−αt

Forventet værdiE(T ) =
∫∞

0 tαe−αtdt = 1/α

VariansV (T ) = E(T − ET )2 = 1/α2

Markov: P{T > t + s | T > s} = P{T > t}
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Skadestue
Antal betjeneres = 1

Ankomstintensitetλ = 2 patienter/time= 2 /h

Gennemsnitlig betjeningstid
1/µ = 20 min./patient→ µ = 3 /h

Poissonankomster: ssh. for ankomst i∆t ∼ λ∆t

Eksponentialfordelte betjeningstider:
ssh. for betjeningsafslutning i∆t ∼ µ∆t

Poissonproces:
Antal ankomster i et bestemt tidsrum er Poissonfordelt
= Mellemankomsttiden er eksponentialfordelt
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Tilstandssandsynligheder

Pn(t) = ssh. forn kunder i systemet på tidspunktt

P0(t + ∆t) ≃ P0(t)(1− λ∆t) + P1(t)µ∆t
P ′0(t) = µP1(t)− λP0(t)

P1(t + ∆t) ≃
P0(t)λ∆t + P1(t)(1− λ∆t− µ∆t) + P2(t)µ∆t
P ′1(t) = λP0(t) + µP2(t)− (λ + µ)P1(t) osv.

Stationaritet
P ′n(t) = 0 giver et ligningssystem for
tilstandssandsynlighederne
µP1 = λP0,
λP0 + µP2 = (λ + µ)P1 osv.
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17.5. Fødsels- og dødsproces

Tilstandsafhængige parametre
µ1P1 = λ0P0, λ0P0 + µ2P2 = (λ1 + µ1)P1 osv.

Springdiagram
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P1 = P0 · λ0/µ1, P2 = P1 · λ1/µ2 = P0 · λ1λ0/(µ2µ1)

Definér
Cn = λn−1λn−2 · · ·λ1λ0/(µnµn−1 · · ·µ2µ1), C0 = 1
Pn = CnP0
∑∞

n=0 Pn = 1→ P0 = 1/
∑∞

n=0 Cn
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Karakteristika

antal i system,n 0 1 · · · s− 1 s s + 1 . . .

sandsynlighed P0 P1 Ps−1 Ps Ps+1

antal i kø 0 0 0 0 1

Forventet antal kunder i systemet:L =
∑∞

n=0 nPn

Forventet antal kunder i køen:Lq =
∑∞

n=s(n− s)Pn

Hvis λn = λ ∀n:
Forventet systemtid:W = L/λ
Forventet køtid:Wq = Lq/λ

Ellers benyttesλ =
∑∞

n=0 λnPn i stedet forλ
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Skadestue
s = 1, λ = 2/h, µ = 3/h
Udnyttelsesgradρ = λ/(sµ) = 2/3

Cn = ρn, Pn = (1− ρ)ρn

L =
∑∞

n=0 n(1− ρ)ρn = ρ/(1− ρ) = 2

Lq =
∑∞

n=1(n− 1)Pn = L− (1− P0) =

ρ2/(1− ρ) = 4/3

W = 1 h
Wq = 2/3 h = 40 minutter

SystemtidenW ∼ exp(µ− λ)
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17.6. Kømodeller
M/M/s

Ankomstintensitetλ
gennemsnitlig betjeningstid1/µ

Stationaritet kræver at udnyttelsesgraden
ρ = λ/(sµ) < 1

λn = λ ∀n

µn =

{

nµ for n < s

sµ ellers

Cn =

{

(λ/µ)n

n! for n < s
(λ/µ)n

s!sn−s ellers
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Skadestue
Antal betjeneres = 2 (λ = 2/h, µ = 3/h)

ρ = 2/(2 · 3) = 1/3 < 1

1
P0

=
∑s−1

n=0
(λ/µ)n

n! + (λ/µ)s

s!(1−ρ) = 1 + 2
3 + (2/3)2

2·2/3 = 2

Lq = P0(λ/µ)sρ
s!(1−ρ)2 = 1/2·(2/3)2·1/3

2(2/3)2 = 1/12

Wq = Lq/λ = 1/24 h = 2.5 minutter

W = Wq + 1/µ = 3/8 h = 22.5 minutter

L = λW = 3/4

Fig. 17.6 giverL meget tilnærmet

Side 779-781 giver formler fors = 1 betjener
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M/M/s med begrænset kø

Der er højst plads tilK kunder i systemet
dvs. højstK − s kunder i køen

Stationaritet kan altid nås

Vi kan antageK ≥ s
(K = s kaldes et afvisningssystem)

λn =

{

λ for n < K

0 ellers

µn =

{

nµ for n < s

sµ ellers
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M/M/s med begrænset kø fortsat

1
P0

=
∑s

n=0
(λ/µ)n

n! + (λ/µ)s

s!

∑K
n=s+1 ρn−s

PK = (λ/µ)K

s!sK−s P0

Lq = P0(λ/µ)sρ
s!(1−ρ)2 [1− ρK−s − (K − s)ρK−s(1− ρ)]

(for ρ = 1: L’Hôpital)

L =
∑s−1

n=0 nPn + Lq + s(1−
∑s−1

n=0 Pn)

Side 785-787 giver formler fors = 1 betjener

λ = λ(1− PK)
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M/M/s med endelig kundepop.

Maskinpasning

Kundepopulationens størrelse erN
(en maskines gennemsnitlige oppetid:1/λ)

Stationaritet kan altid nås

λn =

{

(N − n)λ for n < N

0 ellers

µn =

{

nµ for n < s

sµ ellers

Side 788-790 giver formler

λ = λ(N − L)
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