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FORORD

Dette notat kan leeses pa baggrund af en statistisk viden svarende til lerebogen “M. Oddershede
Larsen : Statistiske grundbegreber”.

Notatet er bygget op séledes, at de vaesentligste begreber soges forklaret anskueligt og ved hjelp
af et stort antal eksempler.

Det forudsettes, at man har en lommeregner med de statistiske fordelinger indlagt. Der vil derfor
i ringe omfang blive benyttet statistiske tabeller.

I “Statistiske grundbegreber” er der i appendix A en “brugsanvisning” pé hvorledes dette kan
gores med bl.a lommeregnerne Ti-83 og HP48G.

Sidst 1 dette notat (side 85) findes en tilsvarende “brugsanvisning” for TI-89.

Sidst i hvert kapitel findes en oversigt over de vigtigste formler samt nogle opgaver. En facitliste
til opgaverne findes bagerst i notatet.

Fordelen ved direkte at bruge formlerne til losning af eksemplerne er, at man derved opnar en
storre forstdelse. De mere avancerede programmer bliver let en “sort” kasse, hvor der pa mystisk
vis dukker et facit op, som man ikke rigtig har noget forhold til.

Imidlertid er det naturligvis ogsd vigtigt, at man kender de muligheder mere avancerede
regnemidler tilbyder.

Lommeregneren TI-89 er en god “statistiklommeregner, sa i slutningen af hvert kapitel bliver de
samme eksempler som i hovedteksten regnet ved benyttelse af dens indbyggede programmer.
Ved behandling af store datamangder og ved mere regneteknisk komplicerede analyser er en
lommeregner som TI - 89 ikke nok. Her et det nadvendigt at benytte en PC med et passende
statistisk software. I dette notat er anvendt statistikprogrammet “Statgraphics”, sdledes, at alle
eksemplerne efter hvert kapitel ogsé er regnet med dette program.

Der findes mange andre udmerkede statistikprogrammer. I et ganske tilsvarende notat (som kan
findes pa nedenstaende adresse) er Statgraphics eksemplerne siledes udskiftet med SAS-JUMP.
Udskrifterne fra sadanne statistikprogrammer afviger ikke vaesentligt fra hinanden, sé& skulle man
1 undervisningen benytter et tredie statistikprogram, kan de studerende uden vanskelighed pa
basis af disse udskrifter tolke egne udskrifter.

Data foreligger ofte som en fil i et regneark som eksempelvis Excel. Disse regneark har
indbygget en del statistik bl.a. de almindeligste testfunktioner.

I notatet “Videregdende statistik regnet med Excel” er en reekke af disse statistiske muligheder
gennemgaet.

Andre notater i samme ““serie” er noterne

Videregéende Statistik I: Sammenligning af to eller flere kvalitative variable

Videregaende Statistik III: Ikke parametriske metoder. Statistisk kvalitetskontrol

Noterne (som bade findes i en Statgraphics og en SAS-JUMP version) et sogt udarbejdet, s& de
kan leeses uathangigt af hinanden.

Alle de nevnte noter kan i pdf-format findes pé adressen www.larsen-net.dk
August 2006 Mogens Oddershede Larsen.
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13.1 Indledning

13 REGRESSIONSANALYSE

13.1 Indledning

I dette kapitel betragtes forseg, hvor man har malt sammenhegrende verdier af to eller flere
variable. Det folgende eksempel demonstrerer et sddant tilfaelde.

Eksempel 13.1.

L et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede treekstyrke. Kvaliteten
anses sdledes for at veere i orden, hvis middeltrceekstyrken mindst er lig med 10 mdleenheder (me).
Ved uldgarn opfylder garnets naturlige treekstyrke ikke det ncevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilscettes en vis meengde kunstfibre, hvilket foroger trcekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sasom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
meengder. Herved fremkom falgende observationsmateriale:

Mangde x (i gram) af| 40 [ 50 |55 [60 |70 [ 75|80 [85]90 [ 95 [100| 105|110 |120 | 130
kunstfibre pr. kg uld

Traekstyrke (me): Y|4.5(6.5|5.4(7.0(8.218.0(7.1]8.9(8.2110.3|9.6 [10.8[10.5(11.2| 12.0

L 4

Mangden af kunstfibre x er blevet bestemt pa forhand (har faet ganske bestemte verdier), s den
er ikke en statistisk variabel. Traekstyrken Y synes derimod udover mangden af kunstfibre ogsa
at veere pavirket af andre ukendte og ukontrollable “stgjfaktorer”. ¥ mé derfor opfattes som en
statistisk variabel.

[ andre situationer er bdde X og Y statistiske variable. Dette galder eksempelvis, hvis man ensker
at undersgge om der er en sammenhang mellem personers hgjde Y og vaegt X, og derfor for en
rekke personer maler ssmmenherende verdier af hgjde og vaegt.

Malet med en regressionsanalyse er at finde en funktionssammenhaeng mellem den uathengige
variabel y og de afthengige variable.

I eksempel 13.1 ville man umiddelbart sige, at da man har 15 punktpar, sa vil et polynomium af

fjortende grad y = a14x14 + a13x13 +...+a,x + a, ga igennem alle punkter, og det mé derfor

vaere en god model. Dette er imidlertid ikke tilfaeldet, da y - veerdierne jo er resultater af forseg
der er pavirket af ukontrollable stejkilder. Polynomiets koefficienter vil derfor afspejle disse
tilfeeldige udsving, og det giver derfor en ganske meningsles model. Endvidere er modellen alt
for matematisk kompliceret til at kunne bruges i praksis. Vi seger derfor i regressionsanalysen
en enklere model, som tager rimeligt hensyn til stgjen ved mélingerne.

Er den ene variabel som i eksempel 13.1 en (kontrolleret) ikke statistisk variabel, s& har man
mulighed for hver x- veerdi, at foretage gentagne mélinger af den statistiske variabel ¥ (randomi-
seret). Dette giver mulighed for at beregne et estimat for den spredning der skyldes stejen, hvilket
(som det vises i afsnit 13.2.3) kan udnyttes ved testning af den foreslaede model.



13. Regressionsanalyse

Linezr model.
Ved en linear model forstds her en model, der er lineer med hensyn til parametrene.

Eksempelvis er sdvel funktionen y = f(x) =a+bx + cx?som y=g(P,T)=a+b-P+c-T
lineere i de 3 parametre a, b og ¢ . Som et eksempel pd en model der ikke er linezr i parametrene
kan navnes y = a + bx“.

Ved en regressionsanalyse seger man at finde den model, som indeholder det faerreste antal
koefficienter (parametre), og som samtidig beskriver dataene tilstraekkelig godt.

13.2. Enkelt regressionsanalyse.

Vi vil i dette kapitel betragte det ved anvendelserne meget ofte forekomne tilfelde, som kaldes
enkelt regressionsanalyse, og hvor modellen er linezr i 2 parametre.

Som eksempler herpd kan neevnes y = a+ bxogIny=a+b Inx.

Benyttes et statistikprogram som Statgraphics til beregningsarbejdet, kan metoderne herfra nemt
overfores til mere komplicerede regressionsmodeller (som det vises 1 afsnit 13.3 og 13.4 hvor

modellerne ¥ = @, + fix+ f,x° + fix’+.. 4+, X" og Y = a, + fix, + X, + f,x, + f,x, betragtes).
13.2.1.Forklaring af metode og formler.

Vi betragter igen eksempel 13.1

Regressionslinie og regressionskoefficienter.
Afszttes de malte punktpar (x,,),) i et koordinatsystem for at fa et overblik over forlabet, fas

folgende tegning:
Plot of styrke vs kunstfibre

12,5 F ‘ ‘ ‘ ‘ B
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D . -
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4.5 L ‘ ‘ ‘ ‘ g
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kunstfibre

Punkterne ligger ikke eksakt pa en ret linie, men det synes rimeligt at antage, at afvigelserne fra
en ret linie kan forklares ved den tilfzeldige variation (stejen).

Derfor er det naerliggende at antage, at middelvaerdien af den statistiske variable Y er en linear
funktion af x af formen E(ﬂx) =pf, +px. (1)

E( ﬂx) skal leeses middelveerdien af Y for fastholdt x.

2



13.2 Enkelt Regressionsanalyse

Vivil i det folgende ofte i ligningen (1) kort skrive Yeller ¢ fremfor E (Wx) .

Ligning (1) kaldes regressionsligningen (eller den teoretiske regressionsligning), grafen kaldes
for regressionslinien (eller den teoretiske regressionslinie) , og konstantledet S, oghaldnings-

koefficienten [, kaldes regressionskoefficienterne.

Mens middelveardien af Y ligger pé regressionslinien, kan den aktuelle observerede vardi af ¥
ikke forventes at ligge pé den.

For et punktpar (x,,y,) gelder derfor, at y, = £ + Bx, + & , hvor & kaldes den i’te residual.

Bestemmelse af regressionslinien ved mindste kvadraters metode.

P4 basis af en rekke sammenhgrende verdier af x og y bestemmes estimater £, og f, for
regressionskoefficienterne S, og f, ved “ mindste kvadraters metode”. Verdierne /[, og

P, kaldes de empiriske regressionskoefficienter. Kan det ikke misforstés, sa kort blot regressions-

koefficienterne.

Det folgende eksempel viser metoden anvendt pé et sé (urealistisk) lille taleksempel, at regnin-
gerne kan gennemfores uden anvendelse af et egentligt regressionsprogram. De angivne metoder
kan imidlertid umiddelbart generaliseres til mere komplicerede eksempler, men vil si pa grund
af de omfattende beregninger af tidsmaessige grunde kraeve anvendelse af et egentligt regressions-
program.

Eksempel 13.2. Bestemmelse af regressionskoefficienter ved mindste kvadraters metode.
1 et medicinsk forsog mdles pd en forsogsperson sammenhorende veerdier af en bestemt medicin
i blodet (i %) og reaktionstiden. Resultaterne var:

x |1 [2]3 6 8

vy 21114 9 7
Bestem ved mindste kvadraters metode et estimat for regressionslinien. ¢

Residual. Ved et punkts residual til en linie forstas den “lodrette” afstand fra punktet til linien
(se tegningen).
A *

Pa figur 13.1 er afsat de 5 punkter,
og indtegnet en ret linie.

I 2 3 4 5 6 7 8
Figur 13.1 Residualer
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Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien 3 = ﬁo + ,élx bestemmes som den af alle
mulige rette linier, for hvilket summen af kvadratet af residualerne til linien er mindst.

I eksempel 13.2 er kvadratsummen 7 +75 +7, + 1] +75 .

Losningen af dette optimeringsproblem er angivet nedenfor (med petit).

Bestemmelse af regressionsligningen ved mindste kvadraters metode
LOSNING:

I vort tilfelde hvor vi har 5 punkter, indsettes vi disse i ligningen y = ﬂA’O + ﬁlx. Dette giver:

2=po+p-l, 1=po+p1-2, 4=Po+p1-3, 9=LPo+p1-6, T=Po+pi-8-

De 5 ligninger med 2 ubekendte ,éo og ﬁAl kan 1 matrixnotation skrives:
2 11

1 1

Y=X-Bhvor Y=|4|, X=|1

9 1

7 1

O N W N

Q

oQ

o

I
G
E);%)
~—

De sogte verdier af ﬁo og ,él findes som den lesning til dette overbestemte ligningssystem som giver den mindste
RMS - fejl. Lasningen er (se evt. “Matematik for ingenierer” bind 3) bestemt ved

normalligningssystemet X - X -B= X" .Y .

Da matricen X ' - X er en kvadratisk symmetrisk matrix, som seedvanligvis ved regressionsanalyse har en invers
matrix (X' - X)™', sd er losningen B=(X"-X)"- X".Y.

I vort taleksempel er
-1

11 2
L2 ! ’ 102
1 1 1 11 1 1 1 11 5 20 23 1 (114 -20\( 23 170 0.6
B= 1 3 4| = = — = =
1 2 3 6 8 12 3 6 8 20 114 126) 170\-20 5 )\126 170 1.0
1 6 9
170
1 8 7

Regressionsligningen bliver falgelig y = 0.6 + 1.0x

I praksis vil man benytte et faerdigt program til bestemmelse af regressionskoefficienterne.
Dataene indtastes enten i et statistikprogram som Statgraphics, eller i en lommeregner med
regressionsprogram som TI83 eller TI-89. I “Statistiske Grundbegreber” er der i appendix A for
enrekke lommeregnere angivet, hvorledes man kan finde et estimat for korrelationskoefficienten
r . Samtidig hermed beregner programmerne regressionskoefficienterne.

I ovenstdende tilfelde vil man séledes af disse programmer finde, at ﬁo =06 og f =10

Liniens ligning bliver altsa ¥ = fo + i x = 0.6+ 1.0x

Vurdering af om model beskriver data godt.

Det er altid muligt ved mindste kvadraters metode at finde en sddan “mindste kvadraters linie”.
Det er den af alle rette linier, der har den mindste kvadratsum af residualerne, men det betyder
ikke nedvendigvis, at linien sd ogsa er en rimelig model, som kan anvendes til at beskrive
sammenhangen.
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Til vurdering heraf vil man
1) se pa en tegning.
“Mindste kvadraters linie” tegnes 1 et koordinatsystem sammen med punkterne. Hvis den
lineeere model beskriver dataene godt, skal punkterne fordeler sig tilfeeldigt omkring linien
I mere komplicerede tilfeelde, er det nedvendigt i stedet at afsaette residualerne (i et sakaldt
residualplot). Residualerne ber sa fordele sig tilfaeldigt omkring den vandrette O - linie
2) foretage nogle beregninger til stotte for denne vurdering.
a) Er modellen med gentagelser dvs. til hver x - vaerdi er mélt mere end én y -vaerdi, har man
mulighed for at foretage en egentlig statistisk test (en sékaldt “lack of fit test”). Denne test
vil blive beskrevet i afsnit 13.2.3.
b) Er modellen uden gentagelser , som i eksempel 13.1, hvor der til hver x - veerdi kun er malt
én y -verdi har man ingen mulighed for at lave en statistisk test, men ma nejes med at

foretage en beregning og vurdering af den sakaldte forklaringsgrad »* (ogsa kaldet determi-
nationskoefficient). Den angiver et talmaessigt mal for hvor taet punkterne ligger pa linien.
Saedvanligvis finder man, at den fundne model pé tilfredsstillende made beskriver data,
hvis forklaringsgraden er pd over 70% samtidig med, at tegningen viser, at punkterne
fordeler sig tilfeeldigt omkring den fundne regressionskurve.

3) underspge om der er outliers, dvs. om enkelte malinger afviger kraftigt fra den almindelige
tendens. Dette kan skyldes fejlmélinger, og sddanne punkter kan i uheldige tilfeelde pa grund
af et stort bidrag til residualsummen fa regressionslinien til at dreje. Det er dog klart, at man
ikke blot kan stryge sddanne “ubehagelige” punkter. Det ma kun ske, hvis man er sikker pa,
at punktet skyldes en fejl af en eller anden art ved malingen.

Transformation. Hvis man ikke finder, at en ret linie beskriver data godt nok, sa er det jo muligt,
aten anden kurve bedre beskriver sammenhangen. Eksempelvis er det jo velkendt fra matematik-
ken, at graferne for eksponentialfunktioner og potensfunktioner ved en passende logaritmisk
transformation kan blive til rette linier. Det giver naturligvis lidt mere komplicerede regninger,
men statistikprogrammer og ogsé en del lommeregnere kan dog let foretage en regressionsanalyse
ogsa 1 sddanne tilfelde. I eksempel 13.5 er et sddant eksempel gennemgaet.

Sammenhaeng mellem korrelationskoefficient og forklaringsgrad.

Hvis bade X og Y er normalfordelte statistiske variable (som eksempelvis nar man aflaeser
sammenherende vaerdier af hejde og veegt for en reekke personer) angiver korrelationskoefficien-
ten p (jevnfer eventuelt “Statistiske Grundbegreber kapitel 10) en storrelse mellem -1 og 1 som

kan anvendes til at angive, om der er en sammenhang (korrelation) mellem X og Y. Er korrela-
tionskoefficienten positiv har punkterne en voksende tendens, hvis den er negativ har de en
aftagende tendens. Et estimat for p er storrelsen r. Kvadreres den er 7 den samme som

forklaringsgraden. Hvis kun Y er en statistisk variabel (som det er tilfeldet i eksempel 13.1)
eksisterer p ikke, men 7 kan naturligvis stadig udregnes, men er sé ikke estimat for p.

Ekstrapolation. Selv om modellen synes pa tilfredsstillende made at beskrive data, sa er det jo
faktisk kun sikkert indenfor maleomradet. Man skal vare yderst forsigtig med at ekstrapolere,
dvs. pa basis af modellen for x - veerdier udenfor maleomradet beregne hvad y er.
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At man ikke alene kan stole pé forklaringsgraden illustreres ved folgende eksempel.
Eksempel 13.3 .Grafisk vurdering af model.
De folgende 4 figurer afspejler forskellige muligheder.

Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model

12,5 u E 58 F -
i 43¢
10,5 - £
o i 38
g 8,5 1 > 28 —
2 i 18-
6,5 B r
i ] 8F

4,5 Ly . . . . o 25 . . . .

40 60 80 100 120 140 0 2 4 6 8

kunstfibre X
Figur 13.2a: r=0.959 r2=91.9% Figur13.2b: r=0.962 r*=92.6%
Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model
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Figur132c: r =0278  r*=17.73% Figur 13.2d: r=0.229 r*=5.24%

I figur 13.2a synes den linezre model at kunne beskrive dataene godt, idet punkterne fordeler sig

tilfeeldigt omkring linien, og forklaringsgraden r°=91.9% er hej.

I figur 13.2b er forklaringsgraden ogsé hgj, og punkterne ligger da ogsa teet ved linien. Imidlertid
ligger punkterne ikke tilfeeldigt omkring linien. Yderpunkterne ligger over og de midterste
punkter under linien, sa det er n@ppe rimeligt at anvende en ret linie som model. I stedet kunne
man overveje en eksponentialfunktion eller et andengradspolynomium.

I figur 13.2¢ er der neppe nogen relation mellem x og y. Er x og y uafthengige (ingen relation
mellem x og y) vil punkterne fordele sig tilfeldigt omkring gennemsnitslinien y =y, og

forklaringsgraden vere 0. Vi ser, at regressionslinien er nasten vandret, og forklaringsgraden
ringe.

I figur 13.2d er forklaringsgraden ogsa lille, men alligevel ma vi antage at der er en sammenhang
mellem x og y. Den er blot ikke linezr, men muligvis en parabel. 2
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Definition og beregning af forklaringsgrad.

I praksis vil man lade en lommeregner eller en PC med et statistikprogram beregne de enkelte
statistiske storrelser.

Ved tolkningen af de fremkomne storrelser vil en anskuelig forstaelse af storrelserne dog vare
nyttig.

I det folgende vil vi derfor definere nogle fundamentale definitioner, og sege at anskueliggere
dem dels pa figur 13.3 dels ved at foretage beregningeren pa tallene 1 eksempel 13.2.

A t
SAK J

restdual 1

SAK

total

°
]
I
I
I
I
1
I
L : SAI{IHULICIL
p N
° I
I
1 I
I
I
Y I
:
- . I
1 1 1 1 | | 1 1
1 | LI Ll T T T
| 2 3 4 5 6 7 8
Figur 13.3. SAK - sterrelser
Definitioner:
SAK,,,, = sum af kvadrater af residualerne til den vandrette linie y =

2+1+4+9+7
s =
De 5 punkters “residualer” til den vandrette linie y = y .
rn=2-46=-26,r,=1-46=-36,r,=4-46=-06,1, =9-46=44,r,=7-46=24.
Vifdr SAK =7 + 75+ 470 = 26"+ 36" + 06" + 447 + 247 = 452
SAK = sum af kvadrater pa de enkelte punkters afstand fra den fundne regressionslinie .

Arfes:ku:empel 13.2 fas folgende residualer til den fundne regressionslinie y =0.6 + 1.0 x:
K=2-(06+1-1)= 04,5, = 1- (0.6+1-2) = -16,, = 4- (06+ 1-3) = 04,
7, =9-(06+1-6)=24,r=7-(06+1-8)=04.
SAK \ua =77 + 15t 75 = 047+ (-1.6)° + 047 + 247 +.(-1.6)* = 1122

SAK,,,4q = sum af kvadrater af “regressionsliniens afstand” fra det totale gennemsnit ) .
Af eksempel 13.2 fas residualerne for regressionslinien y = 0.6 + 1.0 x ‘s “afstand” fra det totale gennem-
snit y =4.6.
r,=06+1-1-46=-30,r,=06+1-2-46=-20,1,=06+1-3-46=-10,
r,=06+1-6-46=20,r;,=06+1-8-46=40.
SAK e = 1+ 75+ 10 = (=30)7 + (=2.0)° + (-1.0)* + 2.0°+ 40> = 34

Der geelder generelt, at SAK,,,,- SAK + SAK,, ,qa (jE®Vnfor, at 45.2 =11.2 + 34)

Data i eksempel 13.2 giver: y = 4.6

total

model

residual

Forklaringsgraden 7 er bestemt ved
_ SAI{model _ SAKtotal - SAK

SAK SAK

SAK

residual residual 34
= 1 - (rz =

2
SAK 155 =072 )

7

total total total
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Anskuelig forklaring:
Hvis Y er uathengig af x vil regressionslinien stille sig neesten vandret, dvs. y~ y.

Det betyder igen at SAK ~ SAK, ogdermedat 7> = 0.
Hvis derimod Y er lineart athaengig af x vil regressionslinien have en haldning forskellig fra nul.
Det betyder igen at SAK << SAK,,,,og dermedat ¥* ~ 1.

residual

residual

Man siger ogs4, at den fundne model “forklarer “ 7> - 100% af den “totale variation”
I eksempel 13.2 forklarer den fundne model séledes “ 75.2% af den totale variation.

Forudseetninger for regressionsanalyse.

De foregaende betragtninger kraver ingen statistiske forudsatninger, idet man jo altid ved
mindste kvadraters metode kan beregne regressionskoefficienterne, beregne forklaringsgrad,
tegne kurver og punkter ind i et koordinatsystem og s& herudfra vurdere om modellen er accepta-
bel.

Onsker vi at foretage en ngjere statistisk analyse som eksempelvis at teste “om Y er uathangig

afx, dvs. af om g, = 0", eller opstille konfidensintervaller for £, ma observationerne opfylde
visse krav.
1) De enkelte observationer y,er indbyrdes uafthengige (eksempelvis hvis der udferes flere

malinger for samme mangde medicin skal de vare indbyrdes uathaengige, ligesom det ogsa
skal gaelde mélinger baseret pa forskellige mangder medicin.

2) For hver veerdi af xer Y =E (ﬂx) +&=p, + fB,x+ ¢, hvor residualen & er en statistisk

variabel som forudszttes, at vaere normalfordelt med middelvzerdi 0 og konstant varians o~ .

DaV(Y)=V(B, + Bx+&)=V(B, + B,x)+V(e)=0+ 0" betyder kravet om konstant

varians, at variansen af Y skal vaere den samme uathangig af x’s vaerdi. Man siger kort, at der
forudsettes varianshomogenitet.

Kravene i punkt 1 kan opfyldes ved en hensigtsmessig forsegsplan. I eksempel 13.2 skal man
saledes vaere sikker pa at den foregdende dosis medicin er ude af blodet inden man foretager en
ny indsprejtning, ligesom forsegene skal vere randomiseret. Man kan nok 1 dette tilfelde
betvivle uath@ngigheden, hvis man udferer forsegene pa samme person.

Kravene i punkt 2 er seedvanligvis opfyldt i praksis, da det heldigvis er sddan, at analysen stadig
er gyldig, selv om der forekommer mindre afvigelser. Hvis der er det samme antal gentagelser
for hver x - veerdi er analysen sé robust overfor afvigelser, at man kun behover at kontrollere det,
hvis man har en steerk mistanke til store forskelle.

Er der derimod et forskelligt antal gentagelser, bliver analysen folsom overfor afvigelser.

Er man i tvivl om kravet om normalitet er rimeligt opfyldt, kan man fa et indtryk af, om der er
alvorlige afvigelser, ved at tegne et normalfordelingsplot (vises i afsnit 13B eksempel 13.4)
Har vi for hver x - veerdi mélt flere y - veerdier, har vi mulighed for at teste kravet om variansho-
mogenitet (vises ogsa i afsnit 13B eksempel 13.4).
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Variansanalysetabel.

Til hjeelp ved analysen udarbejdes en sdkaldt “variansanalysetabel”, som pa overskuelig form
samler de vasentligste teststorrelser.

En sddan er angivet nedenfor. Her er N antallet af punkter, og i parentes er angivet de tilsvarende
engelske betegnelser : SS = Sum of Squares, df = degree of freedom.

Variation SAK f ,  SAK 2 el P - vaerdi
(Source) |  (SS) (df) S F==
Stesidual
Model | SAK,, 1 , SAK . s2 | PZ> Fre)
S model — 1 F model — sz ‘
residual
ReSIdual SAKresidual N' 2 2 SAKresidual
Stesidual ~ N-2
Total SAK o N-1

Den statistiske variabel Z er F - fordelt med frihedsgraderne (f,fy)= (1, N - 2).

Vihari forbindelse med beregningen af forklaringsgrad forklaret betydningen af SAK’sterrelser-
ne .

Frihedsgradstallet for SAK, 4. €T fioqe = (antal parametre 1 ligningen) - 1 =2 -1=1
Frihedsgradstallet for SAK, g4 €T /- = (totale antal punkter) - 2

residual
(jeevnfor, at det overbestemte ligningssystem har 5 ligninger og 2 ubekendte ).

Frihedsgradstallet for SAK,, er f,.., = (totale antal punkter) - 1

otal

Der g&lder generelt’ at SAKtotal= SAKresidual + S‘AI<model s Og.ﬂotal=.f;‘esidual +fm0del

Test af om Y er uathaengig af x
Lad os antage, at de i afsnit 13.2.4 angivne forudseatninger er opfyldt, og at vi har fundet (ved at
betragte tegning + forklaringsgrad eller tegning + “lack of fit test”), at modellen

E(ﬂx) = f, + B, x gelder.
Hvis Y er uathaengig af x betyder det, at regressionslinien er vandret, eller at heeldningskoeffici-
enten [, er 0.

Vi fér altsd: H,:Y er uafthengig af x& H:Regressionslinien er vandret & H,:f, = 0.

Metode 1: F - test.

Hvis modellen gaelder sa burde punkterne (uanset om H, er sand eller ¢j) ligge eksakt pa en

ret linie (og dermed s = 0 ), hvis ikke forsegsresultaterne havde varet pavirket af

residual
“stgjen” .
2
residual *

Et estimat for forsegsfejlens (stejens) varians o~ er derfor s
2

Er H, sand, s burde (jevnfor definitionen af SAK, 4 ) S;0de
tilfeeldet skyldes det, at forsegsresultaterne har varet pavirket af “stgjen”. Af samme grund

, veere nul. Ndr det ikke er

o o 2 : 2
som for md derfor ogsa s_ ., vare et estimat for o~ .
2

. . . o Smodel
Vi har felgelig, at hvis H, er sand, sa er F =——==1.

model — 2
residual
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Det kan vises, at hvis nulhypotesen ikke er sand, sa vil F__,, > 1, ogat F, 4. er F- fordelt

med en tellerfrihedsgrad pa 1 og en nevnerfrihedsgrad pad N - 2.
Testen bliver folgelig en ensidet F - test, dvs.
H, forkastes, hvis P - vaerdi = P(F > F 4,) < @
Metode 2. ¢ - test.
H,:Y er uathaengig afx< H,: 5, =0

B i
Lad t:—l,hvor Sp = :
Sﬂl ! S model

Det kan vises, at ¢ et ¢ - fordelt med N - 2 frihedsgrader.
Idet Ter ¢ - fordelt med N - 2 frihedsgrader, gelder det derfor, at

H, forkastes, hvis P - verdi = P(T > |t|) <a
Pa tilsvarende made kan man teste H,: 3, 2 00g H,: B, <0 ved ensidede test.

Hvis begge variable X og Y er statistiske variable kan man tilsvarende teste korrelationen
p ved ovennavnte 7 - test.

N

" Sresidual . . o
er et estimat for spredningen pa f,; .

Konfidensintervaller og pradistinationsintervaller.

Et led i analysen kan vere, at udregne et 95% konfidensinterval for . Endvidere vil man ofte
veaere interesseret i en speciel vaerdi for x, for hvilken man ensker beregnet savel den tilsvarende
“forventede” y - veerdi (predicted value”) som et 95% -konfidensinterval for middelveerdien z

og et 95% pradistinationsinterval for én ny observation.

Pa figur 13.4 er her tegnet 95% konfidensintervaller for middelvaerdierne (de inderste buede
kurver), og 95% praedistinations-

intervaller (de yderste to kurver).

Man ser tydeligt, at konfidensin- Plot of Fitted Model

tervallerne er smallest omkring
“centrum” (X, y).

16 F —
12F ’ S
- ~ ]

S N B~ N X®

Figur 13.4. Konfidensintervaller
og preedistinationsintervaller

10
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I oversigt 13.1 er angivet formler for bl.a. disse konfidensintervaller.

Konfidensinterval for f;: {ﬁl -t 4,(N-2)sg ;/Af1 +t L,(N-2) Sﬁl]
- -
2 2

Til en given x - vaerdi er £ et estimat for middelvaerdien z for Y.

AN\2
o ) I -D%(4)

=B, + Bix =52 | =

H ﬂO ﬁl 0og V(/l) S residual N + SAK

model

it (N=2) ) et (N =247 (1)
2 2

Konfidensinterval for #:

13.2.2 Beregning af enkelt regressionsanalyse med én y-observation for hver
X - verdi.

Vi vil 1 dette afsnit se pa det tilfeelde, hvor der for hver x - vaerdi kun er malt én y - vaerdi.

I eksempel 13.4 vises hvorledes man kan foretage beregningerne ved anvendelse af formlerne i

oversigt 13.1.

I afsnit 13A og 13B vises, hvorledes beregningerne foretages med anvendelse af henholdsvis TI-

89 og Statgraphics.

Eksempel 13.4. Enkelt regressionsanalyse regnet ved anvendelse af formler.

1 et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede treekstyrke. Kvaliteten
anses sdledes for at veere i orden. hvis middeltreekstyrken mindst er lig med 10 mdleenheder (me).
Ved uldgarn opfylder garnets naturlige treekstyrke ikke det ncevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilscettes en vis meengde kunstfibre, hvilket foroger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sasom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
meengder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Meengde x (i gram) af |40 (50 |55 {60 |70 |75|80 |85 (90|95 |100| 105|110 | 120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Treekstyrke (me): Y(4.5(6.5(5.417.018.218.017.1{8.9(8.2(10.319.6 [10.810.5(11.2] 12.0

1) Beregn forklaringsgraden r? og anvend denne samt en figur pd lommeregnerens grafiske
display (eller figur 11.2a) til vurdering af modellen.

2) Opskriv regressionsligningen.

Der antages i det folgende at regressionsforudscetningerne er opfyldt.

3) Opskriv en variansanalysetabel, og test om Y er uafhengig af x.

4) Angiv et konfidensinterval for heeldningskoefficienten f3, .

5) Opstil et 95% konfidensinterval for middeltrcekstyrken svarende til x - veerdien 100.
6) Opstil et 95% preedistinationsinterval for middeltreekstyrken svarende til x - veerdien 100.

11
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Lesning:

De

15 punktpar indtastes i en lommeregner, og et regressionsprogram aktiveres.

Blandt de beregnede storrelser findes: X =84.333 og s, =26.38, y =8.5467 og s5,=2.198..

Endvidere findes estimater for regressionskoefficienter: ,éo = 13087 og ,31 =0.0799 og korrela-
tionskoefficienten » = 0.958802.

1))

Forklaringsgraden er 7° = 0.958802% = 0.919301 .

Da punkterne pé figuren (se figur 11.2a) fordeler sig tilfeldigt omkring linien, der ikke er
enkelte punkter (outliers) der afviger voldsomt fra linien, og forklaringsgraden samtidig er teet
pa 1, sd er den line@re model acceptabel.

1) Den estimerede regressionsligningen bliver y = 0.0799 x +1.8087
3) Man oversigt 13.1 fas
SAK o = (N —1)- 57 = (15-1)-2.198% = 67.657 ,
SAK ., =7"-SAK,_ =0.9588"-67.657=62.197 og
SAK .p = SAK, ., — SAK 4 =07.657 - 62.197 = 5.4599
Variansanlysetabel udfyldes:
Variation SAK f , SAK F
(Source) (SS) (df) § = *f
Model 62.1974 1 62.1974 148.09
Residual 5.4599 13 0.4200
Total 67.657 14

12

H,:y er vathengigaf x < H;:Model=0& H,: 5, =0.
Metode 1: P - verdi= P(F < 148.09) = FCdf (148.09,,1,13) = 1.77-107%

Da P -vardi=177-10"% <0.001 forkastes H, (staerkt) dvs.
Konklusion: Y er ikke uafhengig af x.

Metode 2:
Bi| Stesiqual 00799-4/0.4200 B 00799
sp = - = 000656,  t="—=—"——""7=12169
‘ Smodel V621974 sg 0006566

P - vaerdi = P(T>12.169) = tCdf(12.169, 0 ,13) = 883-107°
Da P - veerdi =8.83-10~7 < 0.0005 forkastes H, (sterkt) dvs.

Konklusion: Y er ikke uafhsengig af x.
Mange statistikprogrammer (og det gaelder TI-89 og Statgraphics) beregner ved tosidede test
begge “haler”, dvs. P - veerdien bliver dobbelt s stor, og man skal sé altid sammenligne med

signifikansniveauet o
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3) Konfidensinterval for f3,:
Bl t15975(15-2)- 55 = 00799+ 2.16-0.00656 = 0.0799+ 0.01418
[0.0657;0.0941]

5)  Til x - vardien 100 er et estimat for middelveerdien # =0.0799-100 +1.8087 = 9.80
—2 A2
L @92 (4)

N sS4k

1 (100- 84.33)*-0.0799°
15" 62.1974

V(,Ll) = Sl?esidual ’ = 0.0386.

= 0.4200[

model

Konfidensinterval for #:

[ 14975 (15- 2)- [V () = 9.80+ 216 /0.0386 = 9.80+ 0.4243.
[9.38;10.22]

6)  Pradinistationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vaerdien 100.

_ A \2
5 1 (x—x)z-(ﬁl) _04200[1 1 (100-8433)*-0.0799°
+ N+—SAK = L. + 5+

Q = Sresidual *

1 621974 = 04586

model

fit14975(15-2)1/0 =980£2.16-/0.4586 =980 £ 1463.  [834;1126] @

Eksempel 13.3 er i afsnit 13A og 13B regnet med anvendelse af TI-89 og Statgraphics.

13.2.3. Enkelt Regressionsanalyse med flere y - vaerdier for hver x - verdi.

I forsegsplanlaegning hvor man selv fastlaegger sine x - niveauer, er det ofte muligt for hver x -
veerdi, at foretage flere mélinger af y - vaerdien. Vi siger kort at analysen er “med gentagelser”.
Dette er saledes tilfzeldet i folgende eksempel:

Eksempel 13.5 (regressionsanalyse med gentagelser)

Metalpladers overflader oxideres i en ovn ved 200° C. Med henblik pd en undersogelse af
sammenhcengen mellem det oxiderede lags tykkelse y (i angstrom) og tiden t (i minutter) foretog
man folgende mdlinger:

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
y 4.9 6.9 8.2 120 | 124 | 168 | 21.2 | 252 | 25.1 | 32.4

| 4

Fordelen herved er, at man nu kan fa et estimat for forsegsfejlens spredning (“stgjen”), som kan
anvendes til at teste, om den linere model kan accepteres, ndr man tager stojen 1 betragtning.
Endvidere kan man, hvis man finder det nedvendigt, teste om der er varianshomogenitet.

Alle andre test udferes pd samme made som beskrevet i forrige afsnit.

13



13. Regressionsanalyse

Forklaring af metode og formler

Test af model.

For hver x - veerdi beregnes gennemsnittet af de dertil herende y - vaerdier. Disse “gennemsnits-
punkter” ber ligge taet pa linien hvis modellen er god. Hvis modellen er den rigtige, sé er den
eneste grund til at “gennemsnitspunkterne ikke ligger eksakt pd linien, at der er stgj.

Vikan derfor beregne et estimat (kaldet Slzack of fir ) for variansen af denne stoj ud fra de afvigelser
som gennemsnitspunkterne har. Hvorledes denne beregnes ses i oversigt 13,2.

Da vi samtidig ud fra gentagelserne kan beregne et andet estimat for stejen (kaldet Sg ), har vi
mulighed for at teste de to varianser mod hinanden, ved en sadvanlig F - test

2

Slack of fit

Flack of it = - 2
So

Far vi her en forkastelse, kan “gennemsnitspunkternes” afvigelser fra linien ikke forklares alene
ved stgjen, og vi ma derfor forkaste modellen.

Test af varianshomogenitet.
Som tidligere naevnt, er analysen robust overfor afvigelser fra kravet om varianshomogenitet

(konstant varians o), hvis der er lige mange gentagelser (som i dette forseg). Man vil derfor
kun foretage en vurdering af dette krav, hvis man ud fra forsggets natur mener, at varianserne kan
tenkes at vaere voldsomt forskellige. Har man ingen gentagelser, ma man i alle tilfeelde basere
sig pa sin viden om, at “det er overvejende sandsynligt at der er nogenlunde samme varians”.
Vi vil derfor saedvanligvis i eksempler og evelser undlade at foretage en testning.

Er der ikke lige mange gentagelser, sa ber man dog foretage en nejere undersogelse af kravet,
da analysen sé er folsom overfor afvigelser.

Simplificeret F - test. En enkel made er at foretage “en simpel F - test” mellem den sterste og
mindste varians (se eventuelt oversigt 13.2). Far vi en accept herved gér vi ud fra der er varians-
homogenitet.

Fér vi en forkastelse, kan dette skyldes, at vi jo har set pa det verst tenkelige tilfzlde, og ikke
har taget hensyn til de mellemliggende malinger. Vi ma derfor s& ga over til at benytte metoder,
der tager dette hensyn.

“Bartletts test”. Denne test er beskrevet i oversigt 13.2. Den er meget benyttet, men har den
svaghed, at den i hejere grad end selve regressionsanalysen er folsom overfor afvigelser fra
normalitet.

Statgraphics kan foretage Bartletts test, som beskrevet i afsnit 13B.

14
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Eksempel 13.6. Regressionsanalyse (med gentagelser)

Metalpladers overflader oxideres i en ovn ved 200° C. Med henblik pd en undersogelse af
sammenhcengen mellem det oxiderede lags tykkelse y (i dngstrom) og tiden t (i minutter) foretog
man folgende mdlinger:

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
y 4.9 6.9 8.2 12.0 | 124 | 16.8 | 21.2 | 252 | 25.1 | 324

Det antages, at mdlingerne y er veerdier af uafhengige normalfordelte variable med samme

varians.

1) Foretag en testning af forudscetningen om varianshomogenitet.

2) Det formodes pd forhdand, at der er en linecer sammenhceng mellem x og y.
Test denne formodning ved en “lack of fit” test,, og bestem i bekrceftende fald ligningen for
den empiriske regressionslinie.

Det antages i det folgende, at der er en linecer sammenhceng mellem x og y.

3) 1 litteraturen vedrorende dette problem pdstas, at heeldningskoefficienten f,er 0.15

Test om dette pd et signifikansniveau pa 5% kan veere sandt.
4) Angiv et 95% konfidensinterval for middelveerdien af tykkelsen y, ndr t = 100 minutter.

Lesning:

1) Lad de 10 varianser (svarende til de 10 t-verdier) benaevnes O‘l2 R 622 yeees 0120 .

Test af nulhypotesen Hy:of = o3 =...= ojy

Der foretages en “simplificeret F - test”.
Estimater for varianserne beregnes:

Tident | 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180
Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 [ 27.5 | 32.9

h% 4.9 6.9 8.2 12.0 12.4 16.8 | 21.2 | 252 | 25.1 32.4
s 0.245(0.125 [ 0.180 | 1.280 | 0.245 | 1.805 [ 0.720 | 2.205 | 2.880 | 0.125
s2. 2880

S 2 0125
Da P - vaerdi = 0.1308 > 0.025 accepteres nulhypotesen, dvs. vi vil i det folgende antage, at
forskellene i varians ikke er sé store, at det edeleegger analysen.

2, .2 2
+ +...+ .
Vi fars2 = 21752 Sk _98L_ 081,
k 10

2) De N=n k=2 -10 = 20 punktpar (x,,y, ) indtastes i lommeregner.

=2304 . P- veerdi= P(F >23.04) = FCdf (23.04,,1,1) = 0.1308

Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes:
Estimater for: Regressionskoefficienter: £, = 1.654 og S, = 01730,
korrelationskoefficient » = 0.9892,  gennemsnit x = 86.0 og spredning 5,=8.9412.

15
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Man udregner  SAK, ., =(N-1)- Sj =19-89412> =1518.982,
SAK . =r"-SAK_. =0.9892°-1518982 =1486.44,

model total
SAK, = (N —k)-s8 =(20—10)-0.981 =981
SAKlack of fit — SAKtotal - SAKmodel - SAKO =22.732

Udfylder variansanlysetabel:

Variation SAK f »  SAK F
(Source) (SS) (df) s = /

Model 1486.44 1 1486.44
Lack of fit 22.732 8 2.8415 P _ 28410

lack of fit — 0.981 - e
Gentagelser (er- 9.81 10 0.981
ror)
Total 1518.98 19

H,:Linezr model gelder & H,:(x;, ) ligger pé en ret linie
Da P - verdi = P(F >290) = FCdf (2.90,0,8,10) = 0.05891 > 0.05 accepteres H,,

dvs. vi vil i det folgende antage, at den linesere model galder.

Vi er dog sé tet pd forkastelse, at en nermere undersogelse kan vare rimelig.

Af hensyn til de folgende regninger “pooles” 5208 5Zqual

SAK, + SAK ek of 5 9.81+22.7328

Jo+ frack of it 8+10
Den empiriske regressionslinie bliver; ¥ = 8o + £ -1 =1654+0.1730-¢
3) Hy:f3, = 015

2 _
Stesidual —

= 18079 . fresidual =18

" Sresidual 0.1730-+1.8079

by
= = 0.0060

Lad sg4 = = —
ﬂl Smode] 1 486.40

A

Bi-a 01730-0.15

Sp, ~0.0060
Da P - verdi = P (T > 3.81) =tCdf(3.81, 00 ,18) = 0.00064 < 0.025 forkastes H, , dvs.
data giver ikke den i litteraturen angivne haeldningskoefficient..

t= = 3812 ert¢-fordelt med f= f,giqual = 18

4) 95% konfidensinterval for middelverdien af tykkelsen y, ndr # = 100 minutter.
Beregner hjelpestorrelserne s = S, + St = 1.645+0.1730-100 = 18,95
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Srvs 2 1L .
V(,U) = Syesidual N t SAK 20 * 1486.44

_ A N\2
I (xo-D2(5) 1 (100- 86)2-0.1730>
18079 = 009753

model
Konfidensinterval for #

it (N=2) (@) vt (N-2)V(4)
2 2

=[1895-2.10-0.3123;1895+2.10-0.3123] =[18.29;19.61] &

Det samme eksempel er i afsnit 13A og 13B beregnet med anvendelse af henholdsvis TI-89 og
Statgraphics.

13.2.4. Transformation af data inden linezer regressionsanalyse kan foretages.
Ligger punkterne ikke tilneermelsesvis pa en ret linie, er det muligt, at man ved at velge en
passende transformation kan fore problemet over i en linear model i de transformerede data.
Pé visse lommeregnere sdsom TI83, TI-89 og HP48G kan man valge mellem forskellige ofte
anvendbare modeller. Man kan sé hurtigt grafisk og ud fra forklaringsgraden se hvilken transfor-
mation, der bedst svarer til de opgivne data.

I oversigt 13.3 er angivet en liste med kommentarer over de mest almindelige transformationer.
Har man pa forhdnd en viden om, at en bestemt transformation skal anvendes, kan man uden
storre besveer foretage den pagaldende transformation pa dataene og sa udfere regressionsanaly-
sen pé de transformerede data.

Dette illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 13.7. Transformation af udtryk.

Ved et forsog enskedes en bestemt luftarts adiabateksponent ¥ bestemt ved, at luftarten adiaba-

tisk komprimeres til forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende vaerdier af trykket P

méltes. Man formodede pé forhénd, at der geelder regressionsmodellen P=c-v™".
Ved forseget fandtes folgende resultater:

vem’ 100 150 200 (250 |300 |350 |400 450 (500 |550 600

p kp/cm* |29.58 |15.42 |11.67(7.48 [7.29 |3.90 (3.63 1.69 [2.95 |2.16 [2.11

1) Begrund, at formodningen er rimelig
2) Angiv ligningen for den fundne model

Losning:
1) Idet funktionen er en potensfunktion, tages logaritmen pé begge sider (se evt. oversigt 13.3
punkt 7).

Vifsr P=c v o&nP=Inc-ylnve y=Inc-y-x

hvor y=InP og x=Inv

Ved at tage logaritmen fés nu tabellen:

x =1nv |4.605|5.010(5.298]5.522[5.703 [5.859 |5.992 [6.109 [6.215 [6.310 [6.397

y=InP [3.387|2.736|2.457|2.012|1.987 |1.361 [1.289 (0.525 |1.082 |0.770 |0.747

De 11 punktpar indtastes i lommeregner.
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13. Regressionsanalyse

Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede sterrelser findes:

Estimater for regressionskoefficienter: , = In(c) =10.65550g f; = —v=-15689

og korrelationskoefficient » = - 0.9734

Forklaringsgraden er > = 0.97219° = 0.9474.

Indtegnes punkterne og regressionslinien i1 lommeregnerens grafiske display fis folgende
figur, som viser, at punkterne pé figuren fordeler sig tilfeeldigt omkring linien og der ikke er
enkelte punkter (outliers) der afviger voldsomt fra linien. Da forklaringsgraden samtidig er
teet pa 1, sé er den linezre model acceptabel.

Plot of Fitted Model

Figur13.6 r=-0973 1*=94.63

2) Den estimerede regressionsligning bliver

In( P) = 10.6555— 15689 - In(v) <> P = 10655 715689 p_ 4949538. y 1568

13.3 Polynomial regressionsanalyse

13.3.1 Indledning

Ved en polynomial regressionsanalyse er den statistiske model

Y=fy+Bix+Box’ + fyx 4 4B, x"

hvor den variable Y skal opfylde de sedvanlige regressionsforudsatninger.

Som det ses, er den i afsnit 13.2 betragtede enkelte regression et specialtilfalde. Den statistiske
analyse da ogsd meget beslegtet hermed.

Det man seger er altid den “enkleste” model der giver en tilstreekkelig god beskrivelse af ¥
indenfor det foreliggende variationsomrade for x. Ud fra et statistisk synspunkt, vil man altid
foretreekke den model med de ferreste parametre, da de pd samme datamateriale giver en sikrere
bestemmelse af parametrene. At andet lige vil man derfor foretraekke de i forrige afsnit naevnte
“transformerede” modeller som alle kun har 2 parametre fremfor eksempelvis et andengradspo-
lynomium Y = g, + f,x + ,x* hvor man skal bestemme tre parametre f,, 5, og f,. Blandt

polynomierne vil man naturligvis foretreekke et af lavest grad.
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13.3 Polynomial Regressionsanalyse

13.3.2. Forklaring af metoder ved beregninger

Fremgangsméden er meget analog med den for enkelt regressionsanalyse. Et specielt problem
er imidlertid at finde frem til det polynomium af lavest mulig grad, der giver en tilstreekkelig god
beskrivelse af Y indenfor det foreliggende variationsomrade for x.

Fremgangsmaden afha@nger af, om der til hver x - vaerdi svarer én eller flere y-verdier.

Lad os derfor betragte to eksempler herpa

Eksempel 13.8 (polynomial regression uden gentagelser)

Man ved, at tilscettes et bestemt additiv en dunk fernis, sd forkortes storkningstiden (den tid det
tager for fernissen at torre). Et forseg udfores, for at finde hvordan storkningstiden T (i minut-
ter) afhcenger af antal gram x af additivet. Man fik folgende forsogsresultater:

| xgM [0 051 J1,5]2 |25]3 [35]4 145[5 |55]6([65] 7 |75]8 ]85

T min.|| 740|710 {610 (650|470 540|440 [420 [400 {450 (440 [480 | 530|470 | 420 |480|450 {490

Eksempel 13.9 (polynomial regression med gentagelser)
Samme problem som i eksempel 13.6, men man fik nu folgende forsogsresultater:

x g/l 0 1 2 3 4 5 6 7 8

T minut- || 740 | 610 | 470 | 440 400 440 530 420 450
ter 710 | 650 | 540 | 420 450 480 470 480 490

I eksempel 13.8 vil et 17-gradspolynomium ga eksakt gennem de 18 punkter, og 7> = 100% .
Tilsvarende vil i eksempel 13.9 et 8- gradspolynomium gé eksakt gennem de 9 “gennemsnits-
punkter”. Det er imidlertid klart, at sidanne modeller dels er alt for komplicerede til de fleste
praktiske formal, dels folger kurven alle de tilfeldige variationer, som vi netop ikke ber tage
hensyn til. I stedet vil man i begge eksempler starte med det simpleste polynomium
Y = 8, + B, x+ 3, x* (idet vi antager vi allerede har forkastet en forstegradsmodel.

I eksempel 13.8 vil man beregne forklaringsgraden 7 ?, mens man i eksempel 13.9 vil lave en
“lack of fit” test.
Lad P - verdien ved “lack of fit” testen vere P, o -

Hvis B, .rst > o ogetresidualplot viser, at residualerne ligger tilfeldigt omkring O -linien, og

der ikke synes at vare outliers, sa accepteres modellen. I modsat fald vil vi ga en grad op til en
trediegradsmodel, og sa igen lave en “lack of fit” test, osv.

I eksempel 13.8 har man ikke tilsvarende et mél for, hvornar » * er stor nok.

Det er altid muligt at ege 7* ved at addere flere led til modellen. For hvert led der tilfojes mistes
der en frihedsgrad i residualen, og hvis SAK for det nye led ikke giver et veesentligt bidrag kan
det betyde, at den nye model er ringere end den gamle model. For at tage hensyn til dette,
betragtes ofte et modificeret 7* (R-squared (adjusted for d.f."))

Nér 7 ikke stiger vaesentligt, og R-squared (adjusted for d.f.) begynder at falde, er man taet ved
den “bedste” model. Man ser sa yderligere pa et residualplot. Muligvis kan man uden skade
reducere graden lidt.

(n—l)~r2 +1-k _ Stzotal —sg

' 17 (adjusted) = , hvor k er antal parametre i modellen(incl konstantled).

n—k Sg
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13. Regressionsanalyse

Beregningerne er s komplicerede, at man er nedt til at foretage dem ved hjelp af matricer.
Lad os eksempelvis antage at vi har fundet en trediegradsmodel Y = 4 + Bx + Bx* + x>

Denne omskrivestil Y = B, + B,x, + B> x, + f;x; vedat sette x, = x, x, = x°, X3 = x> Derefter
foretage beregningerne som en multipel regression i 3 variable (kan ses i naste afsnit).

Det er naturligvis betydeligt nemmere at benytte et feerdigt statistikprogram. I afsnit 13.A og 13B
er eksemplerne 13.8 og 13.9 derfor lost ved anvendelse af henholdsvis TI - 89 og Statgraphics.

13.4 Multipel regressionsanalyse.

13.4.1 Indledning

Vi vil i dette afsnit behandle det tilfeelde, hvor der indgér mere end 1 kvantitativ variabel. Vi vil
begraense os til at se pa modeller, hvor de variable indgér linert. Et eksempel herpd er modellen
Y =a,+ fx, + f,x,, hvor parametrene er «,, S, 0g f,.

Da beregningerne er meget omfattende er man nedt til at foretage dem ved hjelp af matricer. I
oversigt 13.4 findes de nedvendige matrixformler. Det er dog langt lettere at have et statistikpro-
gram til radighed, sa i afsnit 13A og 13B er eksemplerne regnet med henholdsvis Ti - 89 og
Statgraphics.

Den statistiske analyse af om modellen er acceptabel atha@nger som for af, om der er gentagelser
eller e;j.

13.4.2 Multipel regressionsanalyse med én y - veerdi for hver x - veerdi.

Som beskrevet i1 de tidligere afsnit vurderer man om modellen er acceptabel ved

1) at se pé et residualplot. Residualerne ber ligge “tilfaeldigt “ omkring 0. Hvis dette ikke er
tilfzeldet, ber man vere pa vagt, og eventuelt g op til en model hvor de variable indgér af
anden eller hgjere grad.

2) at se pé “forklaringsgraden” r*

Vi vil illustrere metoden ved folgende eksempel.

Eksempel 13.10 (multipel regressionsanalyse uden gentagelser)

Det mdnedlige elektriske forbrug Y pa en kemisk fabrik formodes at veere afhcengig af den
gennemsnitlige udendors temperatur x,, antal arbejdsdage x, i maneden , den gennemsnitlige
renhed x; af det fremstillede produkt og det antal tons x,, der produceres i den pagceeldende
mdned. Det formodes, at Y er en linecer funktion af x, x, , x; 0g x4, dvs. pd formen

Y=a,+px + B,x, + Bix; + B,x,.
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13.4 Multipel Regressionsanalyse

Folgende observationer fra det forlobne dr foreligger

X, X, X3 X, Y

-4 22 91 100 836
-1 20 90 95 789
7 21 88 110 883
16 19 87 88 790
18 20 91 94 816
23 19 94 99 859
27 23 87 97 831
29 21 86 96 832
24 22 88 110 897
16 23 91 105 872
10 20 90 100 842
3 20 89 98 821 |

1) Vurder ud fra forklaringsgraden om ovenncevnte model er rimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstdende model geelder.

2) Undersag om modellen kan reduceres, dvs. om nogle af koefficienterne kan antages at veere
0.

3) Angiv regressionsligningen i den endelige model.

4) Angiv 95% konfidensintervaller for de regressionskoefficienter der indgdr i ovenstdende
model.

5) Angiv et 95% konfidensinterval for Y i punktet (x,,x,,x;,x,) = (0,20,90,100)

Lesning:

Vi vil her anvende de i oversigt 13.4 angivne matrixformler til lasningen og foretage matrix-

beregningerne ved hjelp af TI - 89.

Som det fremgar af losningen er regningerne selv med matricer temmelig arbejdskraevende, sa

det ma anbefales anvende et ferdigt statistikprogram. I afsnit 13A og afsnit 13B er samme

eksempel saledes regnet med henholdsvis TI-89 og Statgraphics.

1)Indsettes de 12 “punkter” iligning ¥ = B, + By x| + o x, + B3X3 + Byx4 fas 12 ligninger

Vi = Po+Pixp+PrXip + Pixiz + Pyxia, i=12,...,12.
til bestemmelse af de 5 ubekendte ,50 P05, ﬂ3 og B, .

Disse 12 ligninger kan i matrixnotation skrives y = X -
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13. Regressionsanalyse

836 | 1 -4 22 91 100]

789 1 -1 20 90 95

883 1 7 21 8 110

790 1 16 19 87 88 X

816 1 18 20 91 94 By

_ 1859 1 23 19 94 99| _ |A

hvor V=lesy |- X1 07 23 87 07 | B=| A

832 1 29 21 8 9 b

897 1 24 22 88 110 | B4

972 1 16 23 91 105

842 1 10 20 90 100

821 1 3 20 89 98

Lesningen til det overbestemte normalligningssystemeter = (X7 X)" X7 5%
Ti-89 - ordrer.
Matricerne X og y indtastes:

APPS, Data/Matrix editor, New, Udfyld Type = Matrix, Variable = x, antal raekker=12 og sgjler = 5,
ENTER, ENTER. Udfyld skemaet med matricen x, Home

Nu er matricen X indtastet.

APPS, Data/Matrix editor, New, Udfyld Type = Matrix, Variable =y, antal rsekker=12 og sgjler = 1,
ENTER. Udfyld skemaet med matricen y, Home

Nu er ogsa matricen y indtastet

Det antages, at matricerne er gemt i “current Folder” sa der skrives kun x og ikke VAR-link, x

(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T, *x) ~-1*(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T, * y) ENTER, STO
—>a

[ 175499
1.02664
Resultat: | —0.793015| som er blevet gemt i matricen a.
191131
| 14.98226 |
Heraf fas g = 175499,  f, =102664, B, =-0793015, B, =191131, S, =14.98226
Da vi ikke har gentagelser, ser man pa forklaringsgraden 2 = SAK imoget .
SAKtotal
Da SAKtotal = SAKmodel + SAKresidual fas 72 =1— SAK esidual
SAKtotal

SAK 1 = (12-1)- Stzotal =11- Variance(y) =12674 (valg Catalog, Variance)
Ifolge oversigt 13.4 er  SAK g = (v- X,é) T, (v- Xlé) =(y-x-a)" -(y—x-a)

(v, X% a) MATH, 4MATRIX, 1:T, ENTER,*(y,-, X,*, a) resultat 437.906
SAK :
p? =1 0 ity BTI06_ 045
SAK a1 12674 ——

Da forklaringsgraden er taet pd 1 antages modellen at veere tilfredsstillende.
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13.4 Multipel Regressionsanalyse

2) Da vi nu mener, at modellen er rimelig, udfyldes som sa&dvanlig en variansanalysetabel:

Variation SAK f SAK $2
(Source) (SS) (df) st=—— F = —nodel
f Stesidual
Model 12236.1 4 3059.02 48.899
Residual 437.906 7 62.558
Total 1152,182 11

Vi gnsker at teste Hotﬂl = ﬂz =...= ﬂk =0

P - veerdi = P(F >48,899) = Fcdf(48.899, 00 ,4,7) = 0.000034

Da P - veerdi = 0.000034 < 0.001 forkastes H ), dvs. vi ved, at mindst én af regressionskoefficienterne er
forskellig fra nul.

For at kunne undersoge om nogle af koefficienterne kan vare 0, beregnes forst kovariansmatricen

. . 2 o
o’ (X" X)) idet vi erstatter 0"~ med sit estimat s2 = 62558

residual
(x, MATH, 4:MATRIX, 1:T, ENTER,*,x)" (-1)*62.558
Af diagonalelementerne fés

V(By) = 129647, V(5,) = 0051447, V(f,) = 449561, V(By) = 131311, V(f,) = 020161

Lad s(3,) = \/V(,lg,-) (kaldet “standard error” for ﬁA’i )
Nulhypotese H,,: f, = 0 mod den alternative hypotese H: 5, # 0

S

Teststarrelsen t, = 'B ! , ert - fordelt med 12 - 5 = 7 frihedsgrader

~

s(5;)
Af verdierne for [;’, og s( ,él-) =yV( [;’l-) ses umiddelbart, at den numerisk mindste t - vaerdi mé vere £, eller 75 .
—0.793015 191131
Vifar: t, =————=-037401, t; = ——=1.6679
2 449561 P V131311

Nulhypotese H): #, = 0 mod den alternative hypotese H: 5, # 0
Da P - verdi =P (T >0.37401) = tCdf(0.37401, 00 ,7) = 0.3597 > 0.025 accepteres H,,
dvs. vi kan bortkaste X,

Da regressionskoefficienterne athaenger af hinanden, skal man bortkaste én koefficient ad gangen (dvs. ikke pa
én gang bortkaste alle regressionskoefficienter, der har P-vardier sterre end 0).

Vi betragter nu ¥ = B + x| + B3x5 + [4X,4

[836] [1 —4 91 100]

789 1 -1 90 95

883 1 7 88 110

790 1 16 87 88 -

816 118 91 94 By
~ . S_|859) |1 23 94 99 B
y=Xf hvor V=les AT 97 g7 97| B=|

832 1 29 8 96 P

897 1 24 88 110 | As |

972 1 16 91 105

842 1 10 90 100

| 821 | 1 3 89 98|
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13. Regressionsanalyse

APPS, Data/Matrix editor, Current, st corsor pa 3 sgjle, F6, 2: Delete, 3: column, ENTER
Vi beregner igen [ = (xT. X)_1 xT -y

(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T,*x) *-1*(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T, * y) ENTER, STO
—>a

157.317

1.01695 . .
Resultat: som er blevet gemt i matricen a.

2.0359%4

488827
Heraf fas g = 157317,  j, =101695, B, =2.03594, f, = 488827
SAKresidual = (y - X Cl) r. (y - X Cl)

(v~ x* @) MATH, 4MATRIX, 1:T, ENTER,*(y,-, x,*, @) resultat 446.657
Si%esidual = 446657 =558321
12-4

Kovariansmatricen o~ - (X" - X)™'

(x, MATH, 4:MATRIX, 1:T, ENTER,*,x)" (-1)*55.8321

Af diagonalelementerne fas

V(By) = 946159, V() = 0045316, V(f;)=107284, V(8,) = 0123568

. . . . 2.03594
Det ses umiddelbart, at t - veerdien for S5 er den numerisk sterste. Vi fr: ¢; = ——— =1.96561

V107284
Nulhypotese H: /3 = 0 mod den alternative hypotese F7: B # 0

Da P-veerdi=P(T>1.96561)=tCdf(1.96561, o ,8) =0.042459 > 0.025 accepteres /1, dvs vi kan bortkaste X5
Vi betragter nu Y = B, + ,x; + By x4

F=X-p
836 (1 -4 100]
789 1 -1 95
883 1 7 110
790 1 16 88
816 1 18 94 .
_|859 1 23 99| ., ﬂ})
hvor V= g3y [ X511 07 g7 | B=| A
832 1 29 96 B
897 1 24 110
972 1 16 105
842 1 10 100
821 13 98]

24

APPS, Data/Matrix editor, Current, st corsor pa 3 sgjle, F6, 2: Delete, 3: column, ENTER
Vi beregner igen ,é: (XT : X)*1 xT y
(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T, *x) *-1*(x, MATH, 4:MATRIX, ENTER, 1:T, * y) ENTER, STO
—>a
335.652
Resultat:| 0.901697 | som er blevet gemt i matricen a.
4.94017



13.4 Multipel Regressionsanalyse

Heraf fas g =335652,  f, =0901697, p, = 494017

SAKresidual = (y —-X 'a)T : (y -X 'a)
(y,-, %% a) MATH, 4$MATRIX, 1:T, ENTER,* (y,-, x,*, a) resultat 662.372
Sfesidual = 61622372 = 735968

Kovariansmatricen o> ~(XT . X)"1 (x, MATH, 4:MATRIX, 1:T, ENTER,*,x)" (-1)*73.5968

Af diagonalelementerne fis  V(5,) = 162151, ¥(5,) = 0055203, V(8,) = 0161966

Vi far: ¢ —M:3.83777, 1, =807 199750

' 0055203 * 7 0161966

Nulhypotese : #; = 0 mod den alternative hypotese F: ﬁl #0

Da P -veardi =P (T > 3.83777) = tCdf(3.83777,00 ,9) = 0.00199 < 0.025 forkastes H,,.
Modellen kan ikke reduceres mere.

3) Regressionsligningen bliver Y =335.652+0.901697x, +4.94017x,
4) 100(1 — a)% konfidensinterval for ﬁ ;
Bitt ,(n-p)s(B)= 0901697+ t,45(12 - 3)-4/0.055203 = 0901698+ 05315 [0.3702; 1.4332]

@
2

5) 95% konfidensinterval for Y i punktet ()C1 s X5, X5 ,x4) = (0,20,90,100)

1
Lad x,=| 0 Vo =335.652+0901697-0+4.94017-100 = 829.67

100
Idet 7. (xT.x)" .5, =023074 fas
Fin =1 o (1= PNt T (X7 X) T Fy = t475(9) V735968023074 = 93221
2

[829.67 —9.3221:829.67 +9.3221] = [820.34;829.99] L 2

13.4.3 Multipel regressionsanalyse med flere y - vaerdier for hver x - vaerdi.
Det vil sedvanligvis vaere klogere at male ‘en gang i hvert milepunkt end eksempelvis at méle
2 gange i det halve antal malepunkter. Man vil derfor sjeldent vaere ude for at skulle foretage en
“lack of fit” test nar man har mange variable, og eksempelvis Statgraphics har da heller ikke dette
indbygget ved “multiple Regression”

Beregningerne er ganske de samme som ved enkelt regression. Man beregner et estimat se2 for

stojens varians , beregner SAK, ;.. 08 har s& SAK . o it =SAK siquar - SAK..
Metoden vises i afsnit 13A (TI-89) og 13B (Statgraphics)
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13. Regressionsanalyse

OVERSIGT 13.1. Formler til beregning af enkelt regressionsana-
lyse uden gentagelser.

I denne oversigt vises hvorledes man kan beregne en enkelt regressionsanalyse uden gentagel-
ser, blot man har en lommeregner med regressionsprogram. I eksempel 13.5 er formlerne

anvendt pa et konkret eksempel.

Forudszetning:
Data :
X X, X, X3 XN
Y Y1 W2 )3 IN

De N - vaerdier er uathengige observationer af statistisk uafthengig normalfordelte variable

Y, med samme varians o’ .
Det antages endvidere at man har fundet, at data kan beskrives ved en linezer model.

Vi har derfor at middelvaerdien af den statistiske variable Y er en linear funktion af x af

formen E(ﬂx) =B, + B x

Beregninger:
1) De N punktpar indtastes i lommeregner.
Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes estimater for

regressionskoefficienter: By 0g B, korrelationskoefficient , gennemsnit X , spredning

S, .
y
2) Udfylder variansanlysetabel:

Udregner SAK,, =(N-1)-s., SAK ., = r*-SAK, og

SAK SAK

SAKresidual = total model *

Variation SAK f »  SAK F
(Source) (SS) (df) s = o

Smodel = f Fmodel = 2m(')del

residual

RCSldual SAKreSidual N = 2 2 SAKVeSidllal

S”si ua = . A

residual N _ 2

Total SAK o1 N-1
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Oversigt 13.1

Test:
Lad « vere signifikansniveau.
1) H,:Regressionslinien er vandret < H,:y er uathengigaf x < H,:Model=0< H,:f, =0

Metode 1. H, forkastes, hvis P - verdi= P(Z < F_ ,,) < a ,hvor Zer F - fordelt
(frs /) =A,N=2).

A

by

A

b " Sresidual

Metode 2. Lad ¢ = s_’ hvor 55 =
B
Det kan vises, at 7 et ¢ - fordelt med N - 2 frihedsgrader.

Lad T vaere ¢ - fordelt med N - 2 frihedsgrader

er et estimat for spredningen pd /.

S model

H, forkastes, hvis P - verdi = P(T > |t|) < % .

En fordel ved denne metode er, at man ogsa kan teste H: 3, >0o0g H: 3 <0 ved

ensidede test.
Hvis begge variable X og Y er statistiske variable kan man tilsvarende teste korrelatio-
nen p ved ovennavnte ¢ - test.

2) H,:, =a ,hvoraer en given konstant.

ﬁl " Sresidual

A

Bi-a h _
g , hvor § B = g
B model

Lad ¢=

H, forkastes, hvis ‘l‘ ‘ >t L (N-2) (for a = 0 svarer det til ovennavnte metode 2.
2

Konfidensinterval for f,: {:&1 -t ,(N- 2).3/} ;ﬁA’l +t ,(N- 2)'Sﬁ } hvor
1 1 1-—— 1

2
T2 2

A

Bl
Sﬁl = S

residual

model

Ladi=E (le = X() veare et estimat for middelveerdien 4 for Y for en given veerdi x = x,, .

Konfidensinterval for 4 g-t ,(N-2) h}(,u) L+t (N-2) ,I}(,u)
1-— 1-—
2 2

—2( 5 2
oA A N 1 (xo-X) (ﬂl)
hvor u=f, + pix = Sl | o

H 180 131 0> V(,u) Syesidual N + SAK

model

Przdistinationsinterval: (Konfidensinterval) for 1 ny observation for en given x - veerdi:

1~ t (N—Z)'\/Q%t (N—2)~@ hvor =2 . 1+i+M
a 1—% M 1_% i ~ Presidual N SAK

model
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OVERSIGT 13.2. Formler til beregning af enkelt regressionsana-

lyse med lige mange gentagelser
Forudsatning: Data :

X X, X, X3 Xy
Y Y1 Va1 Y31 Yxi
Y12 Y2 Y3 Yo
yln y?n y'%n ykn

¥y - veerdierne er uafhangige observationer af statistisk uafhangig normalfordelte variable Y, .
For hver af de &k x - veerdier er der lige mange gentagelser n af y - vaerdier, dvs. i alt N=n-k
observationer.
Der antages , at der er varianshomogenitet (enskes dette testet se under punkt b)
Lad a vere signifikansniveau.
Beregninger:
a) “Lack og fit test:
H,:Linezr model gelder & H:(x,, ) ligger pa en ret linie
& H,:Residual for gennemsnitspunkter = 0.

1) For hver x - veerdi x, indtastes de n y-vardier, og man beregner spredningen s; .

2, .2 2
. . ST +85 +...+s
Der beregnes et estimat for den falles varians se2 =1 72 . k

s? har k(n—1) = N — k frihedsgrader
2) De N=n-k punktpar (x,,y, ) indtastes i lommeregner.
Regressionsprogram aktiveres, og blandt beregnede storrelser findes estimater for:

regressionskoefficienter: ,80 og ,81 , korrelationskoefficient r, gennemsnit X , spredning § y o

3) Man udregner SAK,,, = (N —1)-s},SAK, ., = r*-SAK, ., og SAK, =(N—k)-s>
SAK lack of fit — SAKtotal - S4K model SAKe
4) Udfylder variansanlysetabel:
Variation | SAK f 2 SAK F
(Source) (SS) | (df) O f
Model SAK o4 | 1 5 SAK 2
Smodet = 1 F _ Smodel
1 model — 5
S residual
LaCk Of ﬁt SAKlack Ofﬁt k = 2 2 SAK]ack Of ﬁt S2 .
S] " of fi — F _ lack of fit
ack or 1 k_ 2 lack of fit S2
0
Gentagelser] SAK, |N-k , SAK,
(error) Se = N_k
Total SAK, .. IN-1
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Oversigt 13.2

5) H, forkastes, hvis P - vaerdi= P(Z> Fy ) < &, hvor Z er F - fordelt
(fr>Sw)=(k=2,N-k).

Safremt H, accepteres (og et residualplot ogsa virker rimelig) fortsatter testningen:

o : : 2
Da sével s2 som s, .rr; NU er et udtryk for forsegsfejlens varians o, foretages en

pooling:
2 (]Vv_k)se2 +(k_2)'slzack0fﬁt SAK@ +SAKlack0fﬁt
Stesidual = N_2 = N-2 >

og F, .4 beregnes (se variansanalysetabel.
6) Formlerne for de forskellige test svarer nu fuldstendig til formlerne i afsnit 11.1.

b) Varianshomogenitet

H: 0'12 = 022 =...= O'Z . Test for at de variable ¥, har samme varians o
1) Simplificeret F-test. Lad den storste veerdi af de estimerede k varianser veere s, 0g

. 2
den mindste vere s

min *
2
SmaX
Beregn teststorrelsen £7=——
s

min

Lad Y vaere F - fordelt med frihedsgraderne f,,,,, = foemer =7 —1

a
H, forkastes, hvis P - vardi = P(Y > F) < EX

Hvis nulhypotesen accepteres, s antages kravet om varianshomogenitet at vere op-
fyldt.

Hvis nulhypotesen forkastes, md anvendes en test med storre styrke sdsom Bartletts test
2 ) Bartletts test. Denne test er beregningsmaessigt vanskelig, og har den svaghed, at

den er serdeles folsom overfor afvigelser fra normalitet.
k

Y (=15
(N-k)-In IN——k - (- 1)-In(s?)
Beregn teststorrelsen ;(2 = 3
1 Z 1
N-k ‘Tn-1
3(k-1)
Lad Y vaere ;(2 - fordelt med frihedsgrad k- 1. H, forkastes, hvis P - verdi =

P(Y>yH<a.

29



13.

Regressionsanalyse

Oversigt 13.3. Transformation til linezer model i Statgraphics.

Nr

Model

Kommentar

1

Linear model: Y = a + b*X

2

Exponential model: Y = exp(a + b*X)

Y=e"" =" o In(Y)=a+bX
Seattes Z =In(Y) fas Z=a+tb - X

Reciprocal-Y model: Y = 1/(a + b*X)

B 1

_7<:>l:a+b-X
a+b- X Y

1
Settes Z = ; fais Z=atb-X

Reciprocal-X model: Y =a + b/X

Double reciprocal model:
Y =1/(a +b/X)

Y:a+£. Sattes Wzifﬁs Y=atb-W
X X
av 2 ¥ X
X

1
Sattes ZzlogW=ffé’1s Z=atb -W
Y X

Logarithmic-X model: Y = a + b*In(X)

Sattes W =In(X) fis Y=atb -W

Multiplicative model: Y = a*X"b

Y=a- X" < In(Y) = In(a) +b-In(X)
Sattes Z = In(Y) og W = In(X) fas Z=atb- W

Square root-X model:
Y =a+ b¥*sqrt(X)

Y:a+b~\/}.Saettes W=\/} fais Y=atb -W

Square root-Y model: Y = (a + b*X)"2

Y=(a+b-X) &-/Y=a+b- X
Swttes Z =-/Y fis Z=a+b -X

Y = normal(a + b*In(X))

10| S-curve model: Y = exp(a + b/X) al b
Y=e *oIn(Y)=a+—
X
1
Seettes Z=1In(Y) og W = 5% fas Z=atb -W
11|Logistic model: et 1
Y =exp(a+b*X)/(1 +exp(a+b*X)) [V = > ln( + 1) =a+bX
l+e Y
1
Settes Z = In b +1] fas Z=atb -X
12|Log probit model:

Y=®(a+b-In(X)) = ' (Y)=a+b-In(X)
Sattes Z =D ' (Y) og W=In(X) fas Z= a+b - W
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Oversigt 13.4

OVERSIGT 13.4. Formler til beregning af multipel regressionsa-
nalyse.
I denne oversigt vises hvorledes man kan beregne en multipel regressionsanalyse, blot man

har en “matematiklommeregner” med et matrixprogram.
I eksempel 13.8 er formlerne anvendt pa et konkret eksempel.

Lad der vaere givet k£ uathaengige variable og N observationer
(X;15X;5 50000 X)), i=12,...,NogN >«

X, X, X, y
X1 X1p . . : X1k b
X1 X2 . . . Xok Y2
XNl N2 . . . X Nk YN
Lad regressionsligningen veere Y = S + Byx, + Box, +.. + B, X, (1)

hvor B,,p,,0,,..., B, er regressionskoefficienterne
Bestemmelse af estimater for regressionskoefficienterne

Modellen kan i matrixnotation skrives y = X -

_yl ] 1 xll x12 . . . Xlk ﬂO
y2 1 le X22 . e X2k ﬂl

hvor J_} _ . , X = . . . ... . ’ B _
B2 _1 Xy Xya oo+ X B,

Vi ensker ved mindste kvadraters metode, at finde en vektor ﬂ , der er et estimat for vektoren

.

Lesningen til et sadant overbestemt ligningssystem X - B = y er (se eventuelt B. Hellesen,
M. Oddershede Larsen: Bind III, kapitel 3) bestemt ved

XT.X-B=X" .y (kaldet normalligningssystemet). ?3)
Matricen X" - X er en kvadratisk symmetrisk matrix, som saedvanligvis ved regressions-
problemer ikke er singular. Der eksisterer derfor en invers matrix (X' - X) ™", hvorved los-
ningen til normalligningssystemet (3) bliver

p=x"-x)" X"y )

Herved er regressionskoefficienterne bestemt..
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13. Regressionsanalyse

Beregning af variansanalysetabel.

Variation SAK f ,  SAK F
(Source) (SS) (df) s = N
Model SAK o401 k SAK e $
Srznodel = le Fmodel = 72“10(161
residual
ReSidual SAKresidual N - k - 1 2 SAKreSidual
Sresidual =
n—k—-1
Total SAK i N-1

Som ved den ensidede regressionsanalyse, er residualerne forskellen mellem en observeret
veerdi y, og den tilsvarende veerdi p, beregnet ud fra modellen, dvs. 7. =y, — J,.

n

B 2

SAKTesidual - Z’/; .
i=1

n

r

Sattes 7 =|  |kan vi foretage folgende omskrivning

"N |

SAKresidual = Z }/.l'2 = FT r= (.)_/_ Xﬂ)T(.)_;_ Xﬂ)
i=1

SAK g = (n—1)- Si

SAK, .= SAK,,, - SAK

model.” residual*

2 . o .
hvor -s; .er spredningen pé y - veerdierne

Vurdering af model

, SAK

Har man ikke gentagelser kan man beregne forklaringsgraden r“ = model

SAK total

(se vurdering i eksempel 13.3)

Har man gentagelser kan man foretage en “lack of fit test” (se hvordan i eksempel 13.4)
Undersogelse af om modellen kan reduceres.

1)H,:pB, = p, =...= B, =0 mod H: Mindst en af koefficienterne er forskellig fra 0.

Teststorrelse F,, 4, er F - fordelt med tellerfrihedsgrad £ og nevnerfrihedsgrad N - k - 1.
Hvis P - verdi = P(F > F ) <« forkastes H,,, dvs. y er ikke uathaengig af x - verdierne

model
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Oversigt 13.

2) Forkastes H, vil man dernest undersegge om nogle af koefficienterne kunne vaere 0, dvs.
teste nulhypoteserne H,: 5 = 0 mod den alternative hypotese /: 3, # 0

Teststorrelsen er ¢ — i , som kan vises at vere ¢ - fordelt med » - p frihedsgrader,

" sB)

hvor p er antal regressionskoefficienter

H, forkastes, hvis P - veerdi = P(T > |tl. |) < % .

Beregningen af s( ,l@) (kaldet “standard error” for ,@- ) beregnes pé felgende méde.

For den sikaldte kvadratiske symmetriske p x p kovariansmatrix o~ - (X" - X)™'

(p er antal regressionskoefficienter) gelder, at
a) diagonalelementerne er varianserne for regressionskoefficienterne og

b) elementerne udenfor diagonalen C i angiver kovariansen mellem :Bi og B j

Vi beregner derfor Grzesidual (X T x )_1 , idet vi erstatter o” med sit estimat sfesidual

Af diagonalelementerne fas ¥/ ( ,5’0 ), V(,él ), V(ﬁz ), V(,‘%) OSV.

Konfidensintervaller.
100(1 — @)% Kkonfidensinterval for £, .

it o N=p)s(B)Sfi<hivt o (N-p)s(B)

2 2

Konfidensinterval for et til punktet x,svarende verdi Yo

1

Xo1

X
— 2
Lad xO = 0

Yok |

.)}}O - tl—g(N_ p)'\/srzesidual 'fOT(XT ' X)_l 'EO ;JA)O + tl—g(N_ p)'\/srzesidual 'EOT'()(T‘)()_1 ')_CO
2 2

Forklaring pa formlen
Forklaringen bygger for simpelheds skyld pé det enkle regressionspolynomium Y = 3, + f,x, + 3, x, .

Er B, B, P, de estimerede veardier, og indsattes punktet (xo1,xg) i ligningen, fas den dertil svarende esti-

merede y - verdi )70 =pPo +Bi1xo1 + Baxoy -

4
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13. Regressionsanalyse

Ifolge reglerne for varians af en linearkombination fés
2 A R R N N ) N A A A A
V(fo + Prxo1 + Paxo2) =V (Bo) + xo1 -V (1) + xt2 - V(B2) + 2x01 -V (Bo. B1) + 2x02 -V (S0, 2)
+2x01 - x02 V(1. 52) -
1

Settes )fo = X, |08 idet kovariansmatricen

'x02

Vflgo) V(,éo: ,él) V(ﬂ:oubi’z)
o’ - (X0 =\ VBLA)  VB) VBLB) | sesat
V(B2,80) VB2, V(B2)

- VB VBoB) V(B[ 1
V(bo +ﬂ1x01+ﬁ2x02)=02'[1 xo1 xo2|'| V(B.Po) V(B V(BB || %01
V(Ba,B0) V(b2,5) V(B2 | |02

~ 5 p 2 T , T =1 =
SV(By + Prxor + baxpp) =0 -xg (X - X) " -Xp.

Konfidensintervallet bliver folgelig

~ 2 T T ol — .« 2 T ol vl —
)’o‘t1 a(”‘P)'\/Sresidual'xo (X7 X) -xo;y0+t1 a("—P)'\/Sresidual'xo (X7 X)X
) )
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1. Indledning

13A Eksempler regnet pa TI - 89.

1.Indledning.

Det forudsattes, at man kender de grundlaeggende operationer pa lommeregneren.

I Appendix “Grundleggende operationer pa TI - 89" er beskrevet, hvorledes man beregner
sandsynligheden for forskellige fordelinger, beregner gennemsnit og spredning, samt hvorledes
man tester og beregner konfidensintervaller for funktion af 1 variabel .Dette forudsattes ligeledes
bekendt.

2. Enkelt regressionsanalyse

2.1. Enkelt Regressionsanalyse uden gentagelser

Eksempel 13.4 (uden gentagelser)

Tilseetning af en vis mangde kunstfibre foreger et garns trackstyrke. Man har eksperimenteret
med forskellige tilsatte mangder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse
forskellige mangder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af |40 [ 50 (5560 |70 |75|80 [85]90| 95 [100( 105|110 |120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Treekstyrke : Y [4.5(6.5(5.417.018.218.0|7.1|8.9(8.2(10.319.6 ({10.810.5(11.2]12.0

1) Find r? og anvend denne samt en figur pa lommeregnerens grafiske display til vurdering af
modellen.

2) Opskriv regressionsligningen.

3) Test om y er uathangig af x

4) Find 95% konfidensinterval for haldningen £

5) Find 95% konfidensinterval for y svarende til x = 100
6) Find 95% Pradistinationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vardien 100.
Lesning:
1) APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes i list1(x- veerdier) og list 2(y-veerdier)
F4: Calc, 3. Regressions, 1:linReg(a+bx), Udfylder lister,
Da vi @nsker at tegne regressionslinien sa StoreReqn to: y1(x), ENTER,
Af udskriften fis umiddelbart 7> =0.9193
Man kan nu tegne linien ved at velge “GRAPH”.
Vi gnsker imidlertid punkterne tegnet med, sé vi vaelger
F2: Plots,,1: Plot Setup,F1: Define, Behold Scatter og Box, indsaet listerne , ENTER, ENTER, F5
Linien vises sammen med punkterne.
Tegningen pa lommeregnerens display viser, at punkterne fordeler sig tilfaldigt omkring
linien.
(Dnskes i stedet tegnet et residualplot, sa findes residualerne i sidste kolonne.)
Outliers: Ingen punkter synes at afvige voldsomt fra linien
I sidste kolonne er residualerne beregnet, og den storste residual er 1.1.
Da s=s = 0.648068 er afvigelsen betydelig mindre end2-s5=2-5,.q.a hvilket

residual
bekrafter, at der ikke er outliers.
Da forklaringsgraden samtidig er taet pa 1, er den linezre model acceptabel.
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Eksempler regnet med Ti-89

2) Regressionskoefficienterne ses i den ovennavnte udskrift eller ved at veelge “Y=""hvoraf man
finder y = 1.8087+0.0799x
3) H,:Y er uatheengig afx< H:Regressionslinien er vandret & H:f, = 0.

APPS, STAT/LIST, F6, A:LinRegTest,Udfyld lister, Alternate Hyp= & p # 0 ENTER

Af udskriften ses , at P - veerdi=1.7 - 1078 svarende til £ = 12.1693.
Da P - veerdi =1.76-107% < 0.001 forkastes H,: =0 (sterkt)
Konklusion:. Y er ikke uathengig af x.

Andre udskrifter der kan vere af interesse i andre sammenhange :
S = Sresidual = 0.648068 N df = fresidual = 13 ,SE SlOpe =S5z = 0.006565

4) 95% konfidensinterval for f:

F7: LinRegTInt: Udfyld menu:
Resultat:  [0.0657:0.09413]
Andre udskrifter der kan vere af interesse i andre sammenhange :

ME =radius i konfidensinterval for ,51 =0.014184

5) Konfidensinterval for y svarende til x = 100:
Som under punkt 4) men Interval=Response, x Value = 100

Resultat: [9.37 ; 10.22]

Andre udskrifter der kan vere af interesse i andre sammenhange :
y_hat =y’s vardi for x = 100 = 9.79839,
ME = radius 1 konfidensintervallet = 0.424332, SE=s i =0.677179

6) 95% Predistinationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vardien 100.
Som under punkt 5. Se nederst 1 udskrift

Resultat: [8.335 ; 11.263].

2.2. Enkelt Regressionsanalyse med gentagelser
Eksempel 13.6 Regressionsanalyse med gentagelser
Givet folgende mélinger

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
y 4.9 6.9 8.2 120 | 124 | 168 | 21.2 | 252 | 25.1 | 32.4

1) Foretag en testning af forudsaetningen om varianshomogenitet.

2) Det formodes pé forhind, at der er en lineeer sammenhang mellem x og y.
Test denne formodning ved en “lack of fit” test,, og bestem i bekraeftende fald ligningen for
den empiriske regressionslinie.

3) Det pastas at haeldningskoefficienten S er 0.15

Test om dette pa et signifikansniveau pa 5% kan vare sandt.
4) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvaerdien af tykkelsen y, nar # = 100 minutter.
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2. Enkelt regressionsanalyse

Lesning:
1) Test af nulhypotesen H,:o7 = o3 =...= of
TI-89 har intet “program” til testning af varianshomogenitet, s& man mé foretage en

“simplificeret F-test ved at anvende formler.
APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes i list1(x- vaerdier) og list 2(y-vaerdier)

list1 list2
20 4.2
20 4.9
30 7.4
30 6.9
osVv oSV.
Spredningerne beregnes i list3 ved HOME, CATALOG, Variance({4.2,4.9}) osv.
list1 list2 list3 Kommentar
20 4.2 0.245 Variance({4.2,4.9})
20 4.9 0.125 Variance({7.4,6.9})
30 7.4 OSV.
30 6.9
osv oSV.
¢2
Forholdet ' = —"- beregnes:
min
HOME,MATH, list,max(list3)/MATH, list,min(list3), ENTER Resultat: 23.04

P-vaerdi = FCdf(24.04,1,1)=0.1308
Da P - verdi = 0.1308 > 0.05, accepteres nulhypotesen

dvs. vi vil i det folgende antage, at der er varianshomogenitet.
2) H,:Linezr model geelder & H:(x,, s, ) ligger pé en ret linie

Der udferes en “Lack of Fit” test.
10
1) Pooler de 10 spredninger sammen til et fzlles s? .Lad 4= Z si2 :

i=1
HOME,MATH, list, SUM, list3), ENTER, STO A Resultat : 9.81

2 981081, £, = N—k=20-10=10,

e
2) APPS, STATI/LIST, F6, A:LinRegTest,Udfyld lister, Alternate Hyp= & p # 0 ,ENTER

Hel’afi S = Sresidual = 13445 5 df = fresidual = 18 Og SAKresidual = (13445)2 . 18 = 32.5382
SAK . or i = SAK ~SAK, =32538-981=22.728

Vi kan nu udfylde skemaet

residual

Variation SAK f 52 F
Lack of fit 22.728 8 2.841 2.896
Gentagelser (Pure Error) | 9.81 10 0.981

Residual 32.538 18 1.3445

P - vaerdi = FCdf(2.896, © ,8,10) = 0.0591. Da P - verdi = 0.0591 > 0.05 accepteres H,,
dvs. vi vil i det felgende antage, at den linezre model gaelder.
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Vi er dog sé tet pa forkastelse, at en naermere undersegelse kan vare rimelig.
3) H,:f3, = 015

Af udskriften fis Sp =SE SLOPE = 0.0060

t Bi-a 01730- 015
~ s 00060
Da P - verdi= P (T'> 3.81) =tCdf(3.81, 0,18) = 0.00064 < 0.025 forkastes H, , dvs.

data giver ikke den i litteraturen angivne haldningskoefficient..

4) 95% konfidensinterval for middelveardien af tykkelsen y, nar # = 100 minutter.
F7: LinRegTInt: Udfyld menu: Interval=Response, x Value = 100

Resultat [18.3 : 19.61
y_hat =y’s veaerdi for x =100 = 18.95.

= 3812 ert-fordelt med f= f,oqiqua =18

2.3 Transformation af data

Eksempel 13.7. Transformation af udtryk.

Ved et forseg komprimeres en luftart til forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende
vardier af trykket P méltes. Man formoder, at der geelder regressionsmodellen P=c-v",
Ved forsgget fandtes folgende resultater:

vem’® 100 150 200 1250 (300 (350 |400 450 |500 |550 600

P kp/cm* [29.58 [15.42 (11.67|7.48 |7.29 |3.90 |3.63 1.69 (2.95 |2.16 [2.11

1) Begrund, at formodningen er rimelig

2) Angiv ligningen for den fundne model

3) Find middelvardien af P og et 95% konfidensinterval svarende til v = 375.
Losning:

1) APPS, STAT/LIST, Data indtastes i list1(v- vaerdier) og list 2(P-vaerdier)

F4: Calc, 3Regressions, 9:PowerReg, Udfylder lister,
Da vi gnsker at tegne regressionslinien sa StoreReqgn to: y1(x), ENTER,

Af udskriften fas 7 =0.9464.
Grafen kan tegnes som under punkt 2.1.
P& lommeregnerens display ses, at punkterne fordeler sig tilfaeldigt omkring grafen. Da

forklaringsgraden samtidig er teet pa 1, sa er den lineaere model acceptabel.

= 6 -1.5696
2) Af udskriften fis £=4266-10" -V

3) Vier nunedt til at lave to lister svarende til In(v) og In(P)
HOME, In(list1), STO, list3, ENTER
In(list2), STO, list4, ENTER
APPS, STAT/LIST,F7, 7: LinRegTint,Udfylder lister og saet x Value = In(375), ENTER

Finder y-hat =5.96293 og CInt =[5.8 ; 6.126]
Heraf fis Py;5 = %% = 389.75 0g95% konfidensinterval: [¢>%; %1201 =[330.3;457.6]
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3. Polynomial regressionsanalyse

3. Polynomial Regressionsanalyse

3.1.Polynomial Regressionsanalyse uden gentagelser

Eksempel 13.8. Polynomial regressionsanalyse uden gentagelser.

Et forseg udferes, for at finde hvordan sterkningstiden T (i minutter) afthanger af antal gram x
af et additiv. Man fik felgende forsegsresultater:

xgM| 0 (05[] 1 [1,5[2 253 [35][4 [45] 5 |55]6 165]7 175] 8 |85

T min.|| 740710610 [650 [470|540 1440|420 [400 | 450 {440 [480 | 530 {470 1420|480 [450 {490

1) Vurder pa basis af ovennavnte observationer ud fra forklaringsgraden, hvilket polynomium
T=a,+px+px" + ,33x3+...+ﬂpxp af lavest mulig grad p, der indenfor méleomradet
[0 ; 8 ] giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

2) Giv en grafisk vurdering af, om det i 1) fundne polynomium indenfor méleomradet [0 ; 8 ]
giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

3) angivet regressionsligningen 7 =a,+bx+b,x* +bx’+..+b x”  hvor a,,b,, b, er
estimater for &, ..., ,Bp , for den model, man 1 spergsmaél 3 har fundet frem til.

Lesning:

1) APPS, STAT/LIST, Data indtastes i list1(x- veerdier) og list 2(T-veerdier)
F4: Calc, 3Regressions, 9:QUADREG, Udfylder lister,
Da vi gnsker at tegne regressionslinien sa StoreRegn to: y1(x), ENTER,
Af udskriften fas 7> =0.7876.
Tilsvarende kan man valge CubicReg og QuartReg

CubicReg fas 7% =0.8412 altsé en ret stor forbedring.

QuartReg fas r* =0.8463, dvs. ingen vesentlig forbedring
Heraf sluttes, at en trediegradsmodel mé vare en acceptabel model
2) Man kan nu tegne kurven ved at vaelge “GRAPH”.
Vi gnsker imidlertid punkterne tegnet med, sé vi velger
F2: Plots,,1: Plot Setup,F1: Define, Behold Scatter og Box, indsaet listerne , ENTER, ENTER,F5
Kurven vises sammen med punkterne.
Tegningen pa lommeregnerens display viser, at punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring
kurven.

3) Dette kan man kun gere ved at omskrive trediegradsmodellen
3

T= aO +b1x+b2x2 +b3x3 tllT: ag +b1x1 +b2x2 +b3X3 Vedats&tte xl =X, x2 = x2 N X3 =X
Derefter foretage beregningerne som beskrevet under multipel regression i 3 variable (se
eventuelt afsnit 4)

4) Man kan derefter skrive ligningen op.

3.2.Polynomial Regressionsanalyse med gentagelser
En “lack of fit” test kraever, at man som navnt ovenfor omskriver til multipel regression.
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4. Multipel Regressionsanalyse
Eksempel 13.10 (uden gentagelser)
Lad der foreligge folgende observationer.

X, X, X5 X, Y
-4 22 91 100 836
-1 20 90 95 789
7 21 88 110 883
16 19 87 88 790
18 20 91 94 816
23 19 94 99 859
27 23 87 97 831
29 21 86 96 832
24 22 88 110 897
16 23 91 105 872
10 20 90 100 842
3 20 89 98 821

1) Vurder ud fra forklaringsgraden og grafisk om en lineaer model er rimelig.

2) Underseg om modellen kan reduceres.

3) Angiv regressionsligningen i den endelige model

4) Angiv 95 % konfidensinterval for regressionskoefficienterne i den endelige model.

4) Find et 95% konfidensinterval for Y i punktet (x1,x2,x3,x4)=(0,20,90,100)

Leosning:

1) APPS, STATI/LIST , navngiv lister x1, x2, x3, x4 , y , og indtast data, F4: Calc, 3. Regressions,

2)

40

D:MultReg, Num of ind Vars = 4, Udfylder lister, ENTER, ENTER

2 _
Vi far regressionskoefficienterne og =222 09654

Da vi gnsker at tegne et residualplot, sa vaelges
F2,1:Plot Setup, F1:Define, Vaelg i Statvar yhatlist og resid , F5:ZoomStat

Residualplottet pd displayet viser, at punkterne fordeler sig tilfaeldigt omkring linien.

Outliers:APPS, STAT/LIST,F6:Test, B:MultRegTests,Udfyld menuen(er nok allerede sket), ENTER,
I listen (efter inddata) findes listen sresid, som indeholder “Studentized residuals”..
Da kun en enkelt veerdi numerisk er storre end 2 og ingen er over 3, antages, at der
ikke er outliers

Da yderligere forklaringsgraden er taet ved 1 yurderes modellen at veere rimelig god.
Hy: B, = B, = B3 = B4 =0 , H: Mindst en af regressionskoefficienterne er forskellig fra 0.

I Udskriften fra MultRegTests findes en P -verdi pa 0.000034

Da P -vaerdi = 0.000034 < 0.001 forkastes H, (steerkt), dvs. mindst en af
regressionskoefficienterne er forskellig fra 0.

I P-list findes P - vaerdierne for de enkelte regressionskoefficienter.

Denne findes ogsd 1 Stat/list, hvor man ser, at nr. 3 giver den sterste P-.vaerdi pd 0.7195.Da
den forste P - veerdi svarer til konstantleddet svarer nr. 3 til x2.

H,: B,= 0 accepteres, da P -vaerdien = 0.7195> 0.05.

x2-leddet bortkastes. Bemaerk, at man kun eliminerer én variabel ad gangen
Veelg F6:MultRegTests, og udfyld menuen med kun 3 variable.



4. Multipel regressionsanalyse

Man ser, at nu er den storste P - veerdi ud for x3 og P -verdien = 0.0849.

H,: p;=0 accepters da, da P -verdien = 0.0849 > 0.05

x3 slettes nu af modellen.

Veelg F6:MultRegTests, og udfyld menuen med kun 2 variable.

Nu ses, at alle P - vaerdier er mindre end 0.05, dvs. modellen kan ikke reduceres mere.

3) I blist findes koefficienterne, dvs. p =335.65+0.9017 x1 +4.94 x4.

4) 95% konfidensinterval for ﬂl - B] -ty (fresidual ) ' SﬂA ;Iél tl o, (fresidual ) ’ Sﬁ
1-— 1 1-— 1
2 2

I Statvar findes s ; 1 “selist” =0.23495.  f . qiqua= df,,=9
4
[0.9017 —10.975(9)-0.23495;0.9017 + ¢, 975 (9) - 0.23495] =[0.371;1.432]

Tilsvarende findes s 5 1 “selist” =0.40245 og dermed  95% konfidensinterval for £,
4

[4.94— 1575 (9)-0.40245:4.94 + 1,475 (9) -0.40245] = [4.03;5.85]

5) Veelg F7:Ints, 8: MultRegInt, Udfyld menuer heraf x Value List={0,100}, ENTER
Man findere 95% konfidensinterval: [820.34 ; 838.99

Eksempel 13.11. Multipel regression med gentagelser
Det formodes, at ¥ = a, + f,x, + ,x, .Folgende observationer foreligger:

(1,%,) (43) | G4 | G56) | (66) | (7.8) | O

y 33.0 444 | 500 | 574 | 73.0 | 87.1
35.7 469 | 52.1 | 59.1 | 75.0 | 89.3

1) Test om man pa basis af ovennavnte observationer kan fa en accept heraf
2) Kontroller grafisk om modellen er rimelig.

Det antages 1 det folgende, at ovenstiende model gaelder.

3) Underseg om modellen kan reduceres, dvs. om g, =0 og/eller f, = 0.

4)Angiv regressionsligningen for den fundne model.
Lesning:
1) Lack of fit test:

APPS, STAT/LIST , navngiv lister x1, x2 , y , og indtast data
F6:Test, B:MultRegTests,Udfyld menuen, ENTER,

Blandt udskrifterne findes for ERROR: SS=SAK .4 =44.3823, df =1, 40 =9

Et estimat for den poolede SAK:

CATALOG, VARIANCE, Variance({x1[1],x2[2]})+Variance({x1[3],x2[4]})+...+Variance({x1[11],x2[12]})
Resultat: SAK.,=14.84 f, =k(n-1)=6(2-1)=6

Da S4K, = SAK, + SAK,, ., fas SAK,,, = 44.3823 - 14.84 =29.5423 med f;,,, =9 - 6 =3

residual —

Man kan nu udarbejde folgende tabel:
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Variation SAK f 52 F
Lack of fit 29.5423 3 9.8474 3.9814
Gentagelser (error) 14.84 6 2.47333

Residual 4438.23 9

P -veerdi = P(F>3.9814) = FCdAf( 3.9814, «,3,6) =0.071

Da P -vaerdi=0.071 > 0.05, accepteres den line@re model ” ¥ =, + f,x, + B,x, "
2) Residualplottet pa displayet viser, at punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring linien.
3) Afresultaterne i “Plist” ses, at

1) H,:p, = 0forkastes, da P - vaerdi = 0.0023 < 0.05

2) H,:p, =0 forkastes , da P - veerdi = 0.00391 < 0.05

Modellen kan ikke reduceres.
4) Afresultaterne i “Blist fas at ~ Ligningen bliver y =1.469 + 5.653 x, +3.761 x,_
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2 Enkelt Regressionsanalyse

13B Eksempler regnet pa Statgraphics.
1. Indledning

I “Grundleggende statistik: appendix A" er beskrevet nogle grundleggende operationer,
hvorledes man beregner sandsynligheden for forskellige fordelinger og beregner gennemsnit og
spredning. Dette forudsattes bekendt

2. Enkelt Regressionsanalyse

2.1. Regressionsanalyse uden gentagelser (1 faktor)

Eksempel 13.4 (uden gentagelser)

Tilsetning af en vis mangde kunstfibre foreger et garns traeekstyrke. Man har eksperimenteret
med forskellige tilsatte mangder kunstfibre x og registreret garnets trekstyrke y ved disse
forskellige mangder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af |40 [ 50 [ 5560 |70 | 75|80 [85]90| 95 [100( 105|110 |120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Trekstyrke - ¥ [4.5(6.5(5.4(7.018.218.0/7.1]8.9(8.2(10.319.6 [10.8|10.5(11.2]| 12.0

1) Find r’ og anvend denne samt en figur til vurdering af modellen.
2) Opskriv regressionsligningen.

3) Test om y er uathengig af x

4) Find 95% konfidensinterval for haldningen £

5) Find 95% konfidensinterval for y svarende til x = 100

6) Find 95% Pradistinationsinterval for 1 ny observation svarende til x - vardien 100.
Lesning:

Data indtastes

kunstfibre styrke

40 4,5
50 6,5
osv.

1) Variansanalysetabel opstilles:
Veelg (Relate \ Simple Regression \ indseet “styrke” i y og “kunstfibre” i x\ OK)
Der fremkommer felgende tabel og figur:

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: styrke Independent variable: kunstfibre

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 1,80866 0,578421 3,12688 0,0080
Slope 0,0798974 0,000656548 12,1693 0,0000

Serk Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 62,1974 1 62,1974 148,09 0,0000
Residual 5,4599 13 0,419992

Total (Corr.) 67,6573 14

Correlation Coefficient = 0,958802 R-squared = 91,9301 percent
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44

Af udskriften ses, at forklaringsgraden “R-squared” er 91,93 %. , hvilket er tilfredsstillende,
da modellen altsa “forklarer” 91,93% af variationen.

Plot of Fitted Model
12,5 - /‘*
Samtidig med udskriften 10,5 ]
fremkommer folgende figur: 2 [
B85 .
650 - 1
451 2

40 60 80 100 120 140
kunstfibre

Af figuren ses, at punkterne fordeler sig tilfeeldigt omkring linien.
Onsker man at gore tegningen mere overskuelig kan men fjerne prediction og konfidens

kurver ved folgende ordrer
Veelg(cursor pa udskrift, hajre musetast\Pane Options\fiern markering ved “Prediction limits” og
“Confidence limits” \OK)

Outliers. Af ovenstidende figur ses, at der n@ppe er nogen “outliers” (punkter der afviger s
kraftigt fra det generelle billede, at man kunne frygte de var fejlmalinger), da ingen punkter
falder udenfor 95% pradistinationslinierne (de yderste linier).

Da undersggelse af outliers er vigtig, kan Statgraphics beregne sikaldte “Studentized
Residuals”, som ligesom pradistinationsintervallerne tager 1 betragtning, at spredningen er
mindre tet ved “midtpunktet” end langt fra det.

Veelg(Tabul ar Options \ Unusual Residuals\OK).

Heraf fremgar, at da ingen “Studentized Residuals”, numerisk er storre end 2 er der ingen

outliers. Det er ogsd muligt at f4 dem tegnet.
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus predicted\ OK))

Den fremkomne tegning viser, at disse Residual Plot
“studentized residuals” ligger indenfor
3 enheder ja endda indenfor 2 enheder
pa hver side, hvilket igen viser, at der
ikke er nogen outliers.

Sadvanlige residualer fas af:
(Cursor pa tegning\ hgjre muse-
tast\ Residuals ).

Studentized residual
o

'2 ;\ I ° I I \;

Konklusion: Modellen synes tilstrak- s . 9 . 3
kelig godt at beskrive data indenfor )
maleomradet. predicted styrke



2 Enkelt Regressionsanalyse

2) Afudskriften ved “Estimate” og “Slope” aflases ,5’0 =1.80866 og /}1 =0.0798 .
Regressionsligningen bliver derfor y = 1.80866+0.07989 - x

3) H,:Yeruathengig afx< H :Regressionslinien er vandret & H:f = 0.

Det ses, ud for “Model”, at F' - Ratio = 148.09 og at P-value = 0.0000, dvs.
H, forkastes Y er ikke uathaengig af x.

4) Konfidensinterval for /i

Veelg (Relate \ Polynomial Regression \ indsaet “styrke” i y og “kunstfibre” i x \ OK \ Cursor i udskrift \
Analysis Options \ seet order til 1\ Gul ikon = Tabular options \ Confidence intervals \ OK).
Der fremkommer folgende udskrift:

95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 1,80866 0,578421 0,559049 3,05826
kunstfibre 0,0798974 0,00656548 0,0657135 0,0940813

Heraf afleses [0.0657 ; 0.0941]

5) 95% konfidensinterval for middeltraekstyrken svarende til x - vaerdien 100.
Veelg (Relate \ Simple Regression \ indseet “styrke” i y og “kunstfibre” i x\ OK))
Veelg (Gul ikon =Tabular Options \ Forecasts \ OK \ Cursor pa udskrift \ hgjre musetast \ Pane Options
). Seetidet fremkomne skema “Forecast at x” til 100 og stryg resten.
Der fremkommer folgende udskrift:

Predicted Values

95,00% 95,00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
100,0 9,79839 8,33543 11,2614 9,37406 10,2227

Herafaflaeses , at den forventede middeltraekstyrke er 9.793 og 95% konfidensintervallet er [9 371 0.22]

6) 95% pradistinationsinterval for middeltraekstyrken svarende til x - veerdien 100.
Af udskriften i punkt 5 fis :[8.34;11.26] L 4

7) Supplerende sporgsmal:
Giv en grafisk vurdering af om kravet normalitet er opfyldt ved hjcelp af et normalfordelings-
plot.
Lesning:
Der skal vurderes om residualerne er tiln@rmelsesvis normalfordelte. Der tegnes et nor-
malfordelingsplot:
Veelg ( sort ikon = Save Results\Save Residuals\ OK).
Residualerne bliver nu gemt som en sgjle i data under navnet “RESIDUALS”, da vi ikke har

@ndret navnet under “Target Variables”

Veelg (Describe\Numerical Data \One Variable Analysis\RESIDUALS\Pilen Data| OK)).
Veelg ( bla ikon = Graphics options\Normal Probability Plot| OK)).

Veelg (Med cursor pa tegning, hgjre musetast\Pane Options \Using Least Squares\OK)
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Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9 F | | | | | &

Det ses, at residualerne ligger 9 - T
tilnermelsesvis pa enret linie,sa & 9>
betingelsen om normalitet synes g 80
opfyldt. g 0
= 20

)

(oF 5

1 - -

0,1 ‘ ‘ ‘ =

12 08 04 0 04 08 12
RESIDUALS

2.2. Regressionsanalyse med gentagelser (1 faktor)
Eksempel 13.6 Regressionsanalyse med gentagelser
Givet folgende mélinger

Tiden t 20 30 40 60 70 90 100 120 150 180

Tykkelse | 4.2 7.4 8.8 13.6 | 13.1 | 149 | 20.0 | 23.1 | 27.5 | 329
y 4.9 6.9 8.2 120 | 124 | 168 | 21.2 | 252 | 25.1 | 32.4

1) Foretag en testning af forudsatningen om varianshomogenitet.

2) Det formodes pé forhand, at der er en lineeer sammenhang mellem x og y.
Test denne formodning ved en “lack of fit” test,, og bestem i bekraeftende fald ligningen for
den empiriske regressionslinie.

3) Det pastas at haeldningskoefficienten S er 0.15

Test om dette pa et signifikansniveau péd 5% kan vare sandt.
4) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvaerdien af tykkelsen y, nar # = 100 minutter.
Lesning:.
Data indtastes i Statgraphics pd sedvanlig méde:

X y
20 4,2
20 4,9
30 7,4
30 6,9
40 8,8
40 8,2
180 32,9
180 32,4

1) Undersogelse af varianshomogenitet.
Test af nulhypotesen H,: o} = 04 = ...= O}

Veaelg (Compare\ Analysis of Variance \ One Way ANOVA \ OK \ tabel udfyldes med y ( “Dependent
variable” og #( “Factors”) \ OK)
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Veelg (gulikon=Tabular options \ Variance check (fijern eventuelt krydset ved “Analysis summary)\ OK).
Der fremkommer folgende udskrift:

Variance Check

Cochran's C test: 0,293578 P-Value = 0,851284
Bartlett's test: 1,84733 P-Value = 0,876251
Hartley's test: 23,04

Da begge P - vardier er storre end 0.05 accepteres H,, , dvs. vi vil i1 det folgende antage, at

kravet om varianshomogenitet er opfyldt.

H:Linear model gelder & H,:(x,, ;) ligger pa en ret linie
Veelg (Relate \ Simple Regression \ indseet x og y \ OK )\

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: y
Independent variable: t

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 1,65415 0,599582 2,75883 0,0129
Slope 0,172975 0,00003212 28,6756 0,0000

Scource Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1486, 44 1 1486, 44 822,29 0,0000
Residual 32,5383 18 1,80768

Total (Corr.) 1518, 98 19

Da vi har gentagelser ignoreres den fremkomne udskrift i ferste omgang.
Veelg ( gul ikon = Tabular Options \ Lack of Fit test\ OK)).

Denne giver folgende tabel:
Analysis of Variance with Lack-of-Fit

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1486,44 1 1486,44 822,29 0,0000
Residual 32,5383 18 1,80768

Lack-of-Fit 22,7283 8 2,84104 2,90 0,0591
Pure Error 9,81 10 0,981

Total (Corr.) 1518, 98 19

Af udskriften ses, at P - value ud for “lack of fit” er 0.0591. Pa et signifikansniveau pa 5%,

ses, at /4, md accepteres, dvs. vi kan antage, at indenfor méleomrédet giver forstegradsmodel-
len en rimelig god beskrivelse af resultaterne,

Af udskriften ved “Estimate” og “Slope” aflases ,5’0 =1.6542 og /}1 =0.1730
Regressionsligningen bliver derfor y = 1.6542 +0.1730- x

Da vi er teet pa forkastelse er det ekstra vigtigt yderligere at vurdere om den linezere model er

rimelig ved at betragte et residualplot og i den forbindelse undersege om der er outliers.
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus predicted\ OK )
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3)
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Residual Plot
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Da ingen af punkterne afvige mere end 3 fra midterlinien, s& synes der ikke at vare nogen
outliers. Det skal bemerkes, at “Statgraphics” s@tter grensen ved 2, og derfor mener at der er
2 punkter man ber se nermere pa.

De s@dvanlige residualer giver folgende tegning:

Residual Plot
321 | i | 7

220 . .
120 ) i =
02+ - I :

residual

08F . e ) :
181 u

2.8 :,‘ ‘ ‘ C ‘,:
0 10 20 30 40

predicted y

Idet det er middelvaerdierne der skal ligge pa den rette linie, ses at netop gennemsnitspunkterne
fordeler sig tilfeeldigt omkring linien.

Betragtes par af punkter, der svarer til samme x-verdi, ses, at afstandene er noget forskellige,
dvs. der er nogen forskel pa varianserne, men altsd ikke mere end, at der ifolge testene er en
rimelig varianshomogenitet.

H,:p =015
Metode 1: Af udskriften ud for Slope fés, at “Standard Error “= S5 = 0.0060

A

fi-a 01730-0.15
sz 00060

1

Da P - verdi = P (T > 3.81) =tCdf(3.81,00,18) = 0.00064 < 0.025 forkastes H, , dvs.
data giver ikke den i litteraturen angivne haldningskoefficient..

‘o = 3812 ert- fordelt med f = fogiqua =18
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Metode 2: Man finder et 95% konfidensinterval for 5

Veelg (Relate \ Polynomial Regression \indsaet y og x\ OK\ Cursor i udskrift \ Analysis Options \ saet
order til 1\ Gul ikon = Tabular options \ Confidence intervals \ OK).
Man far fglgende udskrift.

95,0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 1,65415 0,599582 0,394468 2,91382
t 0,172975 0,00603212 0,160302 0,185648

Dakonfidensintervallet ikke indeholder 0.15, ma der konkluderes, at haeldningskoefficienten
ikke kan vere 0.15.

4) Find det til =100 svarende 95% konfidensinterval for tykkelsen y.
Veelg (Relate \ Simple Regression \indsaet y og x\ OK)
Veelg(Gul ikon =Tabular Options \ Forecasts \ OK\ Cursor pa udskrift \ hgjre musetast \ Pane Options).

Seet i det fremkomne skema “Forecast at x” til 100 og stryg resten.
Predicted Values

95,00% 95,00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
100,0 18,9517 16,0518 21,8515 18,2956 19,6077
Vi far folgelig_ 7,40 = 1895 og 95% konfidensinterval [18.296 ; 19.608 ] ¢

2.3. Transformation af model.
Eksempel 13.7. Transformation af udtryk.
Ved et forseg komprimeres en luftart til forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende

vaerdier af trykket P méltes. Man formoder, at der gzlder regressionsmodellen P=c-v ",
Ved forspget fandtes folgende resultater:

v em? 100 150 200 (250 |300 (350 (400 450 |500 |[550 600

Pkp/em®* [29.58 |15.42 |11.67|7.48 |7.29 |3.90 [3.63 |1.69 [2.95 [2.16 |2.11

1) Begrund, at formodningen er rimelig
2) Angiv ligningen for den fundne model
3) Find middelverdien af P og et 95% konfidensinterval svarende til v = 375.

Lesning:

Data indtastes
P v
100 29,58
150 15,42
200 11,67
OsVv.

1) Finde “bedste” model:
Veelg (Relate \ Simple Regression \ indsaet p og v\ OK )\

Pa figuren fjernes for at gere figuren tyderligere ‘“Prediction limits” og “Confidence limits”
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Plot of Fitted Model
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Det ses tydeligt, at en model af typen y = a + b x ikke er god.

For at fa en vurdering af hvilken model der passer bedst

Veaelg(gul ikon = Tabular options\Comparison of Alternative Models\OK)
Comparison of Alternative Models

Model Correlation R-Squared
Reciprocal-X 0,9913 98,27%
Multiplicative -0,9728 94,64%
Exponential -0,9449 89,29%
Logarithmic-X -0,9367 87,74%
S-curve 0,9348 87,39%
Square root-Y -0,9063 82,15%
Reciprocal-Y 0,8984 80,71%
Square root-X -0,8880 78,86%
Linear -0,8323 69,28%
Double reciprocal -0,7661 58,70%
Logistic <no fit>

Log probit <no fit>

“Reciprocal - X og “Multiplicative” har de hejeste forklaringsgrader.

Da vi af fysiske grunde mente, at en potensfunktion var den bedste, vaelges den multiplicative.
Veelg (med cursor pa udskrift, hejre musetast\Analysis options\Multiplicative\OK)

Vi far felgende tegning:

Plot of Fitted Model

307
25E
20 F

100

0L ‘ ‘ ‘ L E
0 100 200 300 400 500 600
v

Vi ser, at punkterne fordeler sig tilfaldigt omkring kurven, s

forhdndsformodningen om en potensfunktion synes korrekt.
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3 Polynomial regressionsanalyse

Den tilsvarende variansanlysetabel er:
Regression Analysis - Multiplicative model: Y = a*X"b

Dependent variable: p Independent variable: v

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 10,6611 0,716487 14,8797 0,0000
Slope -1,56967 0,124502 -12,6076 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 8,02667 1 8,02667 158,95 0,0000
Residual 0,454476 9 0,0504973

Total (Corr.) 8,48115 10

3. Polynomial Regressionsanalyse

3.1.Polynomial Regressionsanalyse uden gentagelser

Eksempel 13.8 Man ved, at tilscettes et bestemt additiv en dunk fernis, sd forkortes storkningsti-
den (den tid det tager for fernissen at torre). Et forsog udfores, for at finde hvordan storkningsti-
den T (i minutter) afhcenger af antal gram x af additivet. Man fik folgende forsogsresultater:

|xg/l 010511 (1,512 125]3 [35]4 |45[5 |55[6 (65| 7 [75] 8 |85

IT min.|| 740 {710 (610|650 1470 | 540 {440 [420 {400 | 450 | 440|480 | 530|470 |420 [480 [450 {490,

1) Vurder pd basis af ovenncevnte observationer ud fra forklaringsgraden, hvilket polynomium
T=a,+px+p,x> + pix*+.+8,x" af lavest mulig grad p, der indenfor mdleomrddet
[0 ; 8 ] giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

2) Given grafisk vurdering af, om det i 1) fundne polynomium indenfor maleomradet [0 ; 8 | giver
en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

1 bekreeftende fald onskes

3) entest af, om modellen kan reduceres til et polynomium af lavere grad, samt en grafisk kontrol
af om den derved fremkomne model er rimelig.

4) angivet regressionsligningen T =a,+bx+b,x* +bx’+.4+bx"  hvor a,,b,, b, er
estimater for &, p,,..., B, , for den model, man i sporgsmdl 3 har fundet firem til.

Leosning:

1) Vurdering ud fra forklaringsgrad om polynomiums grad.

Data indtastes,
Veelg ( Relate| Polynomial Regression\ indszet xog 7i den fremkomne tavlie\ OK))

Forst fas en variansanalysetabel svarende til en andengradsmodel (det er altid startvaerdien for
Statgraphics).
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13. Regressionsanalyse
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Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 727,544 31,5776 23,0399 0,0000
X -107,975 17,2274 -6,26761 0,0000
X" 2 9,75748 1,95585 4,98886 0,0002

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 137427,0 2 68713, 3 27,81 0,0000
Residual 37067,8 15 2471,18

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 78,7571 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 75,9247 percent

Vi ser, at R-squared (adjusted) er 75,92%.
Vi opstiller nu en trediegradsmodel
Veelg ( Cursor pa udskrift\ hgjre musetast\ Analysis Options\order til 3\ OK )

Dette giver folgende variansanalysetabel.
Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 770,702 34,522 22,3249 0,0000
X -179,27 36,2105 -4,95077 0,0002
X"2 31,3364 10,0704 3,11174 0,0077
X3 -1,69247 0,777816 -2,17592 0,0472

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 146794,0 3 48931, 5 24,73 0,0000
Residual 27699, 9 14 1978,57

Total (Corr.) 174494,0 17

R-squared = 84,1256 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 80,7239 percent
Vi ser, at R-squared (adjusted) er steget til 80,72%.

Vi vaelger nu en fjerdegradsmodel.

Veelg ( Cursor pa udskrift\ hgjre musetast\ Analysis Options\order til 4\ OK))

Dette giver folgende variansanalysetabel.
Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 758,692 39,7228 19,0997 0,0000
X -141,24 68,7863 -2,05331 0,0607
x"2 9,84872 34,3492 0,286723 0,7788
x"3 2,31072 6,15732 0,375281 0,7135
x™4 -0,235482 0,35917 -0,655628 0,5235
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3 Polynomial regressionsanalyse

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 1476810 4 36920,3 17,90 0,0000
Residual 26813,4 13 2062,57

Total (Corr.) 1744940 17
R-squared = 84,6337 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 79,9056 percent

Vi ser, at R-squared (adjusted) nu er faldet svagt fra 80,72% til 79,90%. Heraf m4 sluttes, at
fjerdegradsmodellen ikke har givet et vaesentligt forbedret bidrag til forklaring af data. Dette
stemmer ogsd med, at P-value for x* er 0.5232 > 0.05.

Bemerk iovrigt, at selv om alle P-verdier for koefficienterne er sterre end 0,05, kan vi ikke
deraf slutte, at vi kan reducere modellen til en konstant model. Man ma kun bortkaste et led af
gangen.

Det anforte tyder pd, at en trediegradsmodel er en acceptabel model.

Grafisk kontrol af model. Plot of Fitted Model
Man ber altid som en ekstra kontrol indtegne
kurven og punkterne.

I Statgraphics sker det automatisk pa hejre
side af udskriften. Den fremkomne tegning
har indtegnede linier for konfidensgrenser
og predistinationsgranser
(predictionslimits). De 16 punkter synes at
fordele sig rimeligt omkring den fundne
kurve og ingen af punkterne falder udenfor X
pradistinationsgraenserne.

Residual Plot

= 267 | | | 3

Vi danner et studentized residualplot. g of ]
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual g i ]
versus predicted\ OK) ; 060 - - . ]
N o4 - B ]

Heraf ses, at der ikke er nogle “outliers”, da ‘g ' e ’ ]
ingen veerdier er over 3 E LAp : ) ;
(og kun et enkelt over 2) N o4k ‘ ‘ ‘ ‘ A
0 2 4 6 8 10

X

For at undersege om kravet til normalfordeling er rimeligt opfyldt tegnes et normalfordelings-

plot

Veelg (Describe\Numerical Data \One Variable Analysis\RESIDUALS\Pilen Data| OK)).
Veelg ( bla ikon = Graphics options\Normal Probability Plot| OK)).

Veelg (Med cursor pa tegning, hgjre musetast\Pane Options \Using Least Squares\OK)
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13. Regressionsanalyse

Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9 F ‘ ‘ ‘ ‘ s
99 |- 4
95 )
80
50
20

s 4
1 [ -

0,1k ‘ ‘ ‘ ‘ A

-60 -30 0 30 60 90

RESIDUALS

Normalfordelingsplotet viser, at residua-
lerne ligger rimelig tilfeeldigt omkring en
ret linie, sa forudsaetningen om normalitet
er opfyldt.

percentage

Samlet konklusion : Grafisk synes trediegradsmodellen at vaere rimelig.

3). Reduktion af model.
Da P-value for x’ er 0.0472 < 0.05 er der 1 stjernet signifikans mod nulhypotesen Hy: 3, = 0.

Béde dette og de foregdende betragtninger over R-squared (adjusted) gor, at det ikke er rimeligt
at reducere modellen yderligere

4) Angiv regressionsligningen.
Ligningen ses af udskriften for trediegradsmodellen at vaere:

T =77070-179.27x +31.336x> —1.629x> ¢

3.2.Polynomial Regressionsanalyse med gentagelser

Eksempel 13.9

Man ved, at tilscettes et bestemt additiv en dunk fernis, sd forkortes storkningstiden (den tid det
tager for fernissen at torre). Et forsog udfores, for at finde hvordan storkningstiden T (i minutter)
afheenger af antal gram x af additivet. Man fik folgende forsogsresultater:

x g/l 0 1 2 3 4 5 6 7 8

T minut- || 740 | 610 [ 470 | 440 400 440 530 420 450
ter 710 | 650 | 540 | 420 450 480 470 480 490

1) Vurder pd basis af ovenncevnte observationer ud fra forklaringsgraden, hvilket polynomium
T=a,+ px+pf,x* + fix’+..+f,x" af lavest mulig grad p, der indenfor mdleomrddet
[0 ; 8 ] giver en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

2) Giv en grafisk vurdering af, om det i 1) fundne polynomium indenfor mdleomrddet [0 ; 8 | giver
en tilfredsstillende beskrivelse af T’s variation.

3) angivet regressionsligningen for den model, man i de forrige sporgsmal har fundet frem til.

4) angivet et 95% konfidensinterval for regressionskoefficienten 3, til leddet af hojest grad.

5) fundet et estimat for den veerdi x,, (I decimal) af x ,for hvilken storkningstiden T er mindst.

Endvidere onskes angivet den til x, svarende estimerede middelveerdi T,,, og et 95%

konfidensinterval for T -
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3 Polynomial regressionsanalyse

Lesning:
1).Data indtastes,
Veelg ( Relate| Polynomial Regression\ indsaet xog 7i den fremkomne tavle\ OK)
Man far en variansanalysetabel svarende til en andengradsmodel (det er altid startvaerdien for
Statgraphics).
Vi laver en “lack of fit test”
Veaelg ( gul ikon = Tabular Options \ Lack of Fit test\ OK)).
Denne giver fglgende tabel:

Analysis of Variance with Lack-of-Fit

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 142129,0 2 71064,4 32,94 0,0000
Residual 32365,7 15 2157,71
Lack-of-Fit 22015,7 6 3669,29 3,19 0,0579
Pure Error 10350, 0 9 1150,0
Total (Corr.) 174494,0 17

Da P - value for Lack of fit er 0,0579 > 0,05 accepteres andengradsmodellen.
Da vi er meget taet pa forkastelse, kunne en trediegradsmodel dog overvejes.

2) Vi betragter nu et “studentized residualplot”:
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus predicted\ OK)

Punkternes “gennemsnit” synes ikke at ligge Residual Plot

helt tilfeldigt omkring linien, sd selv om —  33F ;
punkterne ligger sa taet pé linien at anden- _§ 2’3; . ]
gradsmodellen med ned og neppe kan ac- 'z b ]
cepteres, sd er det neppe tilradeligt at anven- = . . . ]
de modellen i hvert fald ikke ud over det  § 03F 2= . - ]
angivne interval (at ekstrapolere) % T e ]
Selv om en enkelt veerdi har en “studentizied 2 -17¢ .
residual” pa mere end 2, sd vil vi ikke be- % 270 ‘ ‘ ‘ E
tragte det som en outliers (skal vare over 3) 400 500 600 700 800

predicted T

Folgelig dannes en trediegradsmodel.
Veelg ( Cursor pa udskrift \ hgjre musetast \ Analysis Options \order til 3\ OK)).

Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 743,232 24,5077 30,3265 0,0000
x -183,255 28,2854 -6,47877 0,0000
X2 35,5231 8,54009 4,15957 0,0010
x"3 -2,117 0,700505 -3,02211 0,0091

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 154907,0 3 51635,7 36,91 0,0000
Residual 19587,5 14 1399,11

Total (Corr.) 174494,0 17
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13. Regressionsanalyse

Da vi har gentagelser, ignoreres den fremkomne udskrift og vi foretager en “lack of fit” test.
Veaelg ( gul ikon = Tabular Options \ Lack of Fit test\ OK)).

Denne giver folgende tabel:
Analysis of Variance with Lack-of-Fit

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 154907,0 3 51635,7 36,91 0,0000
Residual 19587,5 14 1399,11
Lack-of-Fit 9237,48 5 1847,5 1,61 0,2526
Pure Error 10350, 0 9 1150,0
Total (Corr.) 174494,0 17

Da P-value for Lack-of fit er 0,2526 > 0,05 accepteres trediegradsmodellen.
Som beskrevet under enkel regressionsanalyse, viser udskriften ved “Lack of Fit Test”, at

2
F= Sl“—;k =161 og denne verdi er ikke stor nok til at forkaste trediegradsmodellen.
So
2) Som grafisk kontrol tegnes den fundne kurve og Plot of Fitted Model

punkterne for at se, om modellen er rimelig.

I Statgraphics sker det automatisk pé hejre side [
afudskriften. Den fremkomne tegning forenkles 700 [°
ved at slette de indtegnede linier for konfidens- i
graenser og praedstinationsgranser (predictionsli-
IIlitS). 500f
De 9 punkters gennemsnitsvaerdier synes at '

800 ‘ ‘ : &

B~ 600Ff

fordele sig tilfeldigt omkring den fundne kurve 400 ;(‘) : : : : D ;
X
Vi betragter nu et “studentized residualplot”: )
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus Residual Plot
predicted\ OK)) - 28F ]
Vi ser, igen, at punkternes “gennemsnit” ligger = Lab ]
tilfeldigt omkring linien. 2
= 08F ]
s
Vi ser, at der ikke er outliers, g 02F ,
da alle veerdier holder sig under 2 S a2 o -]
S .
5] 225 ) ) ) ]

400 500 600 700 800
predicted T

Samlet konklusion : Trediegradsmodellen synes at v&re rimelig.

3).Ligningen ses af udskriften at veere: 7 = 74323 —18326x +35.52x% —2.117x>
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4 Multipel regressionsanalyse

4) Opstilling af 95% konfidensinterval for f;.

Veelg (tabular options\ Confidence Intervals\ OK)
95, 0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 743,232 24,5077 690,668 795,796
X -183,255 28,2854 -243,921 -122,588
x"2 35,5231 8,54009 17,2064 53,8398
x"3 -2,117 0,700505 -3,61944 -0,614566

Et 95% konfidensinterval for S5 er folgelig [ -3.62 ; -0.61].
Som forventet indeholder konfidensintervallet ikke 0.

5) Affiguren “Plot of fitted Model” ses, at den verdi x,, som giver den mindste sterkningstid mé

vare ca 4 og T,, =440 minutter.

En mere precis verdi fas ved at differentiere udtrykket for 7'.
T'=-3-2117x* +2-3552x—18326 . T' =0 < x = 4206V x = 6.671

Dette giver X, = 421

Veelg (tabular options\ Forecasts\ hgjre musetast\Pane options\x til 4.21\ OK)
Vi far da felgende tabel:

Predicted Values

95,00% 95,00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
4,21 443,378 358,125 528, 63 414,535 472,221
Vi far folgelig T, =443.38 minutter og 95% konfidensinterval [414.5 ; 472.2] L 2

4. Multipel Regressionsanalyse.

Eksempel 13.10 (multipel regressionsanalyse uden gentagelser)

Det manedlige elektriske forbrug Y pd en kemisk fabrik formodes at veere afhengig af den
gennemsnitlige udendors temperatur x,, antal arbejdsdage x, i maneden , den gennemsnitlige
renhed x; af det fremstillede produkt og det antal tons x,, der produceres i den pdgeeldende
mdned. Det formodes, at Y er en linecer funktion af x, x, , x; 0g X4, dvs. pd formen

Y=a,+ px, + p,x, + fsxs + X, .

57



13. Regressionsanalyse

Folgende observationer fra det forlobne dr foreligger

X X, X, X, Y

-4 22 91 100 836
-1 20 90 95 789
7 21 88 110 883
16 19 87 88 790
18 20 91 94 816
23 19 94 99 859
27 23 87 97 831
29 21 86 96 832
24 22 88 110 897
16 23 91 105 872
10 20 90 100 842
3 20 89 98 821

1) Vurder ud fra forklaringsgraden og grafisk, om ovenncevnte model er rimelig.
Det antages i det folgende, at ovenstdende model gcelder.
2) Undersag om modellen kan reduceres, dvs. om nogle af koefficienterne kan antages at veere 0.
3) Angiv regressionsligningen i den endelige model.
4) Angiv 95% konfidensintervaller for de regressionskoefficienter der indgar i ovenstdaende model.
5) Angiv et 95% konfidensinterval for Y i punktet (x,,x,,x;,x,) = (0,20,90,100)
Leosning:
1). Vurdering af om lineser model gelder.
Indtast data i 4 x - sgjler og en Y- sgjle.

Veaelg ikonen "Multiple Regression" eller Vaelg ( Relate\ Multiple Regression ).
Indsaet de variable i den fremkomne tavle.

Dette medforer folgende udskrift.

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 175,499 113,863 1,54133 0,1671
x1 1,02664 0,226819 4,52626 0,0027
x2 -0,793015 2,12028 -0,374014 0,7195
x3 1,91131 1,14591 1,66794 0,1393
x4 4,98226 0,44901 11,0961 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 12236,1 4 3059, 02 48,90 0,0000
Residual 437,906 7 62,558

Total (Corr.) 12674,0 11

R-squared = 96,5448 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 94,5705 percent
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4 Multipel regressionsanalyse

Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus predicted\ OK )

Tegning af residualerne viser, at punkterne synes Residual Plot
atplacere sig rimeligt tilfaeldigt omkring O-linien, .
Man kan ogsa se, at der er ingen outliers.

Savel ud fra R-squared pd 96.55% som afresidu-
alplottet mé konkluderes, at den lineaere model er n . 1

rimelig, 0 800 820 840 860 80 900
predicted Y

Studentized residual
(=]

2) Mulig reduktion af modellen
Hy: B, =B, = f3 = B4 =0 , H: Mindst en af regressionskoefficienterne er forskellig fra 0.

Af ovenstaende udskrift ses ud for model, at P - Value = 0.0000

Da P -vaerdi=0.000034 <0.001 forkastes H,, (steerkt), dvs mindst en af regressionskoefficien-
terne er forskellig fra 0.

Vi ser nu regressionskoefficienterne

Den g storrelse, der har storst P-vaerdi er f, .

H,: B,=0 accepteres, da P -verdien = 0.7195> 0.05.

x2-leddet bortkastes.

Bemeark, at man kun eliminerer én variabel ad gangen.
Vi eliminerer nu x, :

Veelg ( red ikon = Input dialog \ slet x2 i tavle \ OK)).

Vi far :

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 157,317 97,2707 1,61731 0,1445
x1 1,01695 0,212876 4,7772 0,0014
x3 2,03594 1,03578 1,96561 0,0849
x4 4,88827 0,351523 13,906 0,0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 12227,3 3 4075,78 73,00 0,0000
Residual 446,657 8 55,8321

Total (Corr.) 12674,0 11

R-squared = 96,4758 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 95,1542 percent
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Da P-vardien for x3 er 0.0849 > 0.05 eliminerer vi nu x3.
Multiple Regression Analysis

Dependent variable: Y
Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 335,652 40,268 8,33547 0,0000
x1 0,901697 0,234953 3,83777 0,0040
x4 4,94017 0,40245 12,2752 0,0000
Analysis of Variance
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 12011,6 2 6005,81 81,60 0,0000
Residual 662,372 9 73,5968
Total (Corr.) 12674,0 11
R-squared = 94,7738 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 93,6124 percent
Det er nu ikke muligt at reducere modellen mere. Residual Plot
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus predic- § E
ted\ OK) 2 22 E
. . . . 2] - 3
Residualplottet viser, at punkterne fordeler sig tilfeel- = ;z i
digt omkring linien, s& vi antager at modellen er god £ s ]
Q
nok. ERSS 1
1 o8E o 3
780 800 820 840 860 880 900
predicted Y

3) Ligningen bliver y = 335.65+0.9017-x, +4.9402- x,

4) Veelg (tabular options\ Confidence Intervals\ OK )

95, 0% confidence intervals for coefficient estimates

Lower Limit

0,

244,56
370195

Upper Limit

426,745
1,4332

Standard
Parameter Estimate Error
CONSTANT 335,652 40,268
x1 0,901697 0,234953
x4 4,94017 0,40245

4,02977

Konfidensintervallerne bliver f,:[03702;14332], S,:[4.030;5851]

5) Nederst 1 datafilen indsettes de enskede x - verdier
Veelg (tabular options\ Report\ OK)

Regression Results for Y

5,85058

Lower 95,0% CL

Lower 95,0% CL

Upper 95,0% CL

for Forecast for Forecast

for Mean

Upper 95,0%
for Mean

Fitted Stnd. Error
Row Value for Forecast
13 829,67 9,51728

Vi har derfor, at_y = 829.67 _og et 95% konfidensinterval er [820.35 ; 838.99]
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Eksempel 13.11 (multipel regression med gentagelser)

Det formodes, at den producerede meengde Y af en given produktion er en linecer funktion af de
anvendte meengder x, og x, , dvs. pd formen Y = a, + f,x, + f,X, .

Folgende observationer foreligger:

(xlaxz) (4,3) (5’4) (596) (6’6) (778) (9’10)

y 33.0 444 | 500 | 574 | 73.0 | 87.1
35.7 469 [ 52.1 | 59.1 | 75.0 | 89.3

1) Test om man pa basis af ovenncevnte observationer kan fa en accept af, at sammenhcengen
mellem den producerede meengde Y og temperaturerne x, og x, (approksimativt) er linecer.

2) Kontroller grafisk om modellen er rimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstdende model geelder.

3) Undersog om modellen kan reduceres, dvs. om p, =0 og/eller f, =0.

4) Angiv regressionsligningen for den fundne model.
Leosning:
1) Indtast data i 2 x - sgjler og en Y- sgjle.

Veelg ikonen "Multiple Regression" eller Vaelg ( Relate\ Multiple Regression ).
Indsaet de variable i den fremkomne tavle.

Dette medferer folgende udskrift.

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 1,46935 3,17826 0,462314 0,6548
x1 5,65323 1,39951 4,03943 0,0029
X2 3,76129 0,976963 3,84998 0,0039

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 3822,87 2 1911,44 387,61 0,0000
Residual 44,3823 9 4,93136

Total (Corr.) 3867,26 11

R-squared = 98,8524 percent R-squared (adjusted for d.f.) = 98,5973 percent

Da vi har gentagelser, kan vi teste modellen ved at spalte SAK .. fra ovenstdende tabel op
i SAngntagelserZSAKO Og en SAKIack of fit*

For at finde SAK 01 dannes en ekstra sgjle “behandlinger”, og med denne og y foretager
en “ensidet variansanlyse”

x1 x2 % behandlinger
4 3 33 1

4 3 35,7 1

5 4 44,4 2

5 4 46,9 2

5 6 50 3

5 6 52,1 3

osv.

Veaelg ( Compare\ Analysis of Variance \ One Way ANOVA \ Udfyld tavle med y og behandlinger \ OK)).
Resultatet bliver
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ANOVA Table for y by Behandlinger
Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Between groups 3852,42 5 770,483 311,52 0,0000
Within groups 14,84 6 2,47333

Total (Corr.) 3867,26 11

Heraf ses, at SAK,, = 14.84 med f, = 6 (6 celler).

Da SAK gy = SAK, + SAK .., fas SAK,,, = 44.3823 - 14.84 =29.5423 med f},,, =9 - 6 = 3.
Dette giver folgende variansanalysetabel:

Variation SAK f 52 F

Model 3822.87 2

Lack of fit 29.5423 3 9.8474 3.9814

Gentagelser 14.84 6 2.47333

Total 4485.1 11

P -vaerdi = P(F>3.9814) = FCdf( 3.9814, «,3,6) =0.071.
Da P -verdi = 0.071 > 0.05, accepteres den linezre model ” Y = o, + f,x, + B,x, "

2. QGrafisk kontrol af model.

For at fa et overblik over punkternes placering Residual Plot

tegnes et residualplot. 4,1 T
Veelg (bla ikon= Graphical options\ Residual versus
predicted\ OK )\cursor pa figur, hgjre musetast,vaelg
residuals<ok)

Denne viser, at punkternes “gennemsnit” ligger
tilfeeldigt omkring linien. Der er dog for fa punk- .
ter til en ordentlig vurdering. K S

. . 33 43 53 63 73 83 93
Modellen synes dog at vare rimelig. predicted y

2,1F . . .

0.1[_" _ ]

residual

190 . ]

3. Mulig reduktion af modellen

62

Efter at have set, at en lineaer model i 2 variable kan accepteres, gar vi tilbage til den forste
udskrift med koefficienterne til forstegradsudtrykket.
Heraf ses:

H,: B, = 0 forkastes, da P-value = 0.0029 < 0.05
H,: B, =0 forkastes , da P-value = 0.039 < 0.05

Det ses, at vi ikke kan reducere modellen yderligere.

. Opstilling af regressionsligning

Ligningen bliver y = 1469 +5.653x, +3.761x, .

5. Polynomial model:

Lad os antage modellen er Y = a, + B,x, + B,x, + Bix; + B,x3 + fix,X, .

Velg ikonen "Multiple Regression" eller Valg ( Relate\ Multiple Regression ).

I den fremkomne tavle under “Indenpendent Variable” indsattes x1, x2, x1°2, x2°2, x1*x2

Der fremkommer en udskrift analogt med den der fremkommer hvis model var lineer i de variable som under afsnit
7.5, og en reduktion af model vil ske efter de samme retningslinier.



Opgaver til kapitel 13

OPGAVER

Opgave 13.1
Nedenstaende tabel angiver sammenhegrende vardier af den "radiale" afbejning X (i milliradi

aner) og den totale energiflux Y (i kilowatt) pé et solvarmeanleg.
x | 16.66[16.46|17.66(17.50116.40(16.28[16.06|15.93|16.60[16.41] 16.17]15.92 [16.04 [16.19]16.71

y [271.81264.0]238.81230.7]251.6|257.9(263.9 |266.51229.1 |1239.3 | 258.0 [ 257.6 | 267.3 ]267.0]263.8

x [16.6217.37]118.12118.53 [15.54[15.70 [16.45|17.62]18.12]19.05[16.51 | 16.02 | 15.89 [15.83

¥ 1259.6 (240.4 (227.21196.0 |1278.7 |1272.3 |267.4 [254.5 [224.7 | 181.51227.5 | 253.6 | 263.0 |265.8
Der er pd en lommeregner med regressionsprogram fundet foelgende hjelpestorrelser:

X y
Antal 29 29
Gennemsnit 16,7021 249,638
Varians 0,824796 524,355
Spredning 0,908183 22,8988

Korrelationskoefficient -0,848837
Regressionskoefficienter §, = 607.103, f, = -21.4025

Punkterne er afsat pa nedenstdende figur.

Plot of y vs x

280 F i
260 L. ]
240 |- : = .
> i o ) : ]
220 - |
200 D .
180 o e
15 16 17 18 19 20

1) Begrund i1 ord pa baggrund af figuren og forannavnte oplysninger, om du finder det
sandsynligt, at der er uathengighed mellem X og Y.
I det folgende antages, at en linezer model y = f, + f,x gelder.

2) Angivet 99% konfidensinterval for haeldningen f,. (Bemark, der onskes et 99% interval).

3) Beregn er 95% konfidensinterval for middelfluxen y i det tilfaelde, hvor den radiale afbgjning
x er 16.5 milliradianer.
Hyvis et statistikprogram er til radighed, er det tilladeligt at anvende dette.
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Opgave 13.2

Man enskede pé et universitet at undersege om der var en sammenhang mellem de point de
studerende fik ved en indledende prove i matematik, og de point de fik ved den afsluttende prove
1 matematik.

Resultaterne var

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Indledende prove x | 39 43 21 64 57 47 28 75 34 52
Afsluttende prove y | 65 78 52 82 92 89 73 98 56 75

1) Find en ligning for regressionslinien m, og tegn i et koordinatsystem savel punkterne som
linien m.

2) Man forventer en positiv korrelation mellem x og y. Finder du at dette er tilfeldet?

Det antages 1 det folgende at forudsatningerne for en regressionsanalyse er opfyldt.

3) Test om y er uathangig af x (signifikansniveau a=0.01)

4) Find er 95% konfidensinterval for haldningskoefficienten £, .

5) En student har opnéet 50 point ved den indledende prove. Forudsig indenfor hvilket interval
denne student pointtal vil ligge ved den afsluttende prove. (signifikansniveau o =0.05)

6) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvaerdien af det pointtal som studenter opnar ved
den afsluttende preve, nar de alle ved den indledende preve har opnéet 50 point.

Opgave 13.3

Ved en kemisk proces vides reaktionshastigheden v at athaenge af mengden x af et bestemt
additiv, som virker som katalysator.

Man formoder, at der (approksimativt) gelder ssmmenhangen

v=a,+ B x. (1)
Ud fra teoretiske overvejelser forventes det yderligere, at 3, = ca 45. Ved et fuldstendigt
randomiseret forsog fandtes folgende observationer:

Tilsat mangde additiv x 0 0.2 0.5 1.0 1.5 2.0

Reaktionshastighed v 1 17 29 41 50 58

1) Foretag en vurdering af, om model (1) kan antages at gaelde.
2) Test, idet det forudseattes, at model (1) geelder, nulhypotesen H: B, = 45.

3) Opstil et 95% - konfidensinterval for £, .

4) Opstil et 95%~konfidensinterval for middelverdien af reaktionshastigheden ved en
additivtilsetning pa 1.75.
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Opgave 13.4

I et forseg undersogtes et ventilationsanlaegs effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlegget
og gaskoncentrationen C, maltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

¢t (min. efter anleeggets start) [2.674.59(6.75| 7.67 [11.34|14.34(16.25|18.25(23.09

C, [ppm] 34 128 [ 26 | 22 16 14 12 10 8

Folgende 2 modeller for funktionssammenhangen overvejes:
Model I (lineeert henfald): E (C[‘t) =a,+p -t
Pt

Model2 (eksponentielt henfald): E(C,

1) Indtegn punkterne i et koordinatsystem og valg den af de to modeller du vurderer giver den
bedste beskrivelse.
2) Beregn determinationskoefficienterne for hver af modellerne og vaelg den model, for hvilken
determinationskoefficienten er sterst. Er der overensstemmelse med valget i spergsmél 1)?
3) Antag, at model 2 gelder. In(2)
Bestem et 95%-konfidensinterval for halveringstiden #, 5 bestemt ved ¢, = — i
2

H=a,-e

Opgave 13.5

I et organisk-kemisk laboratorium undersggte man forskellige reaktionskinetiske processer. Ud
fra teoretiske overvejelser har man fundet frem til, at "middeludbyttet" (angivet i %'-enheder) af
en bestemt kemisk forbindelse for # > 5 er approksimativt bestemt ved et udtryk af formen

(1) y=100- ¢, - e hvor t angiver reaktionstiden og y procesudbyttet.

For at efterprove rigtigheden af de teoretiske overvejelser udferte man et forseg med folgende
resultater:

t 6.5 82 | 11.1 | 13.6 | 164 | 18.5 [ 20.7 | 23.0 | 25.8 | 28.5 | 333

y 395 | 64.7 | 65.6 | 72.9 | 88.0 | 92.7 [ 92.5 | 959 | 963 | 98.3 | 99.2

1) Omskriv ovennavnte udtryk for modellen séledes, at regressionsmodellen kan gores lineaer
1 parametrene ved en logaritmisk transformation.

2) Foretag den logaritmiske transformation og vurder sével grafisk som ud fra forklaringsgraden
om den formodede model (1) kan accepteres.

3) Foretag, idet det forudszttes, at modellen (1) gelder, en estimation af parametrene &, og £, .

4) Opstil et 95% - konfidensinterval for middelvaerdien af udbyttet y svarende til t = 20.

65



13. Regressionsanalyse

Opgave 13.6

Ved en standardisering af et bestemt hormonpraparat behandler man et mindre antal mus med

doser af forskellig storrelse og registrerer i hvert tilfzelde tiden t, indtil musen der. Fra tidligere

undersegelser ved man, at t er normalfordelt med konstant varians og med en middelvardi, som

er en lineer funktion af logaritmen til dosis.

Til brug for standardiseringen af et produktionsparti af praeparatet blev foretaget 5 delforseg, som
av folgende resultater:

dosis (antal enheder) 1585

2239 2884 5248 6918

t (timer) 8.70 6.20 8.22 2.94 3.88

1) Angiv et estimat for regressionslinien, hvor ¢ er en funktion af (titals)-logaritmen til dosis.
2) Opstil et 95% - konfidensinterval for koefficienten til logaritmen til dosis.
3) Opstil et 95% - konfidensinterval for middelverdien af t for en dosis pa 6300 enheder.

Opgave 13.7

Man har erfaring for, at jerns viskositet ¥ under smeltning athanger af jernets siliciumindhold
x. Man besluttede sig til at foretage et forseg med henblik pé at undersgge denne sammenhang
naermere. Ved forseget foretoges 3 viskositetsmélinger for hver af 5 forskellige vaerdier af
siliciumindholdet. Forsegsresultaterne var:

X
1.25 1.50 1.75 2.00 2.25
47.5 60.0 65.0 72.5 77.5
Y 55.0 55.0 67.5 75.0 85.0
37.5 50.0 70.0 75.0 75.0

1) Angiv forudsatningerne for at kunne udfere en variansanalyse.

2) Foretag en testning af forudsatningen om varianshomogenitet.

3) Test om der er en lineaer sammenhaeng mellem jerns viskositet og siliciumindholdet, og angiv
1 bekraeftende fald ligningen for den empiriske regressionslinie.

Det antages i det folgende, at der er en lineeer sammenhang mellem x og y.

4) Foretag en testning af om regressionslinien er vandret.

5) Angiv et 95% konfidensinterval for haldningskoefficienten

6) Angiv et 95% konfidensinterval for middelvardien af middelviskositeten y, nar x = 1.60.
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Opgave 13.8

Koncentrationsbestemmelse af stoffet aprindin kan foretages ved hjelp af en gaskromatograf.
Ved denne metode indsprgjtes en del af proven indeholdende aprindin i gaskromatografen, og
den sékaldte tophejde bestemmes. Séfremt de laboratorietekniske procedurer er korrekt udfort,
skal tophejden, bortset fra tilfeldige udsving, vare proportional med koncentrationen i preven.
I et eksperiment fremstillede man 12 prever med kendte koncentrationer af aprindin og maélte
tophejderne. Resultaterne fremgar af nedenstdende tabel.

Koncentration x ( g / ml)

0.5 1 2 3 4 5
Tophejde 46 120 232 310 440 550
Y 55 90 241 318 435 539

1) Bestem den lineaere regressionslinie for ¥ pé x
2) Test, om en sadan lineer regression kan beskrive data.
3) Test, om tophgjden y kan antages at vere proportional med koncentrationenx,dvs. y = a- x .

Opgave 13.9

I et fuldsteendigt randomiseret forseg undersegtes rotters vagttilvaekst som funktion af maengde

riboflavin tilsat foderet. Forseggsresultaterne var:

Tilsatning x af riboflavin i £g / dag
2.5 5 10 20 40
Tilveekst Y i g/uge for 20 rotter 11.1 9.3 13.8 22.8 2255
(4 for hver af de 5 tils@tninger) 34 14.5 18.5 25.8 26.6
7.9 9.1 20.3 23.0 19.3
6.1 14.2 13.2 21.5 26.5

Folgende 2 modeller for funktionssammenhangen overvejes:
Model I: y =, + fBx

Model 2: y = ﬂo + S ln(x)

1) Foretag en grafisk testning af de to modeller og valg den, der vurderes at give den bedste
beskrivelse.

2) Udfor en testning af den i spergsmal 1) valgte model.

3) Opstil, idet det forudsettes. at den i spergsmal 2) udferte testning giver accept af den valgte
model, et estimat og et 95% - konfidensinterval for middelvagttilveeksten ved tilsetning af

30 ug/dag.
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Opgave 13.10
Folgende sammenherende data er 25 mélinger mellem den jevnstrom (y) en vindmelle udvikler
og vindhastigheden (x).

x [5.00] 6.00 [ 340 | 270 | 10.0 | 9.70 | 9.55 | 3.05 | 815 | 6.20 | 2.90 | 6.35 | 4.60
y [1.582] 1.822 | 1.057 | 0.500 | 2.236 | 2.386 | 2.294 | 0.588 | 2.166 | 1.866 [ 0.653 | 1.930 | 1.562
x [580] 740 | 3.60 | 7.85 | 880 | 7.00 | 5.45 | 9.10 | 10.20 | 4.10 | 3.95 | 2.45
y |1.737]12.088 | 1.137 | 2.179 | 2.112 | 1.800 | 1.501 | 2.303 | 2.310 | 1.194 | 1.144 | 0.123

1) Vurder grafisk om en ret linie kan siges at vaere en god model for forseget (benyt bade en figur
med indtegnet regressionslinie og en figur med residualerne indtegnet til vurderingen).

2) Benyt menupunktet "Comparison of Alternative Models” til at fa en idé om hvilken model,
der bedre kan beskrive data, og foretag p4 samme méde som 1 spergsmaél 1) en vurdering af
om modellen indenfor forsggsomradet.

3) Angiv en ligning for den fundne kurve, og angiv et estimat og et 95% konfidensinterval for
y svarende til en vindhastighed pa x = 7.

4) Foretag pa samme méde som i spergsmal 1) en vurdering af om et polynomium af anden grad
er en god model indenfor forsegsomradet.

5) Idet det antages, at andengradsmodellen fra spergsmal 4 er en rimelig god model, skal en
ligning for andengradsmodellen angives, og pa det grundlag et estimat og et 95%
konfidensinterval for y svarende til en vindhastighed pd x = 7.

Opgave 13.11
Ved et fuldstendigt randomiseret forseg foretoges folgende observationer mellem den ikke-
statistiske variabel x og den statistiske variabel Y:

X

10 20 30 40 50 60 70 80
72.5 78.3 79.6 78.9 76.9 76.6 68.9 66.4
70.4 74.5 78.6 82.4 77.3 78.2 70.0 63.5

1. Bestem ved en polynomial regressionsanalyse det polynomium i x af lavest mulig grad, der
giver en tilfredsstillende beskrivelse af ¥’s variation.
2. Opstil et 95% konfidensinterval for middelvardien af ¥, nar x = 45.

(98]

estimerede middelverdi I}m og et 95% konfidensinterval for I}m )
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Find den verdi x,, som giver den sterste y - vaerdi . Angiv endvidere den til x,, svarende
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Opgave 13.12
Ved nogle forseg med malinger af det tryk, som udgar fra jetmotorer, méltes for udvalgte vaerdier
af @ndringen 1 udstedningsdysens vinkel x verdier af @ndringen 1 trykket Y. Resultaterne var:

x 4 5 6,5 7 7,3 7,5
Y 24.6 27.2 67.3 77.8 80.6 83.4
(1%) 24.7 29.8 64.1 78.1 82.1 82.2

1. Bestem ved en polynomial regressionsanalyse det polynomium af lavest grad, der giver en
tilfredsstillende beskrivelse af Y’s variation.
2. Opstil et 95% konfidensinterval for middelverdien af Y, nar x = 6.

Opgave 13.13

Den tid (y) det tager inden en bestemt maskinkomponent svigter kan teenkes at athange af den
spanding (x,) , den temperatur (x,) som komponenten udsattes for under karslen, samt motorens
omdrejningshastighed pr minut (x;)

Det forlebne &r har givet de data, som er vist 1 folgende tabel:

(x1, X x3) | (110,60,750) | (110,82,850) | (110,60,1000) | (110,82,1100) | (120,60,750)
v 2145 2155 2220 2225 2360
(xp, X x3) | (120,82,850) [(120,60,1000) | (130,82,1100) | (115,66,840) | (115,66,880)
v 2266 2334 2340 2212 2180

Det forudsattes, at regressionsforudsetningerne er opfyldt.

1) Vurder ud fra forklaringsgraden og grafisk, om en lineer model i de tre variable ,dvs af
formen Y =Y =a,+ B, -x; + S, - x, + B3 - x5 errimelig.

Det antages i det folgende, at ovenstaende model gaelder.

2) Underseg om modellen kan reduceres.

3) Angiv regressionsligningen i den endelige model.

4) Bestem et estimat for Y 1 tilfeldet x;, = 125, x, = 70 og x; = 900, og angiv et 95%
konfidensinterval for denne veerdi.

Opgave 13.14
Ved en given produktion enskes undersggt, hvorledes mangden Y af et uonsket biprodukt athang
af maengderne x,, x, og x; af tre tilsetningsstoffer. Folgende forseg blev foretaget (kodede tal):

(‘x13 x29 x3) (19171) (23994) (35399) (45795) (5’5 7) (6’393) (796’2) (89976)
y 30 85 55 75 76 56 85 106
34 87 57 80 68 52 80 109

Det forudsettes, at regressionsforudsatningerne er opfyldt.

1) Vis ved en sedvanlig 5% test, at en lineeer model i de tre variable kan beskrive ¥’s variation.

2) Reducer om muligt modellen, og bestem regressionsligningen.

3) Bestem et estimat for Vi tilfeldet x, =4, x, = 5 og x; = 6, og angiv et 95% konfidensinterval
for denne verdi.

Opgave 13.15

Det formodes, at den producerede mangde Y af et stof ved en given produktion er en lineeer

funktion af de anvendte mengder x; x,, og x; af tre ravarer.
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Folgende ikke sarligt systematiske observationer foreligger:
x101103] 02 |05[01[03]1.0[05]0.2] 1.0

x| 01(01[ 0.1 02(02]02|104] 04(05] 0.5

x[01]103] 05 [01f[03[05]01]03(0.1] 0.5

y |6.37(8.70] 8.02 [10.30] 6.70]9.08(15.34{10.40(7.54{16.12

1) Vurder pa basis af disse observationer, om en line@r model i x,, x, og x; er rimelig.

2) Foretag sa vidt mulig en reduktion af modellen, og angiv tilsidst regressionsligningen for den
endelige model.

3) Beregn et 95% konfidensinterval for regressionskoefficienterne i den endelige model.

4) Beregn et 95% konfidensinterval for middelvardien af Y hvis x, = 0.3, x, = 0.4 og x; =0.1.

Opgave 13.16

En fabrik fremstiller salpetersyre ved oxidering af ammoniak med luft. I labet af processen ledes
kvelstofoxider under afkeling ind 1 en absorptionskolonne, idet absorptionen 1
gennemstreommende salpetersyre athenger af kelevandstemperaturen x, (°C) , lufttemperaturen
x, (°C) og salpetersyrekoncentrationen x;,

Man ensker at teste, om sammenhangen mellem mangden Y afikke-absorberede kvalstofoxider
1 et givet tidsrum og x,, x, og x; (aproksimativt) var lineer, og enskede 1 bekraftende fald at
estimere denne sammenhang. Falgende observationer af ¥ (kodede tal) fandtes:

X,
10 20 30 40
5 32 50 62 88
30 47 66 82
10 48 60 73 96
-5 x| 51 63 77 99
15 54 70 90 | 102
56 75 83 | 110
. 5 32 49 64 86
X, 35 52 60 84
5 10 50 64 82 92
55 60 77 94
15 57 74 88 | 108
53 77 86 | 105

1) Vis ved en testning at sammenhangen mellem Y og x,, x, og x; kan vere lineaer
dvs. af formen Y=o, + S, -x, + S, - x, + ;- X,
2) Undersog, om modellen kan reduceres, dvs. om nogle af regressionskoefficienterne kunne vare 0.
3) Giv et estimat for regressionskoefficienterne i den endelige model, og opskriv ligningen.
4) Angiv et 95% konfidensinterval for /3, .
5 Angiv et estimat for Yi tilfaeldet x, = 8, x, = 20 og x; = 4, og angiv et 95% konfidensinterval for denne
veerdi.
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Grundleaeggende operationer pa TI - 89.

1.Indledning.
Sadvanligvis vil man i statistik skulle analysere en eller flere kolonner af tal. I sddanne tilfelde
benyttes
“Statistikmetoden”: Valg APPS, Stats/List, indtast data i eksempelvis “list]", og velg en
relevant “F- knap”.
Der fremkommer nu en menu, som er nasten selvforklarende.
Onskes et resultat indsat pd indtastningslinien: HOME, Var-Link.
I StatsVar mappen markeres den enskede storrelse, ENTER .
Som eksempel se under afsnit 3: Beregning af gennemsnit m.m.

Skal man beregne sandsynligheder f.eks P(X < 0.87), hvor X har en kendt

sandsynlighedsfordeling, sé er der 2 fremgangsmaéder:

Statistikmetoden: Valg APPS, Stats/list, F% og velg den enskede fordeling

“Sandsynlighedsmetoden”: Valg HOME, CATALOG,, F3, valg den enskede fordeling
(benyt evt. ALPHA,+ forbogstav for hurtigt at komme til det
onskede navn).
ENTER bevirker at funktionen indszttes pa indsatningslinien.
Man indsetter nu parametrene (nederst pa skaermen kan man se
reekkefolgen af parametrene), og ved et tryk pA ENTER fas
resultatet.

Oprette og veelge en mappe (“Folder”):

Det kan vere praktisk at oprette én eller flere mapper til at have sine data gemt 1.
VAR-Link, F1, 5: Create Folder, Skriv navn pa folder.

Velg F2: View, og under Folder valg den mappe som du vil arbejde i

Velg en mappe som den aktuelle mappe: MODE, Current Folder,

2. Sandsynlighedsfordelinger.
Normalfordeling n( 1, 0)

a) Find p=P(a< X<b), hvor a,b, u,o er givne konstanter.

HOME, Catalog, F3 ,velg normedf, ENTER normedf( a,b, i, o)
b) Find fraktilen x ,: P(X <X,)= p , hvor p, 1,0 er givne konstanter.
HOME, Catalog, F3 X, =invNorm( p, i, o)

t - fordeling.
Lad T vere ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.
a) Find p= P(a < T <b), hvor a og b er givne konstanter. tCdf(a,b,f)

b) Find fraktilen ¢, (f): P(T<t,(f)) = (a given konstant). invt( o ,f)
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F-fordeling.
Lad F vere F - fordelt med tellerfrihedsgradstallet f, og nevnerfrihedsgradstallet £ .

a) Find p= P(a < F <b), hvor a og b er givne konstanter. FCdf(a, b, f7., fx)
b) Find fraktilen F, (f7,fn): P(F<F,(fr,fn)) =« invF(a, fr,fy)

3 Beregning af gennemsnit, varians og spredning

APPS |, Stats/List, Data indtastes 1 “list1", F4, 1: 1-Var Stats,

[ menu seettes “List” til “List]" (Benyt evt. Var-Link til at finde List1)
Eksempel: (hentet fra eksempel 5.1 side 53)

Forsegnr| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X 68.8[ 70.7 | 70.3 | 70.1 [ 70.7 | 68.7 ]| 69.2 [ 689 70.0 | 69.6 [ 71 | 69.1

Udskriften bestar af en raeekke statistiske sterrelser, blandt hvilke man ma finde det enskede
resultat. Man finder X =69.7583, 5, =0.8163

Skal man regne videre med et resultat, f.eks finde variansen, skal resultatet indsettes pa
indtastningslinien:

Vealg Home og Var-Link. I StatsVar-mappen markerer man den enskede storrelse. Tryk pé
ENTER indsetter s storrelsen pa indsetningslinien.

Onskes beregning af en enkelt storrelse f.eks gennemsnit = mean, spredning= stdDev eller
varians = Variance

HOME, CATALOG,, F3,

Eksempel : Variance(listl) Resultat: 0.664242

4. Hypotesetest og konfidensintervaller for 1 variabel.
APPS, STAT/LIST hvorefter eventuelle data indtastes i listl, list 2 osv.
4.1. Normalfordeling.
al) Hypotesetest; o kendt: F6, 1: Z-Test
I menu: Er data givet i en liste vaelges Data.
Er kun gennemsnit (og o) kendt valges Stats.
Eksempel: Vzlges ovennavnte datailistl, o =1 0ogH: x> 69.2 , fas P-verdi=2.48%.

a2) Konfidensinterval o kendt: F7, 1: Z-Interval
Eksempel: Valges ovennaevnte data i listl oger o =1, fés C Int =[69,2; 70.3]
bl) o ukendt: F6, 2: T-Test . Derefter som under punkt a)
b2) o ukendt: F7, 2: T-Interval . Derefter som under punkt a)
4.2. Binomialfordeling.
al) Hypotesetest: F6, 5: 1-Prop-ZTest
Menu selvforklarende. Bemerk: Kraver der kan approksimeres til normalfordeling
a2) Konfidensinterval: F7, 5: 1-Prop-Zint
Bemerk: Kan kun benyttes, hvis kan approksimere til normalfordeling
Eksempel: Er af 100 forsag de 85 en succes, sa fas C Int =[0.78; 0.93]
Poissonfordeling: findes ikke, sa her ma formel for konfidensinterval benytttes

72



Statistiske tabeller

STATISTISKE TABELLER

Tabel 1 Fraktiler u, i U-fordelingen 7(0,1). PU<u,)=p.

Bemark: u, = - u,_, Eksempler: ug4;; = 1.960

. . . (X = u)n
Tabel 2 Fraktiler 7, i ¢ - fordelingen t(f). P(T< tp) = p hvor T .
Eksempler: Forz(27) er P(X <342)=0.999.  1,55(1)=6.31. 1,,5(10) = - £,5(10) = -1.81.
¢ T o.60 0.75 0.90 0.950.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.33 1.00 3.08 6.31 12.7 31.8 63.7 318 637
2 0.29 0.82 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 22.3 31.6
3 0.28 0.74 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 10.2 12.9
4 0.27 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 0.27 0.72 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 0.27 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 0.26 0.71 1.42 1.%0 2.37 3.00 3.50 4.79 5.41
8 0.26 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 0.26 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 0.26 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 0.26 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 0.26 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.93 4.32
13 0.26 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 0.26 0.69 1.35 1.76 2.15 2.62 2.98 3.79 4.14
15 0.26 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 0.26 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.02
17 0.26 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
18 0.26 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 0.26 0.69 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 0.26 0.69 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 0.26 0.69 1.32 1.71 2.07 2.50 2.8l 3.49 3.77
24 0.26 0.69 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
25 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.73
26 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.41 3.67
29 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 0.26 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 0.26 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
50 0.26 0.68 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68 3.26 3.50
60 0.25 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
80 0.25 0.68 1.29 1.66 1.99 2.37 2.64 3.20 3.42
100 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.37 2.63 3.17 3.39
120 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 3.16 3.37
200 0.25 0.68 1.29 1.65 1.97 2.35 2.60 3.13 3.34
500 0.25 0.68 1.28 1.65 1.97 2.33 2.59 3.11 3.31
e) 0.25 0.67 1.28 1.65 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29
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KAPITEL 13
13.1 (1)nej (2) [-28.51;-1430] (3) [249.2;258.8]
13.2 (1) y=40.78 +0.766 x (2)ja  (3)F=19.14, P - vaerdi = 0.024
(4)[0.362; 1.170] (5)[57.91;100.21] (6) [72.50; 85.62]
13.3 (1)7#=0.9984 (2)t=-6.73, P-vardi=0.00123 (3)[38.92;42.48 ]
(4) [52.73;55.25]
13.4 (1) Model 2, (2)0.9293, 0.9883 (3)[ 8.703; 10.584]
13.5 (1) - (2)rr'=0980 (3) a,=1718 p =-0.1585 (4) [91.7;93.7]
13.6 (1) t = 35435- 8380 log(dosis) (2) [-17.39; 0.6277] (3) [0.257 ; 6.929]
13.7 (1)- (2) P - veerdi = 0.2639 (3) P(lack of fit) = 0.6099, y =5.583 + 33.667 x
(4) F=8441, P-verdi=0.000 (5) [25.75;41.58] (6) [56.41;62.49]
13.8 (1) Y=-0.1438 +108.959 x (2) F=2.57, P - verdi = (0.144
(3) t=-0.019, P - veerdi = 0.9845
13.9 (1) P (lack of fit) = 0.0026, model 2.  (2) F =1.20, P (lack of fit) = 0.3535
(3) 23.55, [21.35;25.76]

69158
13.10 (1) - (2)- (3) Y=29764-

, Y =1988, [1.944;2.033 ]

(3) 23.55, [21.35;25.76]
4) -(5) Y= -1144+ 0.7197x - 0.0379x>, Y =2.036, [1.959;2.114].

13.11 (1) Y = 652536+ 0.7385x - 0.00938x, (2) Y = 79.45,[78.05; 80.93 ]
(3) Y, =79.79,[7838;81.20 ]

13.12(1) Y= 63026~ 34431x + 62.00x - 3443x°,
(2) Y= 52,7531, [51.09;54.41]

13.13(1) 7> =0.7231,0K, (2)ja, (3) ¥ = 113188+ 9.5846x, ,
(4) 2330, [2267 ;2393].

13.14 (1) F,, = 2.26, P(lack of fit) = 0.1517 (2) ¥ = 22,537 + 2.888x, + 6.586x,

(3) 67.02, [64.66;69.39 ]
13.15. (1) - (2)y = 5.199+9.964x,+1.689x; (3)[ 9.64 ; 10.29 1, [ 1.07 ; 2.31 ] (4) 8.357, [8.202 ; 8.513]
13.16. (1) - (2)- (3)y=6.146+2.301x, + 1.622x, (4) [2.06; 2.55] (5) 57.03, [55.83; 58.23]
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