MOGENS ODDERSHEDE LARSEN

VIDEREGAENDE
STATISTIK
|

Sammenligning af to eller flere kvalitative

variable
(Tl 89 og Statgraphics)

A

.~
Benzinforbrug 2,
I, \\
4 ~\
0o=K / ~
| 'I sss
’ 9., e
e= K PANC S At
2 U RS
< ¢, S
I' \\\\\\\\\\\ \\
[' \\\\\\\\\\\\\ ®
L,
& ",
o’
o
\\\\\ v
\o“\/ o
Y 4
o .
Y
4
(4
| |
T I
0, 0, 0

DANMARKS TEKNISKE UNIVERSITET
6. udgave 2005



FORORD

Dette notat kan leeses pa baggrund af en statistisk viden svarende til lerebogen “M. Oddershede
Larsen : Statistiske grundbegreber”.
Notatet er bygget op sdledes, at de vaesentligste begreber soges forklaret anskueligt og ved hjzlp
af et stort antal eksempler.

Det forudsattes, at man har en lommeregner med de statistiske fordelinger indlagt. Der vil derfor
i ringe omfang blive benyttet statistiske tabeller.

I “Statistiske grundbegreber” er der 1 appendix A en “brugsanvisning” pa hvorledes dette kan
gores med bl.a lommeregnerne Ti-83 og HP48G.

Sidst i dette notat (side 85) findes en tilsvarende “brugsanvisning” for TI-89.

Sidst i hvert kapitel findes en oversigt over de vigtigste formler samt nogle opgaver. En facitliste
til opgaverne findes bagerst i notatet.

Fordelen ved direkte at bruge formlerne til losning af eksemplerne er, at man derved opnér en
storre forstielse. De mere avancerede programmer bliver let en “sort” kasse, hvor der pa mystisk
vis dukker et facit op, som man ikke rigtig har noget forhold til.

Imidlertid er det naturligvis ogsd vigtigt, at man kender de muligheder mere avancerede
regnemidler tilbyder.

Lommeregneren TI-89 er en god “statistiklommeregner, sa i slutningen af hvert kapitel bliver de
samme eksempler som i hovedteksten regnet ved benyttelse af dens indbyggede programmer.
Ved behandling af store datamangder og ved mere regneteknisk komplicerede analyser er en
lommeregner som TI - 89 ikke nok. Her et det nedvendigt at benytte en PC med et passende
statistisk software. I dette notat er anvendt statistikprogrammet “Statgraphics”, sdledes, at alle
eksemplerne efter hvert kapitel ogsé er regnet med dette program.

Der findes mange andre udmarkede statistikprogrammer. I et ganske tilsvarende notat (som kan
findes pa nedenstaende adresse) er Statgraphics eksemplerne saledes udskiftet med SAS-JUMP.
Udskrifterne fra sddanne statistikprogrammer afviger ikke vasentligt fra hinanden, s& skulle man
1 undervisningen benytter et tredie statistikprogram, kan de studerende uden vanskelighed pé
basis af disse udskrifter tolke egne udskrifter.

Data foreligger ofte som en fil i et regneark som eksempelvis Excel. Disse regneark har
indbygget en del statistik bl.a. de almindeligste testfunktioner.

I notatet “Videregdende statistik regnet med Excel” er en reekke af disse statistiske muligheder
gennemgiet.

Andre notater 1 samme ““serie” er noterne

Videregdende Statistik II: Regressionsanalyse

Videregéende Statistik III: Ikke parametriske metoder. Statistisk kvalitetskontrol

Noterne (som bade findes i en Statgraphics og en SAS-JUMP version) et sogt udarbejdet, sa de
kan lases uathengigt af hinanden.

Alle de nevnte noter kan i pdf-format findes pé adressen www.larsen-net.dk

August 2006 Mogens Oddershede Larsen.
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10.2 Planlegning af forseg

10 HYPOTESETESTNING
(TO STATISTISKE VARIABLE)

10.1 Indledning

Afsnit 10.2 giver en kort beskrivelse af hvorledes forseg bedst planlegges ud fra et statistisk
synspunkt. Hertil anvendes bl.a. den i tabel 3 angivne dimensioneringsstabel. I tilfaelde som ikke
daekkes aftabellen kan anvendes det i oversigt 10.7 angivne program skrevet i matematikprogrammet
“ Maple”.

I afsnit 10.3 sammenlignes to normalfordelte variable, mens de variable i afsnit 10.4 og 10.5
forudsaettes at vaere henholdsvis binomial - og Poisson - fordelte.

De grundlaeggende begreber vedrerende hypotesetest, konfidensintervaller og dimensionering af
forseg blev 1 “Statistiske Grundbegreber” grundigt beskrevet for én statistisk variabel.

Da det er de samme begreber og analoge udledninger der anvendes, nér det drejer sig om at sammen-
ligne 2 statistiske variable, vil de kun blive ganske kort blive gentaget i dette kapitel.

Som det naevnes i forordet vil vi forudsatte, at man har en lommeregner (som eksempelvis TI - 83,
TI - 89 eller HP48Q). I appendix 10A og 10B vil de samme beregninger ses udfert med mere
avancerede statistikprogrammer.

10.2 Planlaegning af forseg

Vi vil 1 dette afsnit som udgangspunkt tage folgende eksempel.

Eksempel 10.1. Hypotesetest.
En fabrik der producerer maling, har udviklet to nye additiver A, og A,, som bevirker en kortere
torretid. Additiv A, er det dyreste, men man forventer ogsd, at det giver den korteste torretid. Pa
grund af prisforskellen, skal torretiden dog veere mindst 10 minutter kortere for A,, for man vil
gd over til den. For at undersoge disse forhold produceres nogle liter maling, som derefter deles
op i mindre portioner. Til nogle af portionerne tilscettes additiv A, og til andre additiv A, .
Torretiden mdles derefter. 2

Generelt gelder, at hvert delforseg i et forseg udferes under en raekke forsegsbetingelser. De
betingelser som med forsat varieres som led 1 forsegets formél, kaldes forsegsbehandlingerne eller
blot behandlingerne (engelsk: treatment). Alle andre delforsegsbetingelser ssmmenfattes i et begreb,
der kaldes forsggsenheden. I eksempel 10.1 er additiverne = behandlingerne og forsegsenhederne
er den enkelte portion maling, anvendt apparatur og personale, tidspunkt for delforseget og de
forhold med hensyn til temperatur, luftfugtighed osv., som gelder pa forsegstidspunktet. Bemaerk,
at forsegsenhederne ofte indeholder faktorer, som ikke kan gores ensartet fra delforseg til delforseg.
Dette bevirker, at resultatet af de enkelte delforseg varierer. Dette giver forsegsvariablens variation”
eller kort forsggets “stoj” .




10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

Randomisering.
For at sikre et statistisk gyldigt forseg foretager man en sakaldt fuldsteendig randomisering. Dette
betyder at man ved lodtraekning fordeler “forsegsenhederne” tilfaeldigt pa behandlingerne. Dette sker,
for at man ikke ubevidst kommer til at favorisere en af de to behandlinger. Hvis man eksempelvis
helt systematisk i eksempel 10.1 forst laver alle delforseg med additiv A, kunne dette bevirke en
favorisering af A, nemlig hvis forsggsomstaendighederne (apparater, personale, luftfugtighed ) er
mest “gunstige” ved begyndelsen af forsegsperioden.
For at anskueliggere denne randomiseringsproces antager vi, at vi i eksempel 10.1 skal lave 4
delforseg med hver additiv. Endvidere antages, at delforsegene skal indga i den almindelige produk-
tionsgang, dvs. at man af tidsmessige, personalemassige og pa grund af en begrenset mangde
apparatur mé lade forsegene forlabe over flere dage. Man tror ikke, at dage, apparatur og laborant
har nogen vasentlig betydning for forsegsresultaterne. Der er sandsynligvis ogséd andre forhold
udenfor vor kontrol, og som tilsammen bevirker, at selv om man udferer gentagne delforseg med
samme behandling, sa far vi afvigende resultater.
For en sikkerheds skyld valger vi imidlertid at randomisere dage, apparatur og laboranter
Lad os antage at der geelder folgende:
Mandag er det kun muligt at lave 1 delforseg, idet apparatur nr 1 og laborant A er de eneste der er
ledige.
Tirsdag er der kapacitet ledig til 3 delforseg:

Et delforseg hvor apparatur nr 2 og laborant A benyttes

Et delforseg hvor apparatur nr 1 og laborant B benyttes, og

Et delforseg hvor apparatur nr 3 og laborant C benyttes.
Onsdag kan der ogsé laves 3 delforsog osv. (se det folgende skema).

Forsegsenheder Behandlinger
Dag Apparatur Laborant (apparater)
mandag 1 A
tirsdag 2 A
tirsdag 1 B
tirsdag 3 C
onsdag 3 B
onsdag 4 C
onsdag 1 A
torsdag 3 B

Vi foretager nu randomiseringen, som kort sagt er en form for lodtraek-
ning. Sedvanligvis vil man benytte et program, der kan generere tilfal-
dige tal (mange lommeregnere har et sédant program). For at anskuelig- A Ay

gore randomiseringen vil vi mere primitivt foretage lodtrakningen pa

folgende made. Pa 4 sedler skrives A,, pa andre 4 sedler skrives A,. A ® 5
Hver seddel krelles sammen til en kugle og placeres i en dase. Sedler- A A A
ne blandes ved at dasen rystes (se figur). Hvis den ferste seddel der .

udtreekkes er A, sd betyder det, at det delforsgg der mandag udferes

med apparatur 1 og laborant A skal anvende additiv A, . Hvis den naste seddel der udtraekkes er A,
sa betyder det , at det delforseg der tirsdag udferes med apparatur 2 og révareleverance 1 skal
anvende additiv A, osv. Resultaterne kunne eksempelvis vere som angivet pé felgende skema:



10.2 Planlegning af forseg

Forsegsenheder Behandlinger
Dag Apparatur Laborant (apparater)
mandag 1 A A,
tirsdag 2 A A,
tirsdag 1 B A,
tirsdag 3 C A,
onsdag 3 B A,
onsdag 4 C A,
onsdag 1 A A,
torsdag 3 B A,

Pa denne méde sikrer man sig, at vi far et sd vidt muligt "statistisk gyldigt" forseg. Hvis vi derfor
efter beregninger (som ses 1 de folgende kapitler ) konkluderer, at der er forskel pa additiverne, s
er det "korrekt", idet det ville vaere helt tilfeeldigt, hvis én af additiverne har varet begunstiget med
serlig gode forsegsenheder.

Herved har man ogsa sikret sig, at de to stikprover (variable) er statistisk uathengige.

Forseg bor udferes, sa alle behandlinger far lige mange gentagelser.

Ved planleegningen af forsgget er det ganske klart, at hvis man eksempelvis har ressourcer til at lave
20 delforseg, sa ville det vaere en meget darlig plan, hvis man lavede 18 delforseg med A, og kun
2 delforseg med A, . Der bor 1 naturligvis tilstraebes at lave 10 delforseg med hver behandling.
Delforsog kan mislykkes, sd malet i praksis ikke bliver opfyldt. I sddanne tilfelde kan de i de
folgende kapitler anforte statistiske analyser dog stadig gennemfores. Testene bliver dog mindre
“robuste” (dvs. mere athengige af at forudsatningerne geelder) , og beregningerne mere komplicere-
de.

Dimensionering

Analogt med forklaringen i “Statistiske Grundbegreber” side 57 kan man under visse forudsatninger
beregne hvor mange gentagelser (portioner) der skal anvendes for hver behandling, hvis
P(fejl af type I) < @ og P(fejl af type 11) < #. Man skal naturligvis angive en bagatelgraense A , men

desuden kraever beregningerne, at spredningerne ved de to behandlinger er (tilnermelsesvis) ens, og
at man kan give et nogenlunde realistisk skon for denne falles spredning o .

Det er naturligvis en svaghed ved dimensioneringen, at man inden forsgget er udfort skal give et
sadant sken. En vurdering heraf kunne baseres pa erfaringer fra tilsvarende forseg. Findes sddanne
erfaringer ma man forst lave nogle fa delforseg og derfra fa et rimeligt geet pa spredningen O .

At spredningerne er nogenlunde ens vil i praksis ofte vare tilfeldet, da forsegsenhederne jo er valgt
ved randomisering. Nar forsgget sa er lavet, kan man (lidt sent) se, om man har skennet rigtigt.
Dimensioneringen skal jo bevirke, at man laver det “rigtige” antal gentagelser. Man kan fristes til
at tro, at jo flere gentagelser jo bedre. Dette er imidlertid ikke tilfaeldet, idet man med “for mange”
gentagelser kan risikere at opdage sd smé forskelle, at de ikke har praktisk betydning, og sa er de
mange delforseg jo spild af arbejdskraft og penge.

Formler for dimensionering af 2 variable findes i oversigt 10.1 og 10.3, en tabel til dimensionering
findes 1 tabel 3, ligesom der i oversigt 10.7 er angivet et Mapleprogram, som kan anvendes 1 de
tilfeelde, hvor man ikke kan finde resultatet i tabellen.
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Eksempel 10.2. (fortsaettelse af eksempel 10.1) Dimensionering.

a) Hvor ~mange portioner skal anvendes ved forsoget, hvis man onsker, at
P(fejl af type I) = a < 0.05, P(fejl af type I1) = #<0.10 og bagatelgreensen A =10 minutter,
idet man fra mange tilsvarende forsog ved, at den feelles spredning er O = 15 minutter.

b) Samme sporgsmadl og krav som i sporgsmdl a), men nu antages, at man ikke kender spredningen,

men ud fra nogle fd delforsog skonner, at den er ca. 15 minutter.
c) Samme sporgsmal og krav som i sporgsmdl b), men nu antages P(fejl af type 1) = o < 0.01.

LOSNING:

2 2 2
u, , +u_ + 1.645 + 1282
a) Afoversigt 10.3 fais n=>2- e =2, W =2- 10 | = 38,55
o 15 15

dvs. der skal udferes 1 alt n = 39 delforseg af hver behandling

A 2
b) Idet — = 3 = 0.67 fas af tabel 3, at det sterste tal mindre end 0.67 er 0.66 svarende til n ~ 40
o

¢) Tabellen daekker ikke tilfeeldet o = 0.01, s& man ma bruge Mapleprogrammet i oversigt 10.7.
Da kravet er vanskeligere at opfylde, mé n > 40. Vi sztter forsegsvis n = 65.
G4 ind 1 programmet under 2 variable. restart; osv. tryk pa “enter” for at udfere programmet.
Ret dernzst i programmet under evalf(6.2,32.0,0.025) tosidet test til
> evalf(pt(65,0.667,0.005)) - evalf(pt(65,0.667,0.995)); #tosidet test og tryk pa “enter”.
Resultatet blev 1193380414, Da resultatet er lidt sterre end 0.1 oges n til 67.
> evalf(pt(67,0.667,0.005)) - evalf(pt(67,0.667,0.995)); #tosidet test
Vi far nu - 1082259144 Vi gger nu n gradvist, og finder tilsidst, at for n =69 er 09784257051
Resultatet er derfor, at vi skal udfere n = 69 delforseg af hver behandling. L 2

10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable.

Lad os igen betragte det i eksempel 10.1 og 10.2 angivne forseg. For hver af de 2 additiver udferes

en rekke delforseg. Forsegsresultaterne kan generelt skrives:
For additiv A : Statistisk variabel X|. Stikprave: Xx;,,X,,X3,....X
For additiv A,: Statistisk variabel X, —Stikprove :  Xx,,,X,,,X,5,....X,,

Viantager, at X, og X, er statistisk uathangige normalfordelte variable med henholdsvis middelveer-

dierne u; og u, og spredningerne o, 0g o, .

Sedvanligvis er man interesseret i at teste nulhypotesen H,:, = 1, + d (d er en given konstant).

Denne omskrives til H:u, — 1, - d = 0, og testproceduren baseres pa fordelingen af differensen
X -X,-d. o
Ifolge additionssatningen (se eventuelt “Statistiske Grundbegreber side 34) er X, - X, -d
normalfordelt og fra regnereglerne fas E(Xl - X, —d) = E(Xl)—E(Xz)—d =~ —d og

2 2
o _ - o, O,
v(x, - X,-d)=v(x,)+V(X,)= .
X 1~ 42"
Heraf folger, at U = —— er normeret normalfordelt.
o, 0,
nooon

Desvearre er o, og 0, sjeldent kendt eksakt. Kendes kun deres estimater s, og s, mé der anvendes



10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

andre testprocedurer. Hvis stikpravesterrelserne er store (over 30) er det dog tilstrekkelig negjagtigt
at anvende en U - test.

Analysen deles derfor op i 4 tilfaelde.

1) De eksakte spredninger o; og o, er ukendte, men antages at vare ens (afsnit 10.3.1)

2) De eksakte spredningerne o, og o, er ukendte, men antages forskellige (afsnit 10.3.2).
3) De eksakte spredningerne o, og o, er kendte.(afsnit 10.3.3)
4) Stikprovesterrelserne er store (over 30) (afsnit 10.3.4)

10.3.1 De eksakte spredningerne er ukendte, men antages at vaere ens
Forklaring af formler. I dette tilfelde mé spredningerne estimeres ud fra forsegsresultaterne. Det
X, -X,-d

2 2
S5
%2

ville vere naturligt at betragte teststorrelsen ,men denne har desverre ikke en kendt

n,.m
fordeling. Da de to variable antages at have samme spredning s, , beregnes et estimat for den fzlles

. . 2 . . 2 2 :
varians som et vaegtet ( poolet) gennemsnit s, af de to estimater for varianserne s; 0g s, . Disse

2 2
vagtes i forhold til frihedsgraderne, dvs. s; = (m =1)-s7 + (n22 D-s; . Frihedsgradstallet for s_ er
n+n,—

fo=n,+n,-2.

X -X,-d X,-X,-d )
1 2 =1 =2 som kan vises at vare ¢ - fordelt.

Teststorrelsen kan nu reduceres til ¢ = —
So S0 g [ —

ny o n, o
Testning af H: 4, = 1, + d foretages derfor i folgende reekkefolge:

1) Forst undersegges om varianserne er ens (selvom det egentlige formal er at undersege forskelle i
middelverdier).

Nulhypotesen H,:0; = o, testes mod den alternative hypotese H: of # o3 veden F - test.
2

Man beregner F = S_12 som er F- fordelt F(n, —1,n, —1) . Vi far klart en accept af H,, hvis F

52
ligger “tet ved” 1 og en forkastelse, hvis F enten ligger “teet ved” O eller er “meget storre” end

1 (se figuren)

I oversigt 10.4 er denne test beskrevet, og kan ses udfort i eksempel 10.3 .
Far man en accept af nulhypotesen, har man naturligvis
ikke hermed vist at varianserne er ens, men da den felgende
test af middelvardier er robust overfor mindre forskelle i
varianserne, blot vi har samme antal gentagelser (mindre
afvigelser kan dog accepteres), er det tilladeligt i den fol-
gende test af middelvardierne, at antage at varianserne er
ens.
Vi antager her, at vi far en accept.
Det tilfeelde, hvor F - testen giver en forkastelse, bliver
behandlet i det neste afsnit.

[-lordeling




10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

. X -X,-d
2) Nulhypotesen H:u, = u, testes pa basis af teststorrelsen ¢ = — ] 2 , som er f - fordelt

So~| Tt

med f, frihedsgrader (jeevnfor eksempel 10.3 og oversigt 10.1).

Hvis spredningerne kan antages ens, har man endvidere mulighed for at foretage en dimensionering,
dvs. veelge antal gentagelser n, s& P(fejl af type IT) holdes under £ (se eventuelt eksempel 10.2).

Eksempel 10.3. Accept af ens spredning.

To katalysatorers indflydelse pd udbyttet ved en kemisk proces skal undersoges. Den ene katalysator
K, er billigere end den anden katalysator K,. Det pdstds imidlertid, at K, i middel giver et storre
udbytte. Kun hvis K, i middel giver et udbytte som er mindst 2 enheder storre end det udbytte K,
giver, vil vi veelge katalysator K.

Da forsogene er bade tidskreevende og kostbare, har man kun afsat midler til 8 forsog med hver
katalysator. Resultaterne blev:

K, 86.41 9192 86.27 8899 9259 8938 91.40 88.70

K, 93.65 9297 9796 9401 9156 91.85 99.99 90.99

1) Undersog pd basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pa 5% kan pavises at K,
giver et middeludbytte der er 2 enheder storre end K,
2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.
Leosning.
1) Lad X, = udbyttet ved anvendelse af katalysator K, og
X, = udbyttet ved anvendelse af katalysator K,.
X, og X, antages approksimativt normalfordelte med middelvaerdi og spredning henholdsvis

H,0p 08 U,,0,.
Ved indtastning af forsggsresultaterne i lommeregneren fas de tilsvarende estimater
x; =89.458, 5, =23873 og x, =94.123, 5, =3213 .

. 2 2 2 2
a) Forst testes om varianserne er ens, dvs. H,:0, =0, mod H:o, # 0, .

Vi anvender formlen i oversigt 10.4 rackke 3:

2 2
s 2387
Teststorrelsen £ =—22 = :
S 3213

Da P - verdi =P(F < 0.5521)=FCdf(0, 0.5521,7,7)= 0.2257 > 0.025 accepteres nulhypotesen,
dvs. vi vil i den felgende test antage, at spredningerne er ens.
Et estimat for den fzlles spredning er
(n,-1)-s] +(n,-1)-s; ~ (8- 1)-2387° + (8- 1)-3213°
n +n, -2 - 14
b) Vi tester nu om udbyttet ved katalysator K, er 2 storre end ved katalysator K,, dvs. opstiller
nulhypotesen H,: 1, < g, + 2 mod den alternative hypotese H: g, > p, + 2.
X,-Xx, -2 9412-8946-2
11 11
So| 806 [+ o
n, n, 8 8
Da P - vaerdi = P(T>1.88)= tCdf(1.88, 0 ,14)=0.0405 < 0.05 forkastes nulhypotesen.

= 05521 er F - fordelt F(f,,f,)=F(7,7).

2_
So =

=801 medf,= 14

= 1.88

Af oversigt 10.1 fas teststorrelsen ¢ =



10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

Konklusion: Der er (svagt) statistisk bevis for at K, giver et udbytte der er 2 enheder sterre end
K, (vi er dog tat p en accept).
2) 95% konfidensinterval: Af oversigt 10.1 fas

_ 1 1 o 1 1
xl‘xz‘flig(fo)'so'\’n_ﬁfzg,Ul‘ﬂzle‘xziffli%(fo)‘so' Z*Z
1

11 1
& 89.458— 94123~ 1, 475 (14)-+/801 .1/§+§ < gty = g1y < 8945894123+ 1475(14)-/8.01 - FRa

& =772< py -y <161

Opgaven lost med TI-89 og Statgraphics findes 1 appendix 10A og 10B ¢

10.3.2. De eksakte spredninger er ukendte, men antages at vaere forskellige.
Forklaring af formler. Forkastes nulhypotesen H030'12 = 0'22 , benyttes “Satterthwaite’s approksima-

tion” (jevnfer eksempel 10.4 og oversigt 10.2).
Det skal bemarkes, at er spredningerne tilneermelsesvis ens, har 7 -testen i afsnit 10.3.1 storre styrke'
end “Satterthwaite’s approksimation”, og ma derfor foretraekkes.
Hvis der er stor forskel pé stikpravestorrelserne, er det meget vigtigt for anvendelsen af 7 - testen,
at forudsetningen om, at varianserne er ens er holdbar. Til gengald er det ogsa i sddanne tilfelde,
man virkelig ser den store forbedring ved at benytte 7 - testen fremfor “Satterthwaite’s approksima-
tion”.
Eksempel 10.4. Forkastelse af ens spredning.
Lad os antage, at vi har samme problemstilling som i eksempel 10.3, men at vi denne gang anvender
to andre katalysatorer A og B. Der planlcegges med 10 delforsog men desveerre mislykkedes to af
forsogene med katalysator A , sa der ikke er lige mange gentagelser.
Stikproverne giver estimaterne

A x,=9392, s,=506 n,=8 og B: x,;=28946, s, =229, ny, =10.

Undersog pd basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pda 5% kan pavises, at A giver

et udbytte der er 2 enheder storre end B.
Leosning:
1) Lad X, =udbyttet ved anvendelse af katalysator A og
X; = udbyttet ved anvendelse af katalysator B.
X, og Xy antages approksimativt normalfordelte med middelvaerdi og spredning henholdsvis
M40, O Hy,O0p.
a) Forst testes om varianserne er ens, dvs. Ho:of1 = Gé mod H: Gj # 0'2 .

2 2
Vi danner teststorrelsen F = S—;’ = >.06 5
sy 229
Idet P - veerdi = FCdf(4.88,0,7,9)=0.0157 < 0.025 forkastes nulhypotesen, dvs. vi kan ikke

tillade os at antage, at spredningerne er ens.
b) Vi tester nu om udbyttet ved katalysator A er 2 storre end ved katalysator B, hvilket betyder,

at vi opstiller nulhypotesen H: g1, < gty +2 mod Hipr, > p, +2.

= 488.

Af oversigt 10.2 fés teststorrelsen

En test har “starre styrke” end en anden , hvis den med givne data og et givet signifikansniveau giver den sterste

sandsynlighed for at forkaste nulhypotesen.



10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

_ _ 2 2 2 2
p XA X2 oS 5B 2067 2297 _ 55049
Je n, ng 8 10
X,-Xp-2 9392-8946-2
Je V37249

Frihedsgradstallet fberegnes ved Satterthwaite’s metode som det nermeste hele tal, som er

2 2
c 3.7249
storre end g£= = =929~10

FARREAN [5.062J2 [2.292]2
ny ng 8 10
+ +
P - verdi = P(T>1.275)=tCdf(1.275, % ,10)=0.1156 > 0.05 accepteres nulhypotesen.

Konklusion: Vi kan ikke pd dette grundlag vise, at udbyttet ved katalysator A er 2 storre end ved

katalysator B.
Opgaven lost med TI-89 og Statgraphics findes i appendix 10A og 10B

t= =1275

| 4
10.3.3. De eksakte spredninger er kendte

Der kan i visse tilfeelde ske, at man ad andre veje kender spredningerne eksakt. I disse tilfaelde kan

_ X, -X,-d

man foretage en U - test, dvs. bruge testfunktionen U = —————
9, %
nom

Folgende eksempel illustrerer dette

Eksempel 10.5. eksakt spredning.

Pa basis af dimensioneringen i eksempel 10.2 udforte man 40 delforsog af hver behandling. Efter
at forsogsreekken var afsluttet, opdagede man, at et af forsogene var mislykket og mdtte kasseres.
Der var folgelig kun 39 delforsog med additiv A,.

Det vides, at spredningerne eksakt er o, =1213 og o 4, =14.2

1) Man beregner gennemsnittene af de to stikprover til x ;4 =1186 og x , =129.2

Kan man ud fra disse data bevise pa mindst signifikansniveau a = 0.05 , at malingen med
additivet A, tilsat har en mindre middeltorretid end konkurrentens?

2) Hvad vil du anbefale virksomheden at gore, hvis man som ncevnt i eksempel 10.1 kun vil gd over
til A, hvis torretiden for A, er mindst 10 minutter kortere end for A, (bagatelgreensen) .

Leosning:

X, = terringstiden for maling tilsat additiv 4,

X, = tarringstiden for maling tilsat additiv 4,

X, og X, antages at vaere uafhaengige normalfordelte variable med henholdsvis middelverdierne

M, 0g U, ogspredningerne o, og o, .

Nulhypotese H: g, 2 p, , Alternativ hypotese: H:u, < p,

Da spredningerne er kendt eksakt anvendes en U - test (se eventuelt oversigt 10.3).

X, —x,—0 1186—-129.2
. X;—X, _ 8.6 9 _ 357

o2 o3 \/ 12132 1422
1422 +
n, n, 39 40

Da normCdf( — « ,-3.57,0,1)=0.00018 < 0.001 forkastes nulhypotesen (3-stjernet)




10.3 Test og konfidensintervaller for 2 normalfordelte variable

Konklusion: Der er et staerkt statistisk bevis for at additiv_4, i middel har en kortere torringstid
end additiv 4,.
2) Et 95% konfidensinterval for differensen:

- st s 1213 142°
X=Xy Ellygrs [ 4= = 118612924196, = =+ ) = = 106+ 582
1 2

Konfidensintervallet er [—1643;-4.78] , (se eventuelt oversigt 10.3)

Konklusion: Dabagatelgransen er 10, og naesten 50% af konfidensintervallet ligger under 10,
kan det ikke pad baggrund af dette materiale anbefales at gi over til det mere kostbare additiv.
Bemark, at dimensioneringen reelt kun har betydning i en acceptsituation, hvor man sd med stor
sikkerhed kan konkludere, at muligvis giver additiv A, en kortere storkningstid, men ikke s
meget kortere, at det har praktisk betydning.  J

10.3.4. Store stikprovesterrelser (over 30)

Er stikprovesterrelserne store, viser erfaringen, at det er tilstraekkeligt nojagtigt at anvende en U -
test fremfor de mere pracise metoder der er beskrevet i afsnit 10-3.1 og 10.3.2.

Folgende eksempel illustrerer dette

Eksempel 10.6. Stor stikprevestorrelse (over 30)

Pa basis af dimensioneringen i eksempel 10.2 udforte man 40 delforsog af hver behandling. Efter
at forsegsreekken var afsluttet, opdagede man, at et af forsogene var mislykket og mdtte kasseres.
Der var folgelig kun 39 delforsog med additiv A, . Man fik folgende resultater (i minutter)

A, [117,0 130,7 117,4 142,4 106,8 115,7 116,5 86,7 124,7 127,9 103,0 133,4 103,6 114,4
132,0 130,2 110,5 1194 117.2 125,6 126,5 94,0 122,7 106,0 124,0 135,2 124,1 107,9
113,4 1162 113,9 131,4 125,6 128,0 110,6 97,2 1244 134,1 115,7

A, |116,7 112,2 133,7 108,9 111,6 157,6 124,2 1249 102,6 124,1 158,6 136,9 127,4 127,5
138,9 122,7 120,5 133,2 122,4 143,0 135,6 135,4 136,8 121,4 116,2 135,7 128,2 122,1
132,7 107,0 138,2 121,6 131,1 157,3 162,5 130,2 126,0 138,6 138,5 106,5
Kan man ud fra disse data bevise pa mindst signifikansniveau o = 0.05 , at malingen med
additivet A, tilsat har en mindre middeltorretid end konkurrentens?
Lesning:
X, = torringstiden for maling tilsat additiv 4,
X, = torringstiden for maling tilsat additiv 4,
X, og X, antages at vaere uathangige normalfordelte variable med henholdsvis middelvardierne
1,08 W, ogspredningerne o, og o, .

For de to stikprever har man at x; =1186 og x, =1292 s, =12.13 og s, =142

Vi ser, at vi har de samme vardier som i eksempel 10.5, bortset fra at spredningerne nu ikke er
kendt.

Det bliver derfor samme regninger og dermed samme konklusion.

For sammenligningens skyld er 1 appendix 10A opgaven regnet ved en t - test, og man far ikke
overraskende samme resultat.



10.

Hypotesetestning (2 statistiske variable)

10.4 Testog konfidensintervaller for 2 binomialfordelte variable.

Som navnt i bind 1 kan man ofte approksimere en binomialfordeling med en normalfordeling.
Det er en sddan approksimation, som formlerne i oversigt 10.5 bygger pa. I praksis vil disse for-
udsaetninger for approksimation sedvanligvis vare opfyldt.

Vi belyser anvendelsen af oversigten ved felgende eksempel.

Eksempel 10.7. Binomialfordelingstest.

Ved et forseg der skulle afgore om C - vitamin har en forebyggende virkning mod forkolelse, fik
halvdelen af en gruppe pa 280 franske skilobere C - vitamin mens de ovrige fik kalktabletter
(placebobehandling). Fordelingen skete randomiseret, og forsogspersonerne var uvidende om
gruppeinddeling og hvilket medikament de fik. Efter en passende tid optaltes hvor mange af forsogs-
personerne der var forkolede. Resultaterne kan ses af folgende skema:

Forkolet Ikke forkelet Total
C-vitamin 17 122 139
Kalktabletter 31 109 140

Bemcerk, at en enkelt forsogsperson gled ud af forsoget, sa grupperne blev ikke helt lige store.
1) Kan det pa et signifikansniveau pa 5% vises, at C - vitamin har en forebyggende virkning?
2) I bekreeftende fald angiv er 95% konfidensinterval for differensen mellem parametrene.
Lesning:

X, = antal forkelede personer der har fiet C-vitamin. X, er binomialfordelt b(139, p,).
X, = antal forkelede personer der har fiet Kalktabletter. X, er binomialfordelt b(140, p,).

1) Da vi ensker at vise, at p, < p, bliver nulhypotesen H,:p, = p,mod H:p, < p,.

2)

10

Oversigt 10.5 anvendes :

A X1 17 N X5 31 N X +x2 17+ 31 48
plz—:—’pzz—:—og p: = = .
n, 139 n, 140 n,+n, 1394140 279
438 48

Dan-p= 139-%:23.9 e[5139-5]og n, - p = 140+ =241 €[5140-5]

er forudsatningerne for at approksimere med normalfordelingen opfyldt. Vi finder af formel (1)
17 31

D1~ P 139 140 _ —0.099

L 1 1 48.(1_ 48).( 1 s 1 ) 0.0452
pA=P ) 279 U 279) 130 " 140
Da P(U<-2.193) =normCdf( — « ,-2.193,0,1)=0.01415 <0.05 forkastes nulhypotesen (1-stjernet)

Konklusion: P4 signifikansniveau 5% er vist, at C-vitamin har en vis forebyggende virkning

mod forkolelse

Et 95% konfidensinterval for differensen p, — p, er ifolge oversigt 10.5:
- _\/ﬁl(l—ﬁl)jz(l—ﬁz)

P1—P2 _ul_g

A pi(d=p)  pr(1-py)
Spl_pZSPI_p2+u1_a'\/ 1 - 22 2
2

n n, 0 n )



10.5 Test og konfidensintervaller for 2 Poissonfordelte variable

0122(1-0.122) 0221(1-0221) 0122(1-0.122) 0221(1-0221)
139 ! 140 139 ! 140

< —0.0991-0.08773 < p, — p, <—-0.0991+0.08773 < —0.1869 < p, — p, <-0.0114

< 0.122-0221- 1.960-\/ <p—p, £0122-0221+ 1.960-\/

4

10.5 Test og konfidensintervaller for 2 Poissonfordelte variable.

Som navnt i bind 1 kan man ofte approksimere en Poisonfordeling med en normalfordeling.

Det er en sddan approksimation, som formlerne i oversigt 10.6 bygger pa. I praksis vil disse for-
uds@tninger for approksimation seedvanligvis vere opfyldt. Vibelyser anvendelsen af oversigten ved
folgende eksempel.

Eksempel 10.8. Poissonfordelingstest.

En bestemt type TV-apparat produceres pa 2 fabrikker A og B. Man har mistanke om, at der er
forskel pa antallet af loddefejl der findes i apparater fra de to fabrikker. For at teste dette, udtages
af den lobende produktion stikprover pd 5 TV-apparater, og man optalte antallet af loddefejl i de
5 apparater. Resultaterne blev:

Fabrik A: Pd 20 apparater fandtes i alt 12 loddefejl

Fabrik B: Pa 19 apparater fandtes i alt 7 loddefejl (et apparat mdtte udskydes)

Test pa dette grundlag, om der er forskel pa fejlintensiteten pad de to fabrikker.

Lesning.

X, = antal loddefejl pr. apparat pé fabrik A. X, antages Poissonfordelt p( x, ).

X, = antal loddefejl pr. apparat pé fabrik B. X, antages Poissonfordelt p( u, ).

Da vi ensker at vise, at i, # i, bliver nulhypotesen H,: u, = p, mod H:pu, # u,.

Oversigt 10.6 rekke 3 anvendes :

g =n_12 X, ="2= ! og X =

5

X, = PPN
Ymp 20077 m, 19

Da nl-f=2O-B:9.7425 og nz-f=19-Q=9.2625
39 39

Yo +x, 12+7 19
n +n, 20+19 39

er forudsatningerne for at approksimere med normalfordelingen opfyldt.
. 127
Vi finder : X, — X, B 20 19 _ 02316

= =1.036
[1 1} \/19 (1 1) 02236
X —+— ol Bt s
n,n 39 \20 19
Da P(U>1.036) =normCdf(1.036, oo ,0,1) =0.1501 > 0.025 accepteres nulhypotesen.

Konklusion: ~ Man kan ikke pd det grundlag vise, at der er forskel pé fejlintensiteten pé de to
fabrikker '

11



Oversigt 10.1

Oversigt 10.1. Test af middelvaerdier My 08 L, og konfidensinterval for differens s, — u, for 2 normalfordelte variable. o, =~ o,

X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u;,0,) og n(i,,0,) .
Givet 2 stikprover af X; og X,. med storrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X, s, og n,, X;, s,. Signifikansniveau er « .

X —X,—d —1)-52 —1)-52
Lad d vare en given konstant. = ————hvor sg = (= 1)-si +(mp =1)-5) ,fo=n+n, -2,
SO . R + R
o
T er en statistisk variabel der er 7 - fordelt med frihedsgradstallet ;.
Forudsatning. H,,: Nulhypotese Beregning H, forkastes Dimensionering
H: Alternativ hypotese
P-verdi=P(T21) A= ‘,u -, - d‘ er den mindste @ndring
g, 08 0, Hyp <, +d , Lo
ukendte 01 = /72 i der har praktisk interesse.
Hipy >up, +d [ = P(type 11 fejl)
Y e N o S I S P - verdi< of Antal gentagelser for hver af de to variable
accepteres ved P-vardi=P(T<t) findes af dimensioneringstabel 8
F - test Hy:p > + d For vaerdier der ikke stér i tabellen benyt
I J Mapleprogrammet i oversigt 10.7
THy < Hy
Hypy = p,+d  |P-vardi= p(r>nforx; > X, +d P-verdi<la
Hop, #pu, +d P-verdi= p(r<sfor X, < X, +d
1 1 1 1
100-(1- )% Konfidensinterval for differens 1 — 1, :x, -5, -1 ,(fy) 5o ,/n—+ S SN XNyt (o) s
1*5 1 2 1*5 1 2

12



Oversigt 10.2

OVERSIGT 10.2. Test af middelvaerdier My 08 L, og konfidensinterval for differens u, — u, for 2 normalfordelte variable o, # o, .

X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u;,0,) og n(i,,0,) . Givet 2 stikprover af X; og X..
Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, X1, s, og n,, X, , s,. Signifikansniveau er « . Lad d vare en given konstant.

X -%-d & s -
[ = ( ,hvor ¢ = — + — Frihedsgradstallet fer det nermeste hele tal, som er sterre end g = N2 N
¢ n, n, [Slj (%)
n n,
+

T er en statistisk variabel der er ¢ - fordelt med frihedsgradstallet /.

Forudsetning H,,: Nulhypotese Beregning H, forkastes
H: Alternativ hypotese
Approksimativ P-veerdi=P(T>1)
metode Hyp <p+d
(Satterthwaites Hou > +d
test) My > Hy
O-l Og 62 . ...................................................................................................................................................... P _ VEBI'd1< a
ukendte P-verdi=P(T<1t)
o, # 0, dvs. Hypy 2y, +d

HO;O'IZO'Z H:py <p, +d

F - test P-vardi= p(r>¢forX, > X, +d P-vardi<la
Hyipy =, +d

Hipy #up, +d

P-vardi= p(r<sfor X, < X, +d

forkastes ved [ o

100- (1 - @)% Konfidensinterval for differens s — g, : %1~ X3 = tl—ﬁ (f)es My~ Hy S X=Xyt tl_g (f)~e
2 2

13



Oversigt 10.3

OVERSIGT 10.3. Test af middelveerdier s/, 0g 1, for 2 normalfordelte variable (spredninger kendte eller stor stikprovesterrelse)

X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,0,) og n(u,,0,) . Givet 2 stikprover af X,0g X,. Storrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis 7,, X1, s,

og n,, X5, s,. Signifikansniveau er . Lad d veere en konstant, og ¥ =

X, —X,—d

. Y en normeret normalfordelt variabel n(0,1).

2
o; o©
-1 72
o
Forudsetn. H,,: Nulhypotese Beregning H, forkastes Dimensionering
H: Alternativ hypotese
0,08 o, P-verdi= P(Y 2 u) A= 3 _d
kendte Hyp < u,+d /ul‘ Hy o
er den mindste @&ndring i £ der har
eller Hopy >4y +d praktisk interesse.
n, > 30 [ = P(type II fejl)
Og ........................................................................................................... P - V&rdi <o 2
n, > 30 P-verdi= P(Y <u)
Hyp 2w +d n>2. ulazulﬂ
0198 % \H:py <y, +d =
erstattes sa o
af s, 0g s, o =max{o,0,}
P-verdi= P(Y 2u) for X; > X, + d P - verdi<1« |Betegnelser som ovenfor:
. — 2
Howul =Mt d P-verdi= P(Y >2u) for X, < X, + d U, Fu
Hop #p, +d n>2 )
A
o}
ol o ol o}
100-(1- @)% konfidensinterval for differens , —p,: ¥, -x,-u , - n_1+n_2 < X, fu - n_l n_2
5 1 S 1 2

14




Oversigt 10.4

2
o
OVERSIGT 10.4. Test af varianser o7 og o, og konfidensinterval for —12 for 2 variable.
)
X, og X, er normalfordelte henholdsvis n(u,,c,)0g n(u,,o,).
Givet 2 stikprover af X, og X,. Sterrelse, gennemsnit og spredning henholdsvis n,, x,, s, og n,, X,, S,.
2

Signifikansniveau er a. F = a ,Qer F - fordelt F(n,—1,n,—1)

o1
2
2
Forudsetn. H,: Nulhypotese Beregning H, forkastes
H: Alternativ hypotese
Hyo! <o; P -verdi =r=r)
H: 0'12 > 622
1,08 U, P-verdi < o
Hyo!>o0; P -verdi=r=r)
ukendte H:of <03
Hyol =0} P -veerdi= £@=mfor F>1|P-vardi<ia
H:o} # 03 P-verdi=ro=r for F <1
2 F 2
o o
100- (1— )% Konfidensinterval for forhold —12 : S—L<F- E o (ny=Ln =1)
2

2
o5 F;_%(nl —-Ln,=1) o,

Specialtilfaelde:

(= Dst Gy )’) , Qer F - fordelt F(n,,n,).

1, 0g u,kendte: F= ((ny = )2+, (5 = 2)?) o,

Forudsetn. Nulhypotese Beregning H, forkastes
H: Alternativ hypotese
Hyo! <o; P -verdi=r=r)
1,08 M, H:of > o3 P-verdi < o
kendte Hyo!l>o0; P -verdi=re=rm
H: 0-12 < 0-22
H, ol =0, P-vardi= rPo=rmfor F>1 P-vardi<ia
H:o} # o3 P-verdi=ro=r for F <1

2 = 2
u, kendt og u, ukendt: F = (m = sy +m, (% = f4) ,Qer F - fordelt F(n,,n, —1)

Sz2 n
Forudsetn. | Nulhypotese Beregning H, forkastes
Hyol <o, |P-vaerdi=r@=F)
u kendt H:o? > o2 P-verdi < o
uukendt |Hooizo;  |P-vardi=r©=m
H: 612 < 0'22
Hyol =0, |P-verdi= rPo=#rmfor F>1 P-verdi< S a
H:of # 05 P-vaerdi=ro=r) for FF <1

15



Oversigt 10.5

OVERSIGT 10.5. Oversigt over test af parametre p, og p, for binomialfordelte variable.
X, og X, er binomialfordelt henholdsvis b(n,,p,) og b(n,,p,), hvor n, og n, er kendte og p, og p, ukendte. Observerede stikprovevardier x, og x,.

Signifikansniveau er  .Lad p, =21, p, =22, D= X1+ og u= PL— P . Y en normeret normalfordelt variabel n(O,l) .
ny ) n +n, . . 1 1
\/p~(1—p)-[+
ny ny
Forudsatning: H,: Nulhypotese Beregning H, forkastes
H: Alternativ hypotese
Approksimativ me- Hy:p <p, P-verdi = P(Y > u)
tode
H:p, > .
P, 0g p, R R P-verdi < a
ukendte. C_
n1~ﬁe[[5;n1—5] H0:p1 sz P-veerdi = P(Y <u)
Hy:p, =p, Hvis p, > p, s P-veerdi = P(Y > u) Pverdi< Lo
H:p, # p, Hvis p, < p,sd P-veerdi = P(Y < u)

Forudsatning: *i E[55”’1 _5] Xy 6[55”2 _5]:

100- (1 - a)% konfidensinterval for differens p, —p, 5 -5, U, ~\/’31(1_’3‘) + p2(1=p3)

131(1—131)+132(1—132)
n ny

n ny

<p1—py<pi—Ds +”171 \/
2
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Oversigt 10.6

OVERSIGT 10.6. Oversigt over test af parameter /[, og (i, for Poissonfordelt variable . _
X, og X, er Poissonfordelte variable fordelt p(z,)og p(,) hvor [, 08 L, erukendte. Der foreligger to stikprover af sterrelsen 7, med gennemsnit X| og

n, med gennemsnit X 2 . Signifikansniveauer & . Lad x =

n-x +n,-Xx,

X — X

0g U=
}’ll-l-l’l2

.. Y en normeret normalfordelt variabel n(0,1) .

Forudsatning

H ,: Nulhypotese
H: Alternativ hypotese

Beregning

H, forkastes

Approksimativ metode

H 02 4,
ukendte.

n x5 og

n, x5

Hy:py < py
Hepy > 1y

Hy:py 2,
H: gy < 1y

Hy:py = 11y
H: gy # 1y

P-vaerdi = P(Y > u)

Hvis x, 2 x, sd P-veerdi = P(Y > u)
Hvis x, < x, s& P-verdi = P(Y <u)

P-verdi <

P-vardi< 5«

Forudsatning: n, - x, > 10 og n, - x, 210:

100- (1— )% konfidensinterval for differens i, — p, x,—X, —u - |+ 2 < — 1, <X, =X, +u -
Son on =o\nom

X X
472
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Oversigt 10.7

OVERSIGT 10.7. Mapleprogram til dimensionering i 1 og 2 variable.

> restart;
> with(stats);
MAPLE angiver her funktioner i “stats”
> pt:=proc(n,c,a)
# 1 variabel (ensidet test) med samme stikprovesterrelse og samme (ukendte) spredning
> local b,d,ft,cf,gam x,y;
> fi=n-1;
> gam:=x->1nt(z"\(x-1)*exp(-z),z=0..infinity);
> cfi=evalf(1/(gam(f/2)*2"((f-2)/2)));t:=statevalficdf,studentst[f]](1-a);
> y:=cf*int(statevalf [cdf,normald](t/sqrt(f)*u-c*sqrt(n))*u"(f-1)*exp(-(u"2)/2),u=0..infinity);
>y
> end proc;
>
MAPLE GENTAGER HER PROGRAM
> evalf(pt(6,1.87,0.05)); #ensidet test
>
.01288518088
> evalf(pt(6,1.87,0.025))-evalf(pt(6,2.1,0.975)); #tosidet test
0.04047268301
> restart;# 2 variable (ensidet test) med samme stikprovestorrelse og samme(ukendte) spredning
> with(stats);
> pt:=proc(n,c,a)
> local b,d,ft,cf,gam,x,y,nl;
>nl:=2*n-1;f:=2*n-2;
> gam:=x->int(z"\(x-1)*exp(-z),z=0..infinity);
> cfi=evalf(1/(gam(f/2)*2"((f-2)/2)));t:=statevalf]icdf,studentst[f]](1-a);
> y:=cf*int(statevalf [cdf,normald](t/sqrt(f)*u-c*sqrt(n/2))*u(f-1)*exp(-(u*2)/2),u=0..infinity);
>y
> end proc;
> MAPLE GENTAGER HER PROGRAM

> evalf(pt(6,2.05,0.05));# ensidet test
0.04927524649

> evalf(pt(6,2.32,0.025))-evalf(pt(6,2.32,0.975)); #tosidet test
0.04947586837
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1. Indledning

Appendix 10A Eksempler regnet pa T1 - 89.

1.Indledning.

Det forudsettes, at man kender de grundleeggende operationer pd lommeregneren.

I Appendix “Vejledning i TI - 89" er beskrevet, hvorledes man beregner sandsynligheden for
forskellige fordelinger, beregner gennemsnit og spredning, samt hvorledes man tester og beregner
konfidensintervaller for funktion af 1 variabel .Dette forudsettes ligeledes bekendt.

2. Hypotesetest og konfidensintervaller for 2 variable.

Eksempel 10.3. Accept af ens spredning.
Udbyttet ved anvendelse af 2 katalysatorer sammenlignes. Resultaterne blev:

K, 86.41 9192 86.27 8899 9259 89.38 9140 88.70
K, 93.65 9297 9796 94.01 91.56 91.85 99.99 90.99

1) Undersog , om det pd et signifikansniveau pda 5% kan pavises, at K, giver et udbytte der er

2 enheder storre end K,
2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.
Lesning.
APPS, STAT/LIST , indtast data i list1 og list 2 eller navngiv to kolonner tilhgjre for list 6 med
eksempelvis k1 og k2. og indtast data her. Det sidste antages gjort.
1) a)H,:07 = o; mod H:0, #0;

F6,9:2 - SampFtest , ENTER,

| menuen veelg Data Input Mathod= Data, ENTER
I menu for “list 1" skrives k1 og for “list2" skrives k2.(benyt evt. VAR-LINK)

“alternative Hyp = ol # 02 , ENTER
[ udskrift findes P - veerdi = 0.4514
Da P - vardi =0.4514 >0.05" accepteres H,, dvs. vi vil i den folgende test antage, at
spredningerne er ens.
b) Hy:p, S g +2 mod Hipl, > py + 2
F6, 4:2 - SampTtest .ENTER
| menu for “list 1" skrives k1+2, for “alternative Hyp” 14; < u, og pooled til “YES”

[ udskrift findes P - veerdi = 0.04031
Da P - vaerdi = 0.04 < 0.05 forkastes nulhypotesen (svagt)
Konklusion: Der er (svagt) statistisk bevis for at K, giver et udbytte der er 2 enheder storre
end K, (vi er dog tet pa en accept).

2)  Konfidensinterval:F7, 3: 2-SampTInt
Menu er selvforklarende

95% konfidensinterval for differens : C-int=[-7.72; -1.61]

Ved tosiddede test beregnes summen af begge “haler” og derfor skal sammenlignes med ¢ og ikke med o /2
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Appendix 10A. Eksempler regnet med Ti-89

Eksempel 10.4. Forkastelse af ens spredning.
Der laves forsog med 2 katalysatorer A og B. Stikproverne giver estimaterne
A x,=9392, s,=506 n,=8 og B: x,;=28946, s, =229, ny, =10.
Undersog pa basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pd 5% kan pdvises, at A
giver et udbytte der er 2 enheder storre end B.
Lesning:
APPS, STAT/LIST
1) a)H,:07 = o; mod H:0, #0;

F6,9:2 - SampFtest, ENTER,
I menuen veelg Data Input Mathod= Stats, ENTER

Udfyld menu s, =5.06 n, =8,s, =229, n, =10 “alternative Hyp = ol # c2 , ENTER

I udskrift findes P - verdi = 0.0313
Da P - vardi =0.0313 < 0.05* forkastes H,, dvs. vi vil i den folgende test antage, at

spredningerne ikke er ens.
b) Hyipt, < pip+2mod Hipry > pp+2.
F6, 4:2 - SampTtest .Data Input Mathod= Stats., ENTER,
Udfy|d menu: )?1 = 9392, N =506 n =8 )?2 = 8946+2, Sp = 229, ng = 10, “alternative

Hyp” 4, > t, , pooled = no
I udskrift findes P - veerdi = 0.1167

Da P - verdi = 0.1167> 0.05 accepteres nulhypotesen.
Konklusion: Vi kan ikke pd dette grundlag vise, at udbyttet ved katalysator A er 2 storre end

ved Kkatalysator B. ¢

Eksempel 10.5. eksakt spredning.
Der udfores 39 forsag med additiv A og 40 forsog med additiv B.
Det vides, at spredningerne eksakt er o, =12.13 og o4, =142

1) Man beregner gennemsnittene af de to stikprover til x ;, =1186 og x 4, =129.2

Kan man pa mindst signifikansniveau a = 0.05 bevise, at malingen med additivet A, tilsat
har en mindre middeltorretid end konkurrentens?
2) Hvad vil du anbefale virksomheden at gore, hvis man som ncevnt i eksempel 10.1 kun vil ga
over til A, hvis torretiden for A, er mindst 10 minutter kortere end for A, (bagatelgreensen)
Lesning:
1) Nulhypotese H: 4, 2 i, , Alternativ hypotese: H:u, < u,
F6, 3:2 - SampZtest .Data Input Mathod= Stats., ENTER,
Udfyld menu: o, = 1213, 0, = 142, ¥, = 1186,n, = 39, %, = 1292, n, = 40,
“alternative Hyp” 1 < i,
I udskrift findes P - vaerdi = 0.000178
Da P - vaerdi = 0.000178 < 0.001 forkastes nulhypotesen (sterkt)
Konklusion: Der er et sterkt statistisk bevis for at additiv._4, i middel har en kortere
torringstid end additiv 4.

Ved tosiddede test beregnes summen af begge “haler” og derfor skal sammenlignes med ¢ og ikke med ¢ /2
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Hypotesetest og konsidensintervaller for 2 variable

2) F7, 3:2 - SampZint . Udfyld menu (er selvforklarende) C-int=[16.4; -4.77]
Konklusion: Da bagatelgransen er 10, og nasten 50% af konfidensintervallet ligger under 10,

kan det ikke pd baggrund af dette materiale anbefales at g over til det mere kostbare additiv.

Eksempel 10.6. Stor stikprevestorrelse (over 30)
Problem som eksempel 10.5, men nu er data opgivet. Vi regner derfor som en sedvanlig t-test,
hvor spredningerne ikke er eksakt kendt.

Leosning.
a)H,:0! = o, mod H:o! #0)
F6,9:2 - SampFtest, Data Input Mathod= Stats., Menu udfyldes P - veerdi = 0.7297

Da P - verdi =0.7297> 0.05 accepteres H,, dvs. vi vil i den felgende test antage, at
spredningerne er ens.

b) Nulhypotese H,: 4, 2 1, , Alternativ hypotese: H:p, < 1,

F6, 4:2 - SampTtest .Data Input Mathod= Stats., Menu udfyldes herunder pooled=yes
Resultat: P - verdi = 0.000316
Da P - vaerdi = 0.0003 < 0.001 forkastes nulhypotesen (staerkt)
Ved sammenligning med resultatet i eksempel 10.5 ses, som forventet, at selv om man anvender
en u - test fremfor en 7 - test, giver det ingen storre @ndring 1 P-vaerdien, da n > 30 .
Konklusion: Der er et sterkt statistisk bevis for at additiv_4, i middel har en kortere
torringstid end additiv 4, ¢

Eksempel 10.7. Binomialfordelingstest.

Halvdelen af en gruppe pd 280 franske skilobere fik C - vitamin mens de ovrige fik kalktabletter
.Efter en passende tid optaltes hvor mange af forsagspersonerne der var forkolede. Resultaterne
kan ses af folgende skema:

Forkolet Ikke forkolet Total
C-vitamin 17 122 139
Kalktabletter 31 109 140

1) Kan det pa et signifikansniveau pd 5% vises, at C - vitamin har en forebyggende virkning?
2) I bekreeftende fald angiv er 95% konfidensinterval for differensen mellem parametrene.
Leosning:
)H,:p, 2 p,mod H:p, < p,.

Foruds@tningerne for at approksimere med normalfordelingen er opfyldt (se tidligere)

F6, 6: 2-Prop-ZTest

Udfylder menu: Succes x1=17, n1= 139, succes x2=31, n2 = 140,Alt. hyp : P, < p»

Udskrift giver P- vaerdi=0.0141
Da P - vaerdi = 0.0141 < 0.05 forkastes nulhypotesen (svagt)
Konklusion: P4 signifikansniveau 5% er vist, at C-vitamin har en vis forebyggende virkning
mod forkelelse
2) 95% konfidensinterval,
F7, 6: 2-Prop-ZInt , menu udfyldes som under punkt 1.
Udskrift viser C_int=[-0.187 ; -0.0111]

Eksempel 10.8. Poissonfordelingstest. TI - 89 har ikke dette program
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Appendix 10B Eksempler regnet pa Statgraphics

Appendix 10B Eksempler regnet pa Statgraphics.

1. Indledning
[“Grundleggende begreber Appendix A” er beskrevet hvorledes man beregner sandsynligheden
for forskellige fordelinger og beregner gennemsnit og spredning. Dette forudsettes bekendt.

2. Hypotesetest og konfidensintervaller for 2 variable.

Eksempel 10.3. Accept af ens spredning.
Udbyttet ved anvendelse af 2 katalysatorer sammenlignes. Resultaterne blev:

K, 86.41 9192 86.27 88.99 9259 8938 9140 88.70

K, 93.65 9297 9796 94.01 91.56 91.85 99.99 90.99

1) Undersag , om det pd et signifikansniveau pa 5% kan pavises, at K, giver et udbytte der er
2 enheder storre end K,
2) Angiv endvidere et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to middeludbytter.
Losning:
1) a) Hozal2 :022 H:of#of
Veelg (Compare\ Two Samples\ Two Samples Comparison).
| den fremkomne tabel: Vaelg ( K1\tryk pa P> ved “Sample 1\K2\tryk pa P> ved “Sample

2"\ OK)
Veelg( gul ikon=Tabular options\Comparison of Standard Deviations\OK)
Resultat:
Comparison of Standard Deviations
K1 K2
Standard deviation 2,38733 3,37667
Variance 5,69936 11,4019
Df 7 7

Ratio of Variances = 0,499861

95,0% Confidence Intervals

Standard deviation of Kl: [1,57844;4,85887]

Standard deviation of K2: [2,23257;6,87244]

Ratio of Variances: [0,100074;2,49676]

F-test to Compare Standard Deviations

Null hypothesis: sigmal = sigma?2

Alt. hypothesis: sigmal NE sigmaZ2

F =0,499861 P-value = 0,380525

Da P - value =0.4514 > 0.05' accepteres nulhypotesen, dvs. man kan i den folgende
analyse antage, at spredningerne er ens.

b) Hy:p, < gy +2 mod Hipe, > p + 2.

eller hvis H skrives H:g, > py + 2 1y — 1, < -2.

Veelg (Compare\ Two Samples\ Two Samples Comparison).

| den fremkomne tabel: Vaelg ( K1\tryk pa P ved “Sample 1"\K2\tryk pa P ved “Sample
2"\ OK)

Veelg (qul ikon = Tabular Options\Comparison of Means| OK)

Vi far en udskrift, som ikke er relevant.
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2 Hypotesetest og konfidensintervaller for 2 variable

Veelg ( Cursoren pa udskrift, hgjre musetast\ Pane options\Null Hyphothesis =- 2\ alt.
hypothesis” til "Lesser than”\ OK)).

Markering ved “Asume Equal Sigmas”

Comparison of Means

95,0% confidence bound for mean of Kl: 89,4575 + 1,59912 [91,0566]
95,0% confidence bound for mean of K2: 94,1225 + 2,15215 [96,2747]
95,0% confidence bound for the difference between the means
assuming equal variances: -4,665 + 2,49262 [-2,17238]

t test to compare means

Null hypothesis: meanl - mean2 = -2,0

Alt. hypothesis: less than

assuming equal variances: t = -1,88312 P-value = 0,0403142

Da P - vaerdi = 0.04 < 0.05 forkastes nulhypotesen (svagt)
Konklusion: Der er (svagt) statistisk bevis for at K, giver et udbytte der er 2 enheder

storre end K, (vi er dog taet pd en accept).
2) 95% konfidensinterval:

Her beregnes (se ovenstdende udskrift) kun et ensidet interval, hvoraf vi kan slutte, at

Ved ensidede test er et 95% konfidensinterval for differensen ogsa “ensidet” [g ; @[ hvor
den nedre granse g er bestemt ved 95% fraktilen:

I 1 11
8= %, - X, - ty,5(14) s /n—+ = 94128946 176801 [+ = 467-249 =2.18
1 2

At dette er mere korrekt, ses ogsa af, at dette konfidensinterval ikke indeholder 2

Eksempel 10.4. Forkastelse af ens spredning.
Der laves forsog med 2 katalysatorer A og B. Stikproverne giver estimaterne
A x,=9392, 5,=506 n,=8 og B: x,=8946, s, =229, n, =10.
Undersog pa basis af disse resultater, om det pd et signifikansniveau pa 5% kan pavises, at A
giver et udbytte der er 2 enheder storre end B.
Losning:
a) Veelg (Compare\ Two Samples\ Hypothesis tests).
| tabel Veelg (Normal Sigmas\Sample 1 Sigma = 5,06\Sample 2 Sigma = 2,29 \ Sample 1 Size

= 8, Sample 2 Size = 10\ OK )  Udskrift:
Hypothesis Tests

Sample standard deviations = 5,06 and 2,29

Sample sizes = 8 and 10

95,0% confidence interval for ratio of variances: [1,16329;23,5487]
Null Hypothesis: ratio of variances = 1,0

Alternative: not equal

Computed F statistic = 4,88236, P-Value = 0,031381

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05
Nulhypotesen forkastes

b) Test Hip, > pug+ 2.

Veelg (Compare\ Two Samples\ Hypothesis tests).

Veelg (red ikon = Input Dialog\ | tabel veelg “Normal Means”\Null Hypothesis for Difference = 2,
Sample 1 Mean = 93,92\ osv.\ OK)

Vi far en udskrift, som ikke er relevant.

Veelg ( Cursoren pa udskrift, hgjre musetast\Analysis Options\ alt. hypothesis” til "Greater
than”\Ved “Asume Equal Sigmas” afhaenger markeringen af resultatet af en test, her antages de
er forskellige \ OK)).
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Appendix 10B Eksempler regnet pa Statgraphics

Vi far:
Hypothesis Tests

Sample means = 93,92 and 89,46
Sample standard deviations = 5,06 and 2,29

Sample sizes = 8 and 10

Approximate 95,0% lower confidence bound for difference between means:
4,46 - 3,52545 [0,93455]

Null Hypothesis: difference between means = 2,0

Alternative: greater than

Computed t statistic = 1,27462

P-Value = 0,116704

Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

(Equal variances not assumed).
Konklusion: Vi kan ikke pd dette grundlag vise, at udbyttet ved katalysator A er 2 storre end
ved katalysator B.
&

Eksempel 10.5. eksakt spredning.
Hvis begge spredninger er eksakt kendt kan Statgraphics ikke lave den enskede u - test eller 95%
konfidensinterval,

Eksempel 10.7. Binomialfordelingstest.

Halvdelen af en gruppe pd 280 franske skilobere fik C - vitamin mens de ovrige fik kalktabletter
.Efter en passende tid optaltes hvor mange af forsogspersonerne der var forkalede. Resultaterne
kan ses af folgende skema:

Forkolet Ikke forkolet Total
C-vitamin 17 122 139
Kalktabletter 31 109 140

1) Kan det pa et signifikansniveau pd 5% vises, at C - vitamin har en forebyggende virkning?
2) I bekrceeftende fald angiv er 95% konfidensinterval for differensen mellem parametrene.
Lesning:
)H,:p, 2 p,mod H:p, < p,.

Forudsatningerne for at approksimere med normalfordelingen er opfyldt (se tidligere)

. 17 . 31
i =—=01223 =——=02214 f3s:
Idet estimater er p, 139 og P> 120 fas

Veelg (Compare\Two Samples \Hypotesis tests\Binomial Proportions\Sample 1 Proportions =
0.1223\ Sample 2 Proportions = 0.2214\ Sample 1 Size = 139\ Sample 2 Size = 140\0K)

Vi far en udskrift, som ikke er relevant.

Veelg ( Cursoren pa udskrift, hgjre musetast\ Pane options\ alt. hypothesis” til "less than”| OK)

Der fremkommer nu udskriften:
Hypothesis Tests

Sample proportions = 0,122302 and 0,221429
Sample sizes = 139 and 140
Approximate 95, 0% upper confidence bound for difference between proportions:

[-0,0254986]

Null Hypothesis: difference between proportions = 0,0
Alternative: less than

Computed z statistic = -2,19349

P-Value = 0,0141358
Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.
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2 Hypotesetest og konfidensintervaller for 2 variable

Da P - vaerdi = 0.0141 < 0.05 forkastes nulhypotesen (svagt)
Konklusion: Pé signifikansniveau 5% er vist, at C-vitamin har en vis forebyggende virkning
mod forkglelse

2) Ved en ensidet test er konfidensintervallet ensidet. p, — p, <—-0.0245 < p, < p, —0.0245

Eksempel 10.8. Poissonfordelingstest.

En bestemt type TV-apparat produceres pd 2 fabrikker A og B. Man har mistanke om, at der er
forskel pa antallet af loddefejl der findes i apparater fra de to fabrikker. For at teste dette,
udtages af den lobende produktion stikprever pa 5 TV-apparater, og man optalte antallet af
loddefejl i de 5 apparater. Resultaterne blev:

Fabrik A: Pd 20 apparater fandtes i alt 12 loddefejl

Fabrik B: Pa 19 apparater fandtes i alt 7 loddefejl (et apparat mdtte udskydes)

Test pa dette grundlag, om der er forskel pa fejlintensiteten pd de to fabrikker.

Lesning.

12
X, antages Poissonfordelt p( ). Estimat 7, = 20" 0.6
- 7
X, antages Poissonfordelt p( x, ). Estimat /b = o = 0.368

Test nulhypotesen H: i, = u, mod den alternative hypotese H:u, # 1, :

Leosning:

Velg (Compare\Two Samples \Hypotesis tests\Poisson Rates\Sample 1 Rate = 0,6\ Sample
2 Rate = 0,368\ Sample 1 Size = 20\ Sample 2 Size = 19\0OK)

Der fremkommer nu udskriften:

Hypothesis Tests

Sample rates = 0,6 and 0,368

Sample sizes = 20 and 19

Approximate 95,0% confidence interval for difference between rates:
[-0,203485;0,667485]

Null Hypothesis: difference between rates = 0,0

Alternative: not equal

Computed z statistic = 1,03775

P-Value = 0,299383

Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Warning: normal approximation may not be appropriate for small sample sizes.

Da P-Value = 0,299383 > 0.05 accepteres nulhypotesen
Konklusion: ~ Man kan ikke pd det grundlag vise, at der er forskel pd fejlintensiteten pd de to
fabrikker '
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10. Hypotesetestning (2 statistiske variable)

OPGAVER

Opgave 10.1

Det péstds at modstanden i en trdd af type A er storre end modstanden i en trad af type B. Til
afklaring af denne péstand udtages ved et fuldstendigt randomiseret forseg tilfaeldigt n trade af
hver type og deres modstande males.

Find det mindste antal n

1) hvis man eonsker at P(fejlaf typel)=a <0.05, P(fejl af type II) = £<0.05 og

bagatelgreensen er A = 0.1 ohm, og man ved, at spredningen o = 0.1 ohm.
2) hvis man onsker at P(fejlaf typel)=a <0.05, P(fejl af type I1) = £<0.05 og

bagatelgreensen er A = 0.1 ohm, og man har en forhdndsformodning om, at spredningen er
ca. 0 =0.1 ohm.
3) Hvilke konklusioner vedrerende behandlingernes virkning kan geres, sédfremt man ved
testning af forsegsresultaterne finder
a) signifikans
b) ingen signifikans
4) Hvilke yderligere analyser af forsegsresultaterne ber foretages, safremt testningen
a) viser signifikans
b) ikke viser signifikans.

Opgave 10.2

I et forsog ensker man at sammenligne udbyttet ved benyttelse af 2 reaktortyper.
Man ensker at kunne pavise eventuelle forskelle i middeludbytte ned til ca. A = 6.0.
Find den mindste vaerdi af n = “antal delforseg med hver reaktortype”, for hvilken
P(fejl af type I) = a < 0.05, P(fejl af type I1) = £<0.10.

Man kender ikke spredningen eksakt, men mener, den hgjst er ca 7 enheder.

Opgave 10.3"

Et levnedsmiddelfirma havde udviklet en diet, som har lavt indhold af fedt, kulhydrater og

kolesterol. Dizten er udviklet med henblik pd patienter med hjerteproblemer, men firmaet ensker

nu at undersege diztens virkning pé folk med vaegtproblemer.

To stikprever pd hver 100 personer med vagtproblemer blev udtaget tilfeeldigt. Gruppe A fik den

nye dizt, mens gruppe B fik den diet, man normalt gav. For hver person blev registreret

storrelsen af vaegttabet i en 3 ugers periode.

Man fandt folgende vardier for gennemsnit og spredning:

Gruppe A: x, = 931 kg, s, = 4.67

Gruppe B: X, = 740 kg, s, = 4.04.

1) Underseg om vagttabet for gruppe A er signifikant sterre end for gruppe B. Signifikansniveau
a=5%.

2) Beregn et 95% konfidensinterval for differensen mellem de to gruppers middelverdier.

26



Opgaver til kapitel 10

Opgave 10.4
Pé et laboratorium undersegtes filtreringstiden for en oplesning af et bestemt gadningsstof ved
benyttelsen af to forskellige filtertyper (F,) og (F,). Folgende stikprovevardier observeredes:

(F) g8 (10|12 13 | 13 9 14 | 4
(F,) 9o l1wl|10f| 7| 9

Det antages, at filtreringstiderne X, og X, er normalfordelte n(u,,0,) og n(w,,o0,)
1) Test, om det kan antages, at o) =0, .

2) Test under hensyntagen til det i 1) fundne, om det kan antages, at £, = [, .
3) Opstil et 95% -konfidensinterval for:

a) fy—Hy, b) i-
02
Opgave 10.5
Det péstés at modstanden i en trdd af type A er storre end modstanden 1 en trad af type B. Til
afklaring af denne pastand udtages tilfeldigt 6 trade af hver type og deres modstande méles.
Folgende resultater fandtes:

Modstand i trdd A (1 ohm) 0.140 0.138 0.143 0.142 0.144 0.137

Modstand i trdd B (i ohm) 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140

Hvilke konklusioner kan drages med hensyn til pastanden?

Opgave 10.6

I et laboratorium foretoges 15 uafhaengige bestemmelser af furfurols kogepunkt, idet 8 af
bestemmelserne foretoges af én kemiingenior, de resterende bestemmelser af en anden
kemiingenior. Resultaterne var ( °C ) :

l. ingenior | 162.2 [ 161.3 [ 161.9 | 161.2 | 163.4 162.4 162.5 162.0

2.ingenior | 163.3 | 162.6 | 161.8 | 163.8 | 163.0 163.2 164.1

Undersog, om de to ingenierers resultater i middel er ens.

Opgave 10.7

Med henblik pa at ssmmenligne de farmakologiske virkninger af stofferne morphin og nalbuphin
foretoges et fuldstendigt randomiseret forseg, hvorved man pd 10 forsegspersoner malte
@ndringen 1 pupildiameter (millimeter) efter indsprejtning af en standarddosis af en oplesning
af morphin (M) eller nalbuphin (N) .

Forsggsplan og forsegsresultater var:

M:1.0 [N:0.0 [M:19 (M:20 [N:0.8 [M:0.8 |[M:0.1 |[N:-03 |N:0.4 [N:0.2

Analyser forsegsresultaterne og opstil et 95%-konfidensinterval for differensen
(M) — u(N) mellem de to middelverdier.
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Opgave 10.8
En produktion af plastikvarer md omlaegges pd grund af bestemmelser 1 en ny miljelov.
Ved den fremtidige produktion kan inden for miljelovens rammer vealges mellem 2 pro-
duktionsmetoder I og II. Metode I er den dyreste, og fabrikanten har regnet ud, at det (kun) kan
betale sig at benytte metode I, safremt den giver et middeludbytte, som er mindst 10 maleenheder
(udbytteprocenter) storre end udbyttet ved benyttelse af metode II.
1) Find det mindste antal n, hvis man gnsker

at P(fejl af type 1) =a <0.05, P(fejl af type II) = £<0.05 og bagatelgraensen er A =10

enheder.
Man kender ikke o , men har en forhandsformodning om, at spredningen er hgjst 6 enheder.
2)Ved et fuldsteendigt randomiseret forseg fandtes folgende méleresultater:

Metode I | 35.2 | 38.1 | 37.6 [37.6(34.9137.9136.5(40.0 (36.2|37.4| 37.2 | 379

Metode IT | 26.2 | 22.2 | 24.3 |24.5]22.0(27.6 [23.8|22.8|23.4| 20.8

Fabrikanten valgte herefter at benytte metode I.

Foretag en undersogelse af, om valget var statistisk velmotiveret.

Opstil et 95% - konfidensinterval for differensen mellem middeludbytterne ved benyttelse af
metoderne 1 og I1.

Opgave 10.9

To sjellandske fabrikker producerer begge en bestemt type kvaegfoder, for hvilken det enskes,
at proteinindholdet i feerdigvaren skal veere 26%. Pa de 2 fabrikkers driftslaboratorier foretoges
folgende mélinger af proteinindholdet i en uges produktion:

Fabrik 1 27.3 26.1 26.9 24.8 26.2 25.7 26.5

Fabrik 2 [26.0 | 26.7 | 25.6 | 26.1 26.2 25.5 26.0 26.1 262 | 259

Foretag en statistisk vurdering af, om de to produktioner kan antages i middel at give kvagfoder
med samme proteinindhold.

Opgave 10.10
Miling af intelligenskvotient pa 16 tilfeeldigt udvalgte studerende ved en diplom-retning (med

mere end 200 studerende) viste et gennemsnit pd x,= 107 og en empirisk varians pa S12 =100,
medens en tilsvarende maling pa 14 tilfeldigt udvalgte studerende fra en anden diplomretning
viste et gennemsnit pa x, =112 og en empirisk varians pa s22 =64.

Tyder disse tal pa en forskel pa studentermaterialet pd de to retninger?
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Opgave 10.11

1) 100 studerende, 52 piger og 48 drenge, indstillede sig til en prove, ved hvilken 39 piger og 27
drenge bestod.

Undersgg. om det anferte tyder pé, at resultatet ved den pagaldende prove athanger af
deltagerens kon.

2) Det oplyses supplerende, at pigerne ved ovennavnte prove opnaede et gennemsnit pa 64%
med en empirisk spredning pa 10%, medens drengenes gennemsnit var 59% med en empirisk
spredning pa 8%.

Undersog, om det anforte kan tages som vidnesbyrd om, at piger 1 almindelighed klarer sig
bedre end drenge ved den omhandlede prove.

Opgave 10.12

To sjellandske fabrikker producerer begge en bestemt type kvagfoder, for hvilken det enskes,
at proteinindholdet i feerdigvaren skal vaere 26%. For den omhandlede produktion er der fastsat
en gvre og en nedre tolerancegreanse for proteinindholdet. Partier med et proteinindhold uden for
toleranceintervallet klassificeres som "dumpere".

I en 3-maneders periode havde fabrik 1 af en produktion pd 60 foderstofpartier 5 dumpere,
medens fabrik 2 af en produktion pd 100 foderstofpartier havde 12 dumpere. Kan det heraf
statistisk konkluderes, at dumpeprocenten i middel har veret storst for fabrik 2?

Opgave 10.13
To virksomheder A og B fremstiller ddser med nominelt 100 g rejeost. 10 tilfaeldigt udtagne daser
fra A's produktion og 20 tilfaldigt udtagne daser fra B's produktion viste folgende resultater:

Virksomhed

A B

Totalt antal rejer 81 216
Gennemsnittet x af nettoindhold 101.2 ¢ 983¢g
Empirisk spredning s af nettoinshold 1.0g 27¢

1) Test, om det gennemsnitlige antal rejer pr. dase kan antages at vare det samme for
virksomhedernes produktion.

2) Test, om det gennemsnitlige nettoindhold i en ddse kan antages at vaere det samme for
virksomhedernes produktion.

Opgave 10.14

1) Mange forbrugere tror, at sakaldte "mandagsbiler", dvs. biler produceret om mandagen, har
flere alvorlige fejl end biler produceret pa ugens gvrige arbejdsdage.
For at undersege, om der er noget grundlag for denne tro, udtog man pé en bilfabrik tilfeldigt
100 "mandagsbiler" og undersogte dem for fejl. Man fandt at 8 biler havde alvorlige fejl.
Tilsvarende udtog man tilfaeldigt 200 biler, der var produceret pa ugens gvrige arbejdsdage,
og man fandt 12 biler, der havde alvorlige fejl.

Giver denne undersogelse stotte til formodningen om, at "mandagsbiler" er af darligere

kvalitet end andre biler.

2) De 100 ovennevnte "mandagsbiler" havde i alt 1030 konstaterede sterre eller mindre
enkeltfejl, medens de 200 ovennavnte andre biler i alt havde 1899 konstaterede fejl. Tyder
dette pa, at der er forskel i fejlintensiteten pa bilerne i de to grupper?
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Opgave 10.15
Ved en undersogelse af en eventuel sammenhang mellem luftforurening og forekomsten af

lungecancer sammenlignedes bl.a. sygdommens forekomst i byen X - kebing inden for den gamle
bygraense (i nerheden af byens industrivirksomheder) med dens forekomst i samme bys

forstadsomrade (villakvarter):

Antal tilfelde af Samlet indbyggerantal
lungecancer
Indre by 30 9000
Forstadsomrade 40 27000

1) Det ses. at den relative hyppighed af cancertilfelde i den indre by afviger fra den relative
hyppighed 1 forstadsomradet. Kan dette forklares som et tilfeeldigt udsving? Den opstillede
nulhypotese. som testes, onskes specificeret med angivelse af den alternative hypotese.

2) Diskuter muligheden for at drage arsagsmassige konklusioner ud fra det fundne testresultat.
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11.1 Indledning

11 VARIANSANALYSE

11.1 Indledning

I kapitel 10 sammenlignede vi 2 middelvaerdier. 1 dette kapitel sammenlignes flere end to
middelverdier. Det karakteristiske er, at de foreckommende faktorer er kvalitative, dvs. har niveauer,
som ikke er karakteriseret ved en mélelig egenskab. Dette illustreres i det falgende eksempel.

Eksempel 11.1 (én faktor). Virkningerne af 4 tilscetningsstoffer T,, T,, T5, T, pd mcengden af
urenheder ved en kemisk proces onskes sammenlignet. For hvert tilscetningsstof mdles meengden af
“uonsket stof” 3 gange.

Forsagsresultaterne blev folgende:

Tilsetningsstof T, T, T, T,
Mangde 108 105 108 117
urenhed 110 110 111 119

112 109 113 112
Der onskes fundet det tilscetningsstof der i middel giver den mindste urenhed. L 2
Faktoren “tilsaetningsstof” siges at veere en kvalitativ faktor pa 4 niveauer.
Havde man eksempelvis i stedet pd 4 tidspunkter mdlt mangden af uonsket stof’
Tid [ 1 minutter fra starttidspunkt] 0 10 20 30
Mangde urenhed 108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112

siges faktoren “tid” at vaere en kvantitativ faktor.

En kvantitativ faktor er altsd en “talfaktor”, hvor det ogsd har mening at sperge om mengde urenhed
for mellemliggende verdier. Kvalitative faktorer er derimod ikke talbestemmende, og hvor det
naturligvis ikke har mening at se pa mellemliggende vaerdier (sdsom tilsaetningsstof nr. T, ;).

Problemer, hvor faktorerne er kvalitative analyseres ved en “variansanalyse. Er faktorerne alle
kvantitative, vil en metode kaldet “regressionsanalyse” vaere at foretreekke.

Hvis nogle faktorer er kvantitative og nogle er kvalitative, kan man dog godt analysere problemet
med variansanalyseteknikken, men da findes der mere effektive metoder, som dog ikke behandles
1 dette notat.
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11.Variansanalyse

11.2 Ensidet variansanalyse
Vi vil i dette afsnit behandle problemer, af den type, som er vist i eksempel 11.1, dvs. med én faktor
pa mere end 2 niveauer. I eksemplet hedder faktoren “Tilsa@tningsstof” og den er pa 4 niveauer.

Det vil i sddanne tilfeelde vere af interesse at teste om de til niveauerne svarende middelvardier
afviger fra hinanden og i bekraftende fald hvilket niveau der giver den sterste/mindste vardi.
I eksempel 11.1 enskes det séledes at finde det stof, der giver den mindste “middelurenhed”.

Umiddelbart kunne man synes, at s& foretager vi blot de samme parvise sammenligninger som i
kapitel 10, hvor vi sé pa differenser mellem 2 middelvaerdier. Problemet er imidlertid, at selv om de
forskellige tilsetningsstofferne giver samme udbytte, sa ville stgjen 1 forseget bevirke, at de mange
gennemsnit fordeler sig “klokkeformet” (normalfordelt), og det vil sige, at den sterste og den mindste
veerdi let vil ligge sa langt fra hinanden, at man ved at teste pa deres differens fejlagtigt slutter, at der
er forskel, selv om det faktisk ikke er tilfzeldet (fejl af type 1).

For at undgéd dette, skal man derfor altid starte med at foretage den i det folgende beskrevne
variansanlyse. Giver den, at der ikke er signifikant forskel pa middelverdierne, sa skal man rette sig
efter det, og ikke derefter begynde at se pd konfidensintervaller.

Giver analysen, at der er en signifikant forskel, s& ved man, at der i hvert fald er en signifikant
forskel mellem det storste og mindste middelverdi. Man kan sd ved hjelp af passende
konfidensintervaller forsege at finde ud af om der ogsd er en signifikant forskel mellem den storste
og n&ststerste verdi osv.

I afsnit 11.2.1 gives en forstaelse for den teoretiske baggrund for variansanalyser. Forklaringen
understottes af et eksempel, hvor regningerne foretages med lommeregner uden et egentligt
statistikprogram.

En oversigt over de anvendte formler findes i1 oversigt 11.1.

I samme eksempel vises dog ogsa, hvorledes man ved hjalp af TI-89 og Statgraphics let kan finde
de samme storrelser.

11.2.1.Forklaring af metode og formler
Vi betragter igen eksempel 11.1.

Opstilling af nulhypotese.
Lad X, = mangden af uonsket stof ved tilsetning af stof 7} hvor i € {1,2,3,4}

Idet de 4 variables middelvardier kaldes £4, £¢,, 1, OZ 14, onsker vi at teste nulhypotesen
H,: = 1, = 15 =y, ,mod H: “mindst én middelveerdierne er forskellig fra de ovrige”.

Forsegets udforelse. Forsgget skal udferes som et fuldsteendigt randomiseret forseg. (jevnfor
kapitel 10 hvor et sddant forseg er beskrevet). Derved sikrer vi, at der udfores et "statistisk gyldigt"
forseg. Hvis vi derfor, efter at have foretaget en ensidet variansanalyse, konkluderer, at der er
forskel pa tilsetningsstofferne, s er det "korrekt", idet det ville veere helt tilfeeldigt, hvis én af
tilsetningsstofferne har veret begunstiget med sarlig gode forsegsenheder.
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Beregning af gennemsnit og spredning. For at {4 et sken for mangden af urenheder, udregnes
gennemsnittene for hvert tilsetningsstof. Disse er angivet i nedenstdende skema. Umiddelbart ud fra
gennemsnit synes 7, at adskille sig fra de tre gvrige, men hvis der er stor spredning, kan det méske
blot vaere et tilfeelde. Det er derfor naturligt at udregne spredningerne, hvilket derfor ogsa er anfort
1 skemaet.

Gennemsnit 110.0 108.0 110.67 116.0
Spredning 2.000 2.6458 2.5166 3.6056

Forudseetninger.

1) De 4 variable T}, T5, T; og T, skal vare statistisk uafthengige.

En maling af mengden af urenhed eksempelvis med tilsetningsstoffet 7, ma ikke athenge af
hvilke mélinger der inden da er sket.
Kravet ma opfyldes ved en hensigtsmassig forsegsplan, bl.a. ved at randomisere.

2) De 4 variable T}, T5, T; og T, skal vare tiln@rmelsesvis normalfordelte.

3) De 4 variable T, 75, T, og T, skal have samme varians (kort: der skal vare varianshomogenitet)
Kravene 1 punkt 2 og 3er sedvanligvis opfyldt i praksis, da det heldigvis er sddan, at analysen
stadig er gyldig selv om der foreligger mindre afvigelser, hvis blot antallet af gentagelser for hvert
niveau er den samme. Dette gelder i eksempel 11.1, hvor der er 3 gentagelser for hvert
tilsetningsstof.

Man siger kort, at analysen er robust overfor afvigelser fra normalitet og varianshomogenitet.
hvis blot antallet af gentagelser er den samme.
Vi vil derfor seedvanligvis antage, at forudsatningerne er opfyldt.

Er der derimod forskelligt antal gentagelser, bliver analysen folsom overfor afvigelser.

Er man i tvivl om kravet om normalitet er rimeligt opfyldt, kan man fa et grafisk indtryk af, om
der er alvorlige afvigelser, ved at tegne sakaldte normalfordelingsplot.

Der findes en lang rackke test som undersgger om kravet om varianshomogenitet er rimeligt
opfyldt . Her kan navnes ( “simplificerede F - test”, “Bartletts test”, “Levines test”) som alle er
beskrevet 1 oversigt 11.1 og 11.2).

Er forudsatningerne ikke opfyldt kan man eventuelt udfere en “rangtest” (se eventuelt kapitel 15)

Vi vil i det folgende antage, at forudsatningerne er opfyldte.

Pooling. Dade 4 varianser antages at veere nogenlunde ens, beregnes et vagtet gennemsnit, i forhold
til frihedsgraderne (man foretager en “pooling™ ).
Lad N =n, +n, +ny+n,(=12) og r = antal niveauer (=4)
2 —D)-si +(ny —1)-53 +(ny=1)-53 +(ng =53 _ (3=1)-2.000% +(3—1)-2.6458” + (3—1)-25166> +(3—1)-36056”
¢ (n =D+, =D +(m3 -1 +(ny = 1) N-r
60.6667 SAK,
-8 8

Se2 er variansen for “forsegsfejlen” eller pd engelsk “error”.

= 7583

Se2 har N - r = 8 frihedsgrader. Det kan ogsa ses af, at da hver af varianserne sl-2 er baseret pa n =3

mélinger har de hver 2 frihedsgrader (f=n- 1 =3 - 1). s har derfor 2+ 4 = 8 frihedsgrader.
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11.Variansanalyse

Beregning af F - test. Antages nulhypotesen at veere sand, dvs. udbyttet fra de 4 tilsetningsstoffer
har samme middelverdi, er den eneste grund til, at vi ikke fAr samme gennemsnit i de 4 tilfelde, den
ukontrollable “stej” (forsegsvariablens variation) som forekommer ved forsegets udferelse.

Indtastes de fire gennemsnit i en lommeregner findes s = 11.667 .
Et gennemsnit af » tal har en varians, der er n gange mindre end variansen pa den enkelte maling.

I dette tilfeelde er n = 3.
Et estimat for stojens varians forudsat nulhypotesen er sand er derfor

sy =3-52=3-11.667 = 35.00. Frihedsgradstallet er f;, =antal niveauer - 1 =4 - 1 =3,

2
SR
Hvis nulhypotesen er sand burde s}% zsez eller—2zl

Se

, mens hvis nulhypotesen er falsk

2
middelvardierne er forskellige) er s5 > s> dvs. forholdet F = SR veare signifikant sterre end 1.
g R e 2 g

e

2
35 .
Da F= S—§ = Tss3 4.62 er sporgsmalet derfor, om dette tal er signifikant sterre end 1.
s, .
Da forholdet mellem de to varianser (som sadvanlig) er F - fordelt med f; = 3 frihedsgrader i

telleren og f. = 8 1 n@vneren kan vi afgere dette ved at regne P - verdien ud.

Konfidensintervaller. Disse beregnes kun hvis vi far en forkastelse af nulhypotesen, og dermed
ved, at den sterste og den mindste middelverdi er signifikant forskellige. Om nogle af de ovrige
middelveardier er “lige s gode” som den optimale vil ofte vere af interesse.

De “sadvanlige” konfidensintervaller for hvert niveau bestemmes ved (jevnfor oversigt 11.1):

2
— N
xi'irkon hvor rkon:tlig(N_r)"’f

2

2
Ivort tilfelde er 7, =, (N=r)-1/*= = t4075(3) %83 —231-1589 = 3673
I-— n
2
og konfidensintervallet x;. +r,, =X,.+3.673

Konfidensintervallerne for 2 middelvaerdier overlapper derfor ikke, hvis afstanden er storre end 27, .
Imidlertid vil disse intervaller vare lidt for “brede”, dvs. selv om der faktisk er en forskel pa 2
middelvardier, si overlapper intervallerne hinanden, s& man opdager det ikke.

Man kunne sa foretage parvise sammenligninger svarende til de konfidensintervaller vi fandt i kapitel

10. Her vil man kunne opdage en forskel, hvis middelvardiernes afstand er storre end 7on V2 .

Problemet er imidlertid her, at hvis vi har » middelvaerdier, s& vil der vare n(n=1)

parvise

sammenligninger. For hver af disse sammenligninger er der jo en vis sandsynlighed for at bega en
fejl af type 1, dvs. pasta der er en forskel som reelt ikke er der. Sddanne fejl vil jo hobe sig op, hvis
man foretager mange sammenligninger, s sandsynligheden for at begé en fejl af type 1 kunne blive
betragtelig.

Konfidensintervaller, der beror pd parvise sammenligninger kaldes LSD intervaller (Least

ﬁ_rkﬂ
2 V2

Significance Difference), og er bestemt ved, at deres radius er r,,; =r;,,
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3.673

V2

De fleste statistikprogrammer har en reekke andre metoder til beregning af konfidensintervaller, som
soger at formindske sandsynligheden for at begé fejl af type 1 og type 2.

Statgraphics har séledes indbygget Tukey, Scheffe og Bonferronni’s metoder.

Vi vil i dette notat kun se pa ovennavnte to typer, og hvis vi har fa middelvardier stole mest pa
LSD-intervallerne.

Vi har derfor X;.tr,; =X;.£X;. £ =X;.£2597

11.2.2. Beregning af ensidet variansanlyse

Vi vil regne eksempel 11.1 ved at benytte formlerne i oversigt 11.1

I appendix 11A og 11B regnes det tilsvarende eksempel ved benyttelse af henholdsvis TI - 89 og
Statgraphics.

Eksempel 11.2 (én faktor). Virkningerne af 4 tilscetningsstoffer T,, T,, T5, T, pd mcengden af
urenheder ved en kemisk proces onskes sammenlignet. For hvert tilscetningsstof mdles meengden af
“uonsket stof” 3 gange.

Forsagsresultaterne blev folgende:

Tilsatningsstof T, T, T, T,
Mangde 108 105 108 117
urenhed 110 110 111 119

112 109 113 112

Der onskes fundet det tilscetningsstof der i middel giver den mindste urenhed.

Lesning:

X; = mangden af uonsket stof ved tilsatning af stof T, hvor i € {1,2,3,4}

X; antages approksimativt normalfordelt med middelvaerdien - og spredning o; .

Vi ensker at teste

Hy: g = 1, = 15 = g4, ,mod H: “mindst én middelveerdierne er forskellig fra de evrige”.

Antal forseg N = 12. Antal niveauer » = 4. Antal gentagelser n = 3.
Gennemsnit og spredning beregnes:

T T T T
Gennemsnit | 110.0 108.0 110.67 116.0
Spredning | 2.000 2.6458 2.5166 3.6056

2 2.000% +2.6458% +25166° +3.6056> _ 60667
¢ 4
Spredningen s% pa de 4 gennemsnit beregnes: S% =11667
sp =n-s2 =3-11.667 = 3500 Frihedsgrad fp =r—1=3
= % B 4.62 . P - verdi = P(F > 4.62) = FCdf(4.62, «© ,3,8) = 0.037
so 7583
Da P - veerdi = 0.037 < 0.05 forkastes nulhypotesen (svagt).

Konklusion: _De fire tils@tningsstoffer har ikke samme virkning.
Mindst 2 af middelurenhederne er forskellige.

=7.583. Frihedsgrad f, = N—r=12—-4=8
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Konfidensintervaller:

Ud fra gennemsnittene ses, at 7, er signifikant mindre end 7,,. Om de gvrige tils@tningsstoffer giver
lige sé lidt urenhed som 7, mé afgeres ved opstilling af konfidensintervaller .

Som navnt i1 indledningen, ma man kun foretage en vurdering ud fra konfidensintervaller, hvis
ovennavnte F - test har vist, at der er en signifikant forskel.

De “s@dvanlige” konfidensintervaller for hvert niveau (jevnfer oversigt 11.1):

2

X; Ty WVOT 1, =1 (N=1)- S7 = 19975(8) %83 =231-1589 = 3673
2

xi.i}"kon Zfl.i3.673

LSD konfidensinterval:
_ _ 3.673 _

”zsd:”konﬁz’"kon , Xi-ETrgg =x;. % =Xx;. £2.597

2 2 NG
Gennemsnit 110.0 108.0 110.67 116.0

95% konfidensinterval  |[106.33;113.67] [[104.33;111.67]|[107.00;114.33]|[112.33;119.67]

95% LSD- [107.40;112.60]([105.40;110.60]([108.07;113.26]|[113.40;118.60]
konfidensinterval

Konklusion: Begge metoder viser, at man fir den mindste urenhed, hvis man valger enten 7, 7,

eller 75 (de kan ikke adskilles).
| 4
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11.3 Tosidet variansanalyse

11.3.1 Indledning.

Har man 2 kvalitative faktorer vil det ogsa vere naturligt at udfere en variansanlyse, men da man her
kan risikere, at de to faktorer “spiller sammen” pa en uventet made, bliver forholdene noget mere
kompliceret. Til gengazld kan begreberne her sd umiddelbart generaliseres til forseg med mere end
2 faktorer.

11.3.2 Planlaegning af forseg.

I dette afsnit benyttes folgende eksempel som illustration af begreberne.
Eksempel 11.3. En bilfabrikant onsker at finde ud af hvorledes 3 olieblandinger O,, O,, og O;, og
2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Vi har et forseg med 2 kvalitative faktorer: olieblanding og karburator.

Faktoren "olieblanding" er pa 3 niveauer O,, O,, og O;, mens faktoren "karburator" har 2 niveauer
nemlig K, og K, .

Man har (ved en dimensionering) fundet, at for at fa de tilstraekkelig relevante oplysninger skal hvert
niveau gentages mindst 4 gange.

11.3.2.1 Een faktor ad gangen

I mange forsegsvejledninger stdr, at man ber kun variere en faktor ad gangen. Alle andre faktorer
end den udvalgte fastholdes pa et bestemt niveau.

En forsegsplan efter disse retningslinier kunne eksempelvis vere som skitseret nedenfor, hvor hvert
delforseg er markeret med et x:

Karburator
K, K,
Olieblanding O, X X X X
O2 X X X X X X X X
0, X X X X

I dette eksempel, hvor der kun er 2 faktorer, veelger vi forst at variere olieblandingen, mens den
anden faktor fastholdes.

Idet vi har valgt forst at fastholde karburatoren pd niveauet K,, kan forseget udferes saledes:

12 af de 16 biler, som skal anvendes, udstyres med karburator K,, og derefter (randomiseret) far 4
af disse biler olieblanding O,, 4 andre biler olieblanding O,, og de sidste 4 biler olieblanding O.
Efter at have keort en udvalgt strekning méles benzinforbruget.

Derefter varieres den anden faktor ( her karburator), mens olieblandingen fastholdes pa O,, dvs. de
sidste 4 biler udstyres med karburator K, og olieblanding O,.

Igen gennemkeores den udvalgte streekning, og benzinforbruget maéles.

Det er vigtigt, at hver behandling har lige mange gentagelser.

Da hvert af de 4 niveauer skal gentages mindst 4 gange, sa méd hver behandling gentages 4 gange,
sd der er i alt 16 delforseg.
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Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige
benzinforbrug mod olie-blandingen kunne vi
eksempelvis fa tegningen pé fig. 11.1.
Umiddelbart ses, at K, giver lavest benzinforbrug,
og O, (eller O,) skal foretraekkes.

Hvad nu med benzinforbruget i karburator K, ,
hvis vi anvender olieblanding O, eller O;?

Kan man slutte, at benzinforbruget ved olieblan-
ding O, og O, er lavere, nir man bruger karburator
K,, end nér man bruger karburator K,?

Kun, hvis man ud fra tekniske eller andre grunde
mener at vide, at "karburatorkurven" for K, er
parallel med kurven for K,, sé er forsegsplanen
anvendelig, men ikke den bedste.

Benzintorbrug

oK,
o
=K,
o
(o)
0, 0, 0,

Fig 11.1 Skitse af benzinforbrug

En statistisk set bedre forsegsplan som endda ofte er mindre ressourcekravende, er folgende:

11.3.2.2 Fuldstzendig faktorstruktur

Denne plan bestér i, at hvert niveau af den ene faktor kombineres med ethvert niveau af den anden.

Planen kan skitseres saledes:

Karburator
K, K,
Olieblanding 0, X X X X
0, X X X X
O, X X X X

Her er hver af de 6 behandlinger gentaget 2 gange, dvs. 1 alt er der udfert 12 delforsog.
Hermed er kravet opfyldt om at hvert niveau skal gentages mindst 4 gange.

I" en faktor ad gangen" var vi tvunget til at udfere 16 delforseg, mens vi kun skal lave 12 delforsag

1 det "fuldstendige faktorforseg".

Vi kan altsa nejes med faerre delforseg, nir vi laver

et fuldsteendigt faktorforseg.

Indtegnes for hver karburator det gennemsnitlige
benzinforbrug mod olie-blandingen, kan det eksempelvis

vise sig, at man far figur 11.2.

Vi ser, i modstrid med hvad vi antog ud fra "en faktor ad
gangen forsgget", at kombinationen af katalysator K, og

olieblanding O, giver det laveste benzinforbrug.
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11.3 Tosidet variansanalyse

Det ses, at de to kurver ikke er parallelle. Dette kunne vere tilfeldigt og blot skyldes forsegets
“stej”, men det kunne ogsa vare signifikant, og derfor vaere udtryk for en sdkaldt "vekselvirk-
ning".

En model uden vekselvirkning (kurverne tilnsermelsesvis parallelle) siges at veere additiv.

11.3.3. Formler og metode

Vi vil 1 det folgende kun analysere forseg med en fuldstendig faktorstruktur, og hvor hver
behandling har lige mange gentagelser (samme antal delforseg i1 hver “celle”).

Et eksempel pa et sddant forseg er

Eksempel 11.4 . En bilfabrikant ansker at finde ud af, hvorledes 3 olieblandinger O,, O,, og O,, og
2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Forsogsresultaterne er folgende:

Karburator

K, K,
0, 830 860 | 810 840
Olieblanding 0, 940 990 | 1050 1020
0, 855 815 | 930 910

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og giv et
estimat for dette forbrug.

Symbolik:
Lad os kalde rekkefaktoren for R , antal rekkeniveauer r, sgjlefaktoren for C, antal sgjleniveauer
for g og antal gentagelser af hver behandling n. Det totale antal delforsog er folgelig N =r-g-n.

I eksempel 11.4 er R = “olieblanding”, » = 3, C = *“ karburator” ,g =2 ,n=2 og N=12.

Forudsztninger

Disse er de samme som ved den ensidede variansanalyse. Analysen er ogsd her robust overfor
afvigelser fra normalitet og varianshomogenitet, blot antallet af gentagelser i1 hver celle er den
samme.

Opstilling af nulhypotese

Det forste man skal teste mé vere, at undersege om modellen er additiv, dvs. om den er uden en
signifikant vekselvirkning.

Nulhypotesen skrives sa kort H,: R-C = 0 (faktorerne vekselvirker ikke)

og den alternative hypotese H:R-C#0 (faktorerne vekselvirker )

Der er nu to muligheder:
1) H, forkastes, dvs. faktorerne vekselvirker
Ved hjelp af konfidensintervaller for alle 7 - ¢ celler sager man at finde den optimale kombination

af faktorer.

2) H, accepteres, dvs. modellen er additiv.
Man tester nu nulhypoteserne
H,: R =0 ( rekkefaktoren har en virkning)

H,:C =0 (sgjlefaktor har en virkning)
Finder man eksempelvis at H,: R = 0 forkastes, mens H,: C = 0 accepteres, konkluderes, at kun

reekkefaktoren har en virkning, og man opstiller eventuelt konfidensintervaller til bestemmelse
af det optimale niveau.
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Beregninger: Hvorledes man foretager testen ved hjalp af en lommeregner er beskrevet i oversigt
11.2. Da specielt beregningerne af SAK’erne er temmelig omfattende, og nappe giver en dybere
forstaelse ,vil vi dog seedvanligvis benytte TI-89 eller Statgraphics hertil. Programmerne deekker dog
ikke alle muligheder, sa 1 enkelte tilfelde md man derfor benytte formlerne for eksempelvis

konfidensintervaller.

Anskuelig forklaring pa hvorledes man kan beregne vekselvirkning: Her gives kun en kort forklaring, som kan tjene til at forsta
baggrunden for beregningerne, der i gvrigt med fordel kan foretages af et statistikprogram .

I nedenstdende skema er skitseret et forseg med 2 faktorer R og C. R er pé 3 niveauer, og C er pé 4 niveauer. Der er 2 gentagelser
af hver "behandling"(treatment).

C, C, C, C,

R, 1 3 2 6 1 5 6 8
R, 7 11 8 14 8 12 13 15
R 2 6 5 7 3 7 8 10

For hver af de 12 celler kan man udregne et sken for spredningen. Hvis man forudszatter at spredningen er nogenlunde den samme
i alle 12 tilfelde, kan man poole de 12 s> sammen til et flles skon s, for spredningen pa forsegsfejlen (stejen). Den vil have 12
frihedsgrader, da hvert enkelt s har 1 frihedsgrad.

I nedenstédende skema er beregnet gennemsnit for hver celle, hver rekke, hver sgjle og totalt.

C, C, C, C, Gennemsnit
R, 2 4 3 7 4
R, 9 11 10 14 11
R, 4 5 9
Gennemsnit 5 10 7

Tallene er konstrueret saledes, at vi har en helt pracis model uden vekselvirkning (R, =R, + 7, R; = R, + 2). For en sddan model
galder helt preecist, at resultatet i celle (i, j) fas af formlen RC; =R, + C; - totale gennemsnit.

Eksempel: RC,; =10 og R, + C; - totale gennemsnit =11+ 6 - 7= 10.

I praksis vil dette naturligvis aldrig vere tilfeeldet pa grund af den tilfaeldige variation (stej), men udregnes kvadratet pa afvigelserne

(SAK), og disse afvigelser ikke er sterre end hvad er rimeligt i forhold til stejen (.S, ), vil vi kunne konkludere at der ikke kan

konstateres nogen vekselvirkning.

11.3.4 Beregning af tosidet variansanalyse
Som navnt er der 2 hovedtilfelde nemlig om der konstateres vekselvirkning eller ej.
Vi vil derfor dele 1 det folgende regne to eksempler som illustrerer hver sin situation.

11.3.4.1. Model med vekselvirkning.

Eksempel 11.4 . En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3 olieblandinger O,, O,, og O,, og
2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget.

Forsagsresultaterne er folgende:

Karburator

K, K
0, 830 860 | 810 840
Olieblanding 0, 940 990 | 1050 1020
0, 855 815 | 930 910

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og giv et
estimat for dette forbrug.

Lesning:

I oversigt 11.2 er de sikaldte SAKér beregnet, og ud fra dem er det nemt at opstille en sakaldt
variansanalysetabel
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Man finder

Variation SAK=SS SA
§° =

f

Rakkefaktor R : [58716.67 fR = 29358.33
Olieblanding

Sgjlefaktor C: | 6075.00 fe 6075.00

Karburator

Vekselvirkning | 6450.00 | .. = (r-1)(g-1)=2 | 3225.00
R*C

Gentagelser 3600.00 fe=r-q-(n-1)=6 600.00
(Residual, Error)

Total 74841.67 Jow = N-1=11

1) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
P -verdi= P(F > Fpe =538) =FCdf( 5.38,©,2,6) ) = 0.04588
Da P - vaerdi = 0.0459 < 0.05 forkastes H, (svagt).

Konklusion: Begge faktorer har en virkning i form af en vekselvirkning.
2) Beregning af 95% konfidensintervaller:

Ifolge oversigt 11.2 er konfidensintervaller for hver celle:
Xj —Tions Xy + rkon] , hvor radius er

ron =t (g (n—1)—% = 10,975(3-2-(2—1)@: 2451300 = 42.44
Ly Jn V2
Vi finder gennemsnittene i hver celle
Gennemsnit Karburator
K K,
O, 845 825
Olieblanding 0, 965 1035
O, 835 920
95% konfidensinterval Karburator
K, K,
O, [802.6 ; 887.3] [782.6; 867.4]
Olieblanding 0, [922.6 ; 1007.4] | [992.6 ; 1077.4]
O, [792.6 ; 877.4] [877.6;962.4]
Det ses. atumiddelbart giver K, O, detlaveste benzinforbrug, men afkonfidensintervallerne ses,
at der ingen signifikant forskel er mellem K, O, .K, O, og K, O, L 4
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11.3.4.2. Additiv model: Model uden vekselvirkning

Eksempel 11.5

I forbindelse med nogle brudstyrkebestemmelser for Portland-cement udfores et fuldstendigt
randomiseret forsog til undersogelse af middelbrudstyrkens afhengighed af cementblandere og
cementknusere.

Med hver af 4 cementblandere udstobtes efter blanding med vand 12 cementterninger, som efter en
uges lagring underkastedes en brudstyrkeprove ved hjcelp af en af 3 cementknusere.
Forsagsresultaterne var:

Cementknusere

1 2 3 4

1 147 175 130 [ 99 85 75 67 23 35 | 215 97 180

Cementblandere
2 | 211 145 163 |131 100 145 75 45 71 151 157 167

3 123 85 153 |137 143 82| 67 25 83 [135 91 129

1) Angiv hvilke kombinationer af cementblander og cementknuser, der giver den storste brudstyrke,
og giv et estimat og et 95% konfidensinterval for denne storste middelbrudstyrke.

2) Da cementknuser 2 og cementblander 1 er de billigste onskes opstillet under hensyntagen til
resultatet af'1) et 95% - konfidensinterval for middelvcerdien af brudstyrken, nar disse anvendes.

Lesning:

Lad os antage, at SAK’erne er beregnet (se evt. oversigt 11.2). Ud fra dem er det nemt at opstille en

sékaldt variansanalysetabel

Man finder

ariation SAK=SS

|SAKg= 5% =2149.69
4299.29

SAK = = se =17331.7
ementknuser [51995.2

ekselvirkning |SAKy= | fre =(—D(@-1D) =6 spe= 1187.1
7122.61

SAK= | fe=r-q-(n=1D) =242 _gge 28
residual, error) [21270.7

otal 84687.9 | fiu = N-1=35

1) a) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
P-vardi= P(F > Fpe =133)=FCdf( 1.33,,6,24) ) =0.2787
Da P - vaerdi = 0.2787 > 0.05 accepters H,, .
Konklusion: Vi antager i det folgende, at vekselvirkningen er forsvindende.
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b) Vi antager nu, at S%ec = 1187.1 ogsa er et estimat for “stgjens” varians.

Inden vi tager stilling til om faktorerne har en hovedvirkning, “pooles” derfor Sic med se2 til
SAK, + SAK 283933

et nyt estimat s,i = = =046.443.
fe + fRC 30
173317 . -
onuser = =1831. P - vaerdi =P(F > 18.31) = FCdf(18.31, «,3,30)= 6.09-10"’
946.44
blander = 291:694.1649 =2271 . P-veardi =P(F >2.271) = FCdf(2.271, «,2,30)=0.121
Det giver folgende tabel:

Variation SAK=SS |f =df §2 F P - veerdi
Cementblander : R| 4299.39 2 2149.69 2.271 0.121
Cementknuser : C| 51995.2 3 17331.7 18.31 0.0000006

Residual 283933 | 30 946.443

H,: C = 0 (Cementknuser har ingen virkning) forkastes, da P - vaerdi = 0.000 < 0.05
H,: R = 0 (Cementblander har ingen virkning) accepteres, da P - verdi = 0.121 > 0.05

Konklusion: Cementknuserne har en (sterk) virkning
Cementblandere har ingen virkning
Beregning af 95% konfidensintervaller:
Da cementblandere ingen virkning har pooles sz med si (se oversigt 11.2 punkt 4)
3 SAK p + SAK,,  32692.7
T e e 2

X = Fhons Xj +Tion | > hvor radius er

; (32) 102165
0.975 \/ﬁ

Vi finder gennemsnittene i1 hver sejle

= 102165 med frihedsgradstal £, =32

ny

Thon = 10975 (fm, ) s =226-10.65=24.07
- r

Cementknusere
1 2 3 4
Gennemsnit 148.0 110.8 54.56 146.89
| Konfidensinterval | [126.3; 169.7] [89.1 ;132 5] [32.9; 76.3] [125.2; 168.6]

Konklusion: Cementknuser 1 og 4 mi foretraekkes, selv.om man ikke helt kan afvise at

cementknuser 2 kan vaere lige sé god.
Et estimat for storste middelbrudstyrke: 148 95% konfidensinterval [126.3 ; 169.7]

Cementknuser 2: Middelbrudstyrke: 110.8 95% konfidensinterval [89.1 ; 132.5]
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11.4 Fuldstendigt randomiseret blokforseg.

I forbindelse med planleegningen af et forseg, kan man blive tvunget til at benytte forsegsenheder,

som er ret uensartede. Derved far den tilfaeldige forsegsfejl en relativ stor spredning (stor “stej”).

Dette kan bevirke, at man skal op pa et urealistisk stort antal gentagelser for at kunne opnéd den

enskede information. For at “dempe stgjen” kan man inddele forsegsenhederne i grupper (blokke),

hvor de forsagsenheder der ligger i samme blok er vaesentlig mere ensartede end forsegsenhederne

1 forskellige blokke. Man siger, at man har et fuldstendigt randomiseret blokforseg, hvis hver

behandling forekommer det samme antal gange (s&dvanligvis netop én gang) 1 hver blok.

Til illustration heraf, sa betragter vi igen forseget beskrevet i eksempel 11.2.

Eksempel 11.6 (randomiseret blokforseg). En bilfabrikant onsker at finde ud af, hvorledes 3

olieblandinger O,, O,, 0og O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker benzinforbruget. Forsoget

planleegges som et fuldsteendigt faktorforsag idet hvert niveau skal gentages mindst 4 gange. Dette
betyder at der skal udfores 12 delforsog.

Et delforsog med én bil tager 1 dag. (1 tank = 40 liter: Korer ca. 15 km/l sd 40 liter = 600 km, hvilket

giver ca. 7 timer med 80 km/time). Af tidsmcessige grunde kan man ikke benytte 12 dage til forsoget.

Der benyttes 2 biler med tilhorende chauffor, hvilket forkorter forsagstiden til 6 dage.

Da de to biler (med tilhorende chauffor) kan frygtes at give systematisk forskellige resultater, onskes

foretaget et randomiseret blokforseg med biler som blokke.

1) Angiv fordele og ulemper ved at foretage et randomiseret blokforsog fremfor et fuldsteendigt
randomiseret forsog.

2) Beskriv hvorledes en randomisering kunne teenkes at forega.

3) Skitser udseendet af en variansanalysetabel med angivelse af frihedsgrader.

Lesning:

1) Fordele: Begrundelsen for ikke at foretag et fuldstaeendigt randomiseret forseg er, at to biler frygtes
at give sa stor spredning, at selv betydelige forskelle ikke kan pavises.

Ved blokforseget er stgjen, der skyldes eventuelle forskelle mellem biler elimineret

Sterre mulighed for stabilt vejr i 6 dage end 1 12 dage, hvilket ogsé formindsker spredningen.
Ret fa delforsog,

Ulempe: Selv pa 6 dage kan vejret skifte og give anledning til stor spredning.

2) Randomisering: To déser maerkes henholdsvis bill og bil2. Behandlingen O,K, skrives pa 2 sedler
som anbringes i hver sin dase, behandlingen O K, skrives pa 2 sedler som anbringes i hver sin
dése osv. (se figuren).

Man trekker nu forst de 6 sedler fra ddse med merket bil 1.

Lad den forste seddel der traekkes vere O,K,. Det betyder nu, at bil 1 skal forsynes med
karburator 2 og olieblanding 1 og kere dag 1. Lad den neste seddel der trekkes vare O;K, . Det
betyder tilsvarende at bil 1 skal forsynes med karburator 2 og olieblanding 3 og kere dag 2.
Saledes fortsattes indtil alle 6 sedler er udtrukket

Resultatet blev:

, 0K, [|OK,
bil 1 |dag 1 |dag 2 [dag 3 [dag 4 [dag 5|dag 6 '

0K, |0, [0, [OK, |OK, |OK, — |
I 0K, || O.K, JO,K,

0.K,

OK, [l 0K, ||0:K,

Bil 2
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Derefter fortsaettes med at treekke sedler fra dasen med meerket bil 2.  Resultatet blev:

bil 2 |dag 1 |dag 2 |dag 3 |dag 4 |dag 5 |dag 6
0K, |0K, |0OK, |OK, |O:K, |OK,

3) Analyse: Tresidet variansanalyse:
Bemzerk: Vi antager altid, at blokke ikke vekselvirker med faktorerne, idet vi forudsetter, at
den ene blok (eksempelvis bil 1) bidrager med en systematisk hgjere resultat end den anden blok
(eksempelvis at bil 1 pd alle dage giver et storre benzinforbrug end bil 2).

K, | K, Variansanalyse SAK f

0O, - - Blokke (biler) 1

Bil 1 0, - - Olieblanding 2
0O, - - Karburator 1

O, - - Olie * karburator 2

Bil2 | ©: - - Residual 5
0O, - - Total 11

Bemark: Selv om analysen viser, at blokkene mod forventning ikke kan antages at have
betydning, ma man ikke poole blokkene ned, da det svarer til, at man analyserer forseget som
om det var et fuldstendigt randomiseret forsog. ¢

Eksempel 11.7 (randomiseret blokforseg)

I nedenstdende tabel er anfort resultaterne af et fodringsforsog med svin. Formdlet med forsoget var
at undersoge, hvorvidt en cendring af vitaminindholdet i foderet gav en forskel i svinenes
veegtforagelse.  Veegtforogelsen afhecenger imidlertid ogsd af det enkelte individs genetiske
egenskaber. Et fuldstendigt randomiseret forsog vil derfor sandsynligvis kunne bevirke, at
forsagsfejlens spredning bliver sad stor, at intet kan pavises (forsoget drukner i stoj). Da grise fra
samme kuld md forventes at veere mere ensartede, veelger man at lave et randomiseret blokforsog
med kuld som blokfaktor.

Fra hvert af 4 forskellige kuld grise udtages 3 grise, der bliver fodret med hver sin af tre fodertyper
A, B og C med forskelligt vitaminindhold.

Forsagsresultaterne (veegtforogelse i kg) var

Fodertype
A B C
1 7.0 14.0 8.5
Kuld 2 16.0 15.5 16.5
3 10.5 15.0 9.5
4 13.5 21.0 13.5

Test, om der er nogen veesentlig virkning af cendringen i foderets vitaminindhold.
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11.Variansanalyse

Leosning:
H,: Foder har ingen virkning.
Lad os antage, at SAK’erne er beregnet (se evt. oversigt 11.2). Ud fra dem er det nemt at opstille en

sakaldt variansanalysetabel
Man finder

Variation

Faktor :Foder St
Fﬂ)d@l‘ = oder = 5.756

2
Sresidual

Blok: Kuld | 87.7729

Residual 28.2083 .fresidua[ = ftotal - ffoder - fkuld =6
Total | 170.063 Fow = N—-1=11

P -vaerdi= P(F >5.756) = FCdf(5.756, «© ,2,6) = 0.0402

Da P - vaerdi = 0.0402 < 0.05 forkastes H,, dvs.

Konklusion: Der sker en veaesentlig 2endring i vegtforegelsen ved at zendre foderblanding.
Konfidensintervaller kunne vise hvilken foderblanding der skal foretrakkes.

Da der ser ud til at vaere en blokvirkning, vil vegtforagelsen athenge af hvilket kuld der er det
bedste, sd konfidensintervaller kan kun bruges til relative sammenligninger

4
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Oversigt 11.1

OVERSIGT 11.1. Formler til beregning af ensidet variansanalyse
I denne oversigt vises hvorledes man kan beregne en ensidet variansanalyse, blot man har en lommeregner
der kan beregne gennemsnit og spredning.

For hvert observationssat udregnes gennemsnit og spredning.

Faktor | Observationer Gennemsnit | Spredning
R, X1t X125 X135+« o5 Xy fl. S,
R, Xots X225 X35+ v o 5 Xy )?2. S,
R, X315 X325 X335 -+ -5 X3y )@. S5
Rr xrla xr2> xr37 ] xrn ‘fr' Sr

Forudsztning: x; - verdierne er uathaengige observationer af statistisk uatheengig normalfordelte variable
X; med middelvaerdi ¢, og samme varians o’ .

For hver af de » - faktorniveauer er der lige mange gentagelser n af x - vardier, dvs. i alt N = n-r
observationer.

Beregninger:

2,2 2
+855 +...+
2 _S1 T8 Sy ) s? har r(n—1) = N —r frihedsgrader .

Man beregner s

e —

r
Man indtaster de » gennemsnit Xx,. , X,. ,...,X,. i lommeregneren og finder spredningen s§ .
2
s
Sp=n-8,. Fp=—2
S€
Testprocedure.
Nulhypotese: Hy:p, =, =...= u. < H;:R=0

Lad o vere signifikansniveau..
H, forkastes, hvis P-veerdi= P(Z> F;)< a, hvorZer F - fordelt (f,,fy)= (- 1LN-7r).

2
s
Konfidensintervaller: Lad r,,, =¢ (N —r)-4|—=

2
Konfidensinterval for 4, : [fl., ~Ton 5 X;- T rkon]

LSD Konfidensinterval for y, :[Ei. lhon 5 4 Lhon }

V2i 2
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Oversigt 11.1

Variansanalysetabel: (ANOVA = ANalysis Of VAriance)

Variation SAK f »  SAK F P - veerdi
(Source) (SS) (df) § = T
Behandlinger SAKy r-1 ,  SAK, §
(Between groups) Sp = F,="£
ween group r—1 R Sé
Gentagelser SAK, N-r , S4K,
(Within groups) Se = N,
(error)
Total SAK, N-1

Der geelder: SAK,, = SAKy + SAK,

Model.

Lad o vare signifikansniveau.
- 7

Lad /J.: /’ll /uz ﬂn .

r
Vikan da skrive 4 = p4+(u, — p.) = p+R, = p+Reekkevirkning

Varianshomogenitet. /1 : 612 = 022 =...= o‘,f Test for, at de variable ¥; har samme varians ¢
a) Simplificeret F-test.

: . . 2 . 2
Lad den storste verdi af de k estimerede varianser vere S, 0g den mindste vaere S, -

2
s
max
Beregn teststorrelsen £ = —
S'min

Lad Y vere F - fordelt med frihedsgraderne f,.,., = frwomer =7 —1

a
H, forkastes, hvis P - vardi = P(Y > F) < EE

Hvis nulhypotesen accepteres, sa antages kravet om varianshomogenitet at vaere opfyldt.
Hvis nulhypotesen forkastes, ma anvendes en test med storre styrke sdsom Bartletts test eller Levines test.
b ) Bartletts test. Denne test er beregningsmaessigt vanskelig, og har den svaghed, at den er s@rdeles
folsom overfor afvigelser fra normalitet.

k
z (ni - 1) Si2
AN I = S - 1)-In(s?
(N = keI = = 3 (= D In(s?)
Beregn teststorrelsen ;(2 = k
1 B z 1
N-k ‘Sn-1
3(k-1)

Lad Yvere y?° - fordelt med frihedsgrade & - 1. H, forkastes, hvis P - veerdi= P(¥Y > y*) < .
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Oversigt 11.1

b) Levines test. God test, som imidlertid kraever mere end 2 gentagelser.

Lad dij =

yij_j}i

i=12,..,k

hvor {
J

=1,2,...,n

,hvor J, er medianen af de 7, gentagelser af i’te behandling.

Man udferer en sedvanlig ensidet variansanlyse p4 tallene d i

Median af en raekke tal Tallene ordnes i voksende rekkefolge:
Ulige antal tal: median = midtertal blandt de ordnede tal,
Lige antal tal: median = genemsnit af de to midterste blandt de ordnede tal

Eksempel: Tal fra eksempel 11.1.

B d,
T, | 108, 110, 112 110 2,0, 2 En ensidet variansanlyse pa d; giver
T, | 105, 110, 109 109 4, 1, 0 F=0.15, og dermed
P -verdi = 0.9285, dvs. en accept af
T, [ 108, 111, 113|111 3,0.2 | pulhypotesen.
T, | 117, 119, 112 117 0, 2,5

Forklaring pa konstruktion af normalfordelingsplot.
Et koordinatsystemet har en lodret akse, hvor inddelingen er “normalfordelt”, dvs fordelingsfunktionen for
en normeret normalfordeling vil 1 dette koordinatsystem blive en ret linie.

I dette koordinatsystem placeres residualerne som vist:
Lad residualerne (fra eksempel 11.2) -2,0,2,-3,2,1, -2.7,0.3,2.3,1, 3, -4

De ordnes 1 rekkefolge og man beregner deres komulative frekvens

Residualer x y= i—1 ;).5 100 %
" A i1 Normal Probability Plot for RESIDUALS
2 3 12.5 i ]
99 - .
3 2.7 20.8 g o5
4 2 29.1 S 80
5 0 37.5 5 S0
5 20
6 0.3 45.8 g
7 1 54.2 1 8
8 1 62.5 0.1k : B
5 5 0.8 4 2 0 2 4
: RESIDUALS
10 2 79.2
11 2.3 87.5
12 3 95.8

Hvis residualerne er aproksimativt normalfordelt burde punkterne (X,y) afsat i koordinatsystemet
tilneermelsesvis de ligge pé en ret linie.
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Oversigt 11.2

OVERSIGT 11.2. Formler til beregning af tosidet variansanalyse

I denne oversigt vises hvorledes man kan beregne en tosidet variansanalyse, blot man har en lommeregner med
gennemsnit og spredning.

Som taleksempel benyttes eksempel 11.2.

Forsegsresultaterne er folgende:

Karburator
K, K,
O, 830 860 810 840
0, 940 990 1050 1020
Olieblanding 0, 855 815 930 910
Beregning af gennemsnit. Karburator
K, K, Raekkegennemsni
t
0O, 845 825 835
0, 965 1035 1000
Olieblanding 8775

Sejlesum 881.667 926.667

Antal rekker =3,  Antal sgjlerg =2,  Antal delforseg i celler n =2

Antal delforseg i rekke = n-q = 2-2 = 4. Antal delforsogisgjle n-r=2-3=06
Antal cellerr- g = 3-2= 6, Totaltantal forseg N =r-g-n=3-2-2=12.
Spredning pé de r rekkegennemsnit: s = 85.6714

Spredning pa de g sojlegennemsnit: s,, = 31.8198

Spredning pa de r g cellegennemsnit: s, = 844048

Beregninger:

SAK ... = (N-n-q)s.. = (12— 4)-85.6714% = 5871667, f,=r-1=2
SAK ;= (N - n-r)-sfq = (12- 6)-31.8198> = 6075.00, fe=qg-1=1
SAK .. = (N -n)-s’,, = (12-2)-84.4048" = 7124166, f. 4. =7 q-1=5
SAKvekselvirkning = SAKceller - SAKraekker - SAKSﬂjle = 645000, f, RC ~ fcezler -/ R /e c~ 2

SAK o = (N = Dsg = (12-1)-82.485% = 74841.66, f, = N-1=11

total
SAKe(= )y — SAKtotal - SAKceller = 600.00 fO = ftotal - fc =6

error=residual eller

(alternativt: SAK =n-q-SAK . yper » hvor SAK. 1 = (r—1)-s2,

raekker

=n-r-SAK.

X sajler »

SAK

sojler

hvor SAKJ? sojler — (q - 1) : Siq

2
SAKceller =n- SAK)? celler » hvor SAK)? celler ~ (}"- q- 1)' Sceller )
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Oversigt 11.2

Opstilling af variansanalysetabel:

Variation SAK=SS

Rakkefaktor R ;| SAK=58716.67| f, = SIZQ =29358.33
Olieblanding

Sejlefaktor C: | SAK-=6075.00 | f. s¢ = 6075.00
Karburator

Vekselvirkning | SAKz=6450.00 | fr- = (r-1D(g-1)=2 5122c =13225.00
R*C

Gentagelser SAK.=3600.00 | f.=r-qg-(n-1)=6 Sez = 600.00
(residual, error)

Total 74841.67 S = N-1=11

Test:
Lad o veare signifikansniveau.

1) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
H, forkastes, hvis P - verdi= P(Z > F,.) < a ,hvor Zer F - fordelt (f7,fn)=(frc>fe)-
2a) Hvis H, forkastes, s& opstilles konfidensintervaller til neermere vurdering af faktorernes virkning.

2b) Hvis H, accepteres, antages, at der ikke er nogen signifikant vekselvirkning, og man pooler de to
varianser sammen, til et nyt estimat for forsegsfejlens variation (stejen).

SAK -~ + SAK
2 RC e
= med f,, = frc + /.
" f RC T f e " )
Dette estimat benyttes sa til en samtidig vurdering af hovedvirkningerne.
2b.1) H,:R = 0 (Ingen signifikant virkning af reekkefaktor)
2

S

Lad Fr = _I;

m
H, forkastes hvis P - vaerdi= P(Z > Fp) < a,hvor Zer F - fordelt (f,, fy) = (fz>1,,)-

Hvis H, forkastes, s& opstilles konfidensintervaller til vurdering af faktorerens virkning.
2b.2) H,:C = 0 (Ingen signifikant virkning af sgjlefaktor)

2

Sc

Lad Fr =—
Sm

S

H, forkastes, hvis P - verdi= P(Z > F.) < a, hvor Zer F - fordelt (f;,fy)= (fc»f.,)-
Hvis H, forkastes, s& opstilles konfidensintervaller til vurdering af faktorerens virkning.
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Oversigt 11.2

Opstilling af konfidensintervaller og drage konklusion.
Lad X, vaere gennemsnittet af vaerdierne i cellen i i°te reekke og j’te sgjle.

Lad X, vaere gennemsnittet af vaerdierne i den i’te raekke.

Lad X ; vaere gennemsnittet af vaerdierne i den j’te sojle.

1) R*C# 0",

s s
Konfidensintervaller for hver celle:| X, - ¢ ,(r-q-(n-1)) X+t LT q-(n-1)) —1,
M T Nt e n

2
2) R*C=0? R#0AC=0:
For celle i i’te rekke og j’te sgjle er den estimerede middelvaerdi
ﬁij = X;.tX.;=X.. (jevnfor betragtningerne i afsnit 11.3.2.2 side 59.)

Konfidensintervaller for hver celle:
+g-1 +g-1
Bt N -r-qr D (e ey, D
' 1—5 N 1—3 N

Det giver et bedre overblik, hvis man udregner de marginale konfidensintervaller:

Sm

Konfidensintervaller for hver rekke:| X, -t ,(N-r-g+1) ; X, 4t ,(N-r-g+1)
1_5 NI q I_E

s
Konfidensintervaller for h le: | x..-t ,(N-r-q+1)—F———=;x. +t
onfidensintervaller for hver sgjle {xl 17%( r-q )m X4t

B
3 R*C=0, R#0AC=0:
For hver raekke i beregnes et rekkegennemsnit )fl,,

2 SAK, + SAK p + SAK
ml - )
Jot+fretfc

Jm =Fe+tSre+tfc=N-r

s s
Konfidensintervaller for hver reekke:| X,~¢ , (N - r) ol ; X, 4t ,(N-1) ol
|: 175 AJn-q 1*5 An-q
4 R*C=0, R=0AC%0:
For hver sgjle j beregnes et sgjlegennemsnit X. i
2 _ SAK , + SAK p- + SAK 5

Sm2 ,
" JotSfre + /R

S =Se+tSre+tfr=N—q

S S
Konfidensintervaller for hver sgjle:| x. -t (N - q¢)—2—;x. +t (N - =
1 V. v ] {x, 1_%( Q)m X, - ( Q)m

a
2

'Kort skriveméde for, at H,;: R*C = 0 forkastes.
*Kort skrivemade for, at H,: R* C = 0 accepteres
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1. Indledning

Appendix 11A Eksempler regnet pa TI - 89.

1.Indledning.

Det forudsettes, at man kender de grundleggende operationer pd lommeregneren.

I Appendix “Vejledning i TT - 89" er beskrevet, hvorledes man beregner sandsynligheden for
forskellige fordelinger, beregner gennemsnit og spredning, samt hvorledes man tester og
beregner konfidensintervaller for funktion af 1 variabel .Dette forudsattes ligeledes bekendt.

2. Variansanalyse

2.1 Ensidet variansanalyse

Eksempel 11.2 For hvert af 4 tilseetningsstoffer 7,, 7,, T;, T, males 3 gange mangden af
urenheder ved en kemisk proces. Forsggsresultaterne blev felgende:

T, T, T, T,
108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112
Der onskes fundet det tilsaetningsstof der giver den mindste urenhed.

Lesning:

APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes i list1, list 2, list3 og list4.

F6, C:ANOVA, Antal grupper = 4,ENTER, Udfyld listhavne (VAR-Link osv.) ENTER, ENTER.

Der fremkommer nu en raekke resultater, der stort set svarer til resultaterne i en sedvanlig
varianstabel. En sddan er udfyldt nedenfor:

Variation SS df | MS=g2 F P-Value
Factor:Tilsatningsstof 105.0 3 35.0 4.61538 0.03712
Error:Gentagelser 60.6667 8 7.58333

Man finder en P-vaerdi pa =0.03712 .
Da P - vaerdi = 0.0372 < 0.05 forkastes nulhypotesen H,: g4 = f, = f; = 1, (svagt)

Konklusion: De fire tilsatningsstoffer har ikke samme virkning.
2) De s@dvanlige konfidensintervaller findes som ekstra sgjler efter list6

xbar lowlist uplist

110 106.33 113.67
108 104.33 111.67
110.67 | 107.0 114.33
116 112.33 119.67

Onskes beregnet LSD-intervaller md man udnytte, at r;,, =

 Ten  11367-10633

Ve =
Isd \ﬂi

242

=2592

113.67-103.33 o

2
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Appendix 11A. Eksempler regnet med Ti-89

T

T,

T

T,

Gennemsnit

110.0

108.0

110.67

116.0

95% konfidensinterval

[106.33;113.67]

[104.33;111.67]

[107.00;114.33]

[112.33;119.67]

95% LSD-

konfidensinterval

[107.40;112.60]

[105.40;110.60]

[108.07;113.26]

[113.40;118.60]

Konklusion: Begge metoder viser, at man fir den mindste urenhed, hvis man ve&lger enten 7',
T, eller T; (de kan ikke adskilles).

2.2 Tosidet variansanalyse
Eksempel 11.4. Model med vekselvirkning.
Man undersgger, hvorledes 3 olieblandinger O,, O,, O,, og 2 karburatortyper K, og K, pavirker

benzinforbruget. Man fandt:

54

Karburator
K, K
0, 830 860 | 810 840
Olieblanding 0, 940 990 | 1050 1020
0, 855 815 | 930 910

Angiv hvilke kombinationer af karburator og olieblanding der giver det laveste forbrug, og
giv et estimat for dette forbrug.

Lesning:

APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes med farste sgjle (K, sgjlen) i list1, 2 sgjle (K,) i list 2.

List 1] List 2

830 | 810

860 | 840

940 | 1050

990 | 1020

855 | 930

815 | 910

F6, ANOVA2-Way, ENTER

DESIGN=2 Factor,EqReps, Levls of Col Factor =2,Levls of Row Factor =3, ENTER
Neeste skema udfyldes med List1 og List 2, ENTER

Resultatet kan umidelbart aflases:




5.Variansanalyse

Nedenfor er resultaterne angivet i den s&edvanlige variansanalysetabel

Variation SAK=SS [df| ps=2 F P-verdi
Column:Sejlefaktor 6075 |1 6075 10.125 ]0.019028
Row: Raekkefaktor 58716.7 |2 | 29538.3 48.93  [0.000193

Interaction:Vekselvirkning | 6450 |2 3225 5.375 ]0.044963
Error:Residual 3600 16 600

1) H,:R*C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
For “interaction” findes P - vaerdi = 0.04596.
Idet vi som sa&dvanlig antager at signifikansniveauet er 5 % fés, at da P - verdi = 0.0460 <
0.05 forkastes H (svagt).
Konklusion: Begge faktorer har en virkning i form af en vekselvirkning.
2) Beregning af 95% konfidensintervaller ma ske ved anvendelse af formlerne.
Ifolge oversigt 11.2 er konfidensintervaller for hver celle:

[ X = Thons Xj +Fion | » hvor radius er

Feon =t o (r-q-(n—l))sreﬁ%z t0_975(3-2-(2—1)—“600= 245-/300 = 42.44
- n

; V2

Vi finder gennemsnittene i hver celle

Gennemsnit Karburator
K, K,
0, 845 825
Olieblanding 0, 965 1035
0, 835 920
95% konfidensinterval Karburator
K K
0, [802.6 ; 887.3] [782.6; 867.4]
Olieblanding 0, [922.6 ;1007.4] | [992.6 ; 1077.4]
0, [792.6 ; 877.4] [877.6 ;962 .4]

Det ses. atumiddelbart giver K, O, detlaveste benzinforbrug, men af konfidensintervallerne

ses, at der ingen signifikant forskel er mellem K, O, .K, O, 0gK, O, .
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Appendix 11A. Eksempler regnet med Ti-89

Eksempel 11.5 Additiv model: Model uden vekselvirkning
Med hver af 4 cementblandere udstobtes efter blanding med vand 12 cementterninger, som efter

en uges lagring underkastedes en brudstyrkeprove ved hjeelp af en af 3 cementknusere.
Forsogsresultaterne var:

Cementknusere
1 2 3 4
1 147 175 130| 99 &5 75 67 23 35 (215 97 180
Cementblandere
2 (211 145 163 | 131 100 75 45 71 |151 157 167
145

3 [123 85 153 |137 143 82| 67 25 83 (135 91 129

1) Angiv hvilke kombinationer af cementblander og cementknuser, der giver den storste
brudstyrke, og giv et estimat og et 95% konfidensinterval for denne storste middelbrudstyrke.

2) Da cementknuser 2 og cementblander 1 er de billigste onskes opstillet under hensyntagen til
resultatet af 1) et 95% - konfidensinterval for middelveerdien af brudstyrken, nar disse
anvendes.

Lesning:
APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes med farste sgjle (cementknuser 1) i listl, 2 sgjle
(cementknuser 2) i list 2 osv.
F6, ANOVA2-Way, ENTER

DESIGN=2 Factor,EqReps, Levls of Col Factor =4,Levls of Row Factor =3, ENTER
Neeste skema udfyldes med List1, List 2,List3 og List 4, ENTER

Resultatet kan umidelbart afleses:
Nedenfor er resultaterne angivet i den s&dvanlige variansanalysetabel

Variation SAK=SS |df | pMs= §2 F P - verdi

Column:Cementknuser : C 519952 |3 17331.7 19.5557 10.000001
Row: Cementblander : R 4299.39 | 2 2149.69 2.42553 [0.109798
Interaction:R*C 7122.61 |6 1187.1 1.33942 10.278669,

Error 21270.7 |24| 886.278
1) a) H,:R* C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)

For “interaction” findes P - verdi = 0.2787.

Da P -veardi=0.2787 > 0.05 accepteres H,, .
Konklusion: Vi antager i det folgende, at vekselvirkningen er forsvindende.

b) Inden vi tager stilling til om faktorerne har en hovedvirkning, “pooles” interaction med
“error”.

Det kan TI-89 ikke gore (maerkeligt), sa det gares manuelt.

SAKresidual = SAKerror + SAKvekselvirkning =28393.3. fresidual = ferror + fvekselvirkning =30
283933
Spesidual = = 946443

173317 . i
ser = g4 3a = 1831 P~ vaerdi =P(F > 18.31) = FCdf(18.31, 0,3,30) = 6:09-10 7
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2)

5.Variansanalyse

blander = 2914:‘694.1649 =2271 . P-verdi =P(F >2.271) = FCdf(2.271, «,2,30)=0.121
Det giver folgende tabel:
Variation SAK=SS |df | ps= 42 F P- Vaerdi"

Column:Cementknuser : C | 51995.2 |3 17331.7 18.31 0.000000,

Row: Cementblander : R 4299.39 | 2 2149.69 2.271 0.121

Residual 28393.3 (30 946.443

H,: C = 0 (Cementknuser har ingen virkning) forkastes, da P-vaerdi = 0.000 < 0.05
H,: R =0 (Cementblander har ingen virkning) accepteres, da P-verdi = 0.121 > 0.05

Konklusion: Cementknuserne har en (sterk) virkning

Cementblandere har ingen virkning
For at finde hvilken cementknuser der giver den sterste middelbrudstyrke kunne vi nu

beregnes gennemsnit og konfidensinterval for de 4 knusere ved at benytte de i oversigt
11.2 angivne formler.

Lettere er det at udnytte, at da vi nu kun har en faktor tilbage, s& udnytte programmet for
ensidet variansanalyse, med cementknusere som faktor pa 4 niveauer..
Konfidensintervaller findes som ekstra sgjler efter list6

xbar lowlist | uplist

148 126.3 169.7

110.78 | 89.08 132.48

54.56 | 32.85 76.26

146.89 | 125.19 | 168.59

Konklusion: Cementknuser 1 og 4 mé foretraeekkes, selv. om man ikke helt kan afvise at
cementknuser 2 kan vaere lige sd god.

Et estimat for storste middelbrudstyrke: 148 95% konfidensinterval [126.3 ; 169.7]
Cementknuser 2: Middelbrudstyrke: 110.78 95% konfidensinterval [89.08 : 132.5]
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Eksempel 11.7. Blokforseg:

I nedenstdende tabel er anfort resultaterne af et fodringsforseg med svin. Da grise fra samme
kuld ma forventes at vaere mere ensartede, velger man at lave et randomiseret blokforseg med
kuld som blokfaktor.

Fra hvert af 4 forskellige kuld grise udtages 3 grise, der bliver fodret med hver sin af tre
fodertyper A, B og C med forskelligt vitaminindhold.

Forsegsresultaterne (vagtforogelse i kg) var

Fodertype
A B C
1 7.0 14.0 8.5
Kuld 2 16.0 15.5 16.5
3 10.5 15.0 9.5
4 13.5 21.0 13.5
Test, om der er nogen vasentlig virkning af @ndringen i foderets vitaminindhold.
Lesning:
APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes med farste sgjle (A) i list1, 2 sgjle (B) i list 2 osv.
List 1| List 2| LIST 3
7 14 8.5
16 | 15.5] 16.5

105 15 9.5

135 ] 21 13.5

F6, ANOVA2-Way, ENTER
DESIGN=Block, Levls of Col Factor =3, ENTER
Naeste skema udfyldes med List1, List 2 og LIST3, ENTER

Resultatet kan umidelbart afleeses: Nedenfor er resultaterne angivet i den sadvanlige
variansanalysetabel

Variation SAK=SS |df| pMs= §2 F P-vardi
Factor: foder 54.125 |2 27.0625 5.756 0.0402
Block: Kuld 87.7729 |3 29.2431 6.22 0.0284

Error 282083 [61 470139

H,: Foder = 0 (Foder har ingen virkning) forkastes, da P-vaerdi = 0.0402 < 0.05
Konklusion: Der sker en vesentlig @ndring 1 vaegtforegelsen ved at @ndre foderblanding.
Konfidensintervaller kunne vise hvilken foderblanding der skal foretrakkes.
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11B Variansanalyse

Appendix 11B Eksempler regnet pa Statgraphics.

1. Indledning

[ “Grundleggende begreber Appendix A” er beskrevet hvorledes man beregner sandsynligheden
for forskellige fordelinger og beregner gennemsnit og spredning. Dette forudsattes bekendt.

2 Variansanalyse

2.1. Ensidet variansanlyse.
Eksempel 11.2.For hvert af 4 tilsetningsstofter 7}, 75, T;, T, males 3 gange mangden af
urenheder ved en kemisk proces. Forsggsresultaterne blev felgende:

T, T, T, T,
108 105 108 117
110 110 111 119
112 109 113 112
Der onskes fundet det tilsaetningsstof der giver den mindste urenhed.

Lesning:
Data indtastes
Lad starten af indtastningen i regnearket vere

Stof Urenhed
T1 108

T1 110

T1 112

T2 105
oSV.

Veelg (Compare\ Analysis of Variance\ One-Way Anova\Klik pa “Urenhed”\klik pa pilen ved
“Dependent variable™\Klik pa “stof"\klik pa pilen “Factor\OK )

Der fremkommer en “Analysis Summary” med nogle statistiske betragtninger.

Endvidere fremkommer et “scatterplot”. Scatterplottet kan man om gnsket fijerne ved med cursoren
pa tabellen hurtigt 2 gange at trykke pa venstre musetast.

Veelg (gul ikon = Tabular Options\Anova Tables| OK) (fijern evt. krydset ved “Analysis summary”).
Der fremkommer folgende udskrift

ANOVA Table for udbytte by tilsaetningsstof
Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Between groups 105,0 3 35,0 4,62 0,0372
Within groups 60,6667 8 7,58333

Total (Corr.) 165,667 11

Forklaring pd de enkelte storrelser kan man finde i oversigt 11.1.
Da P - veerdi = 0.0372 < 0.05 forkastes nulhypotesen F: 4 = f, = f5 = 4, (svagt)

Konklusion: De fire tilsetningsstoffer har ikke samme virkning.

Konfidensintervaller.

Veelg(Tabular options \Tables of Means \ OK),

Den fremkomne tabel er over 95% “LSD” konfidensintervaller.

@nskes de szedvanlige 95% konfidensintervaller sa

Veelg ( Med cursor pa udskrift over LSD-intervaller, tryk pa hgjre musetast\Pane options\Confidence
intervals (pooled s)\OK).
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udbytte

60

De “individuelle” 95% konfidensintervaller er
Table of Means for udbytte by tilsaetningsstof with 95,0 percent confidence
intervals

Stnd. error

tilsaetningsstof Count Mean (pooled s) Lower limit Upper limit
Tl 3 110,0 1,5899 106,334 113,666
T2 3 108,0 1,5899 104,334 111,666
T3 3 110,667 1,5899 107,0 114,333
T4 3 116,0 1,5899 112,334 119,666
Total 12 111,167

Man far felgende LSD-intervaller.

Table of Means for udbytte by tilsaetningsstof with 95,0 percent LSD intervals

Stnd. error

tilsaetningsstof Count Mean (pooled s) Lower limit Upper limit
Tl 3 110,0 1,5899 107,408 112,592
T2 3 108,0 1,5899 105,408 110,592
T3 3 110,667 1,5899 108,074 113,259
T4 3 116,0 1,5899 113,408 118,592
Total 12 111,167

Plot af konfidensintervallerne:
Veelg (bla ikon = Grapics Options\ Means Plot\Cursor pa figur\ hgjre musetast\ Pane options\vaelg
type “ Confidence intervals™\OK)

Means and 95,0 Percent LSD Intervals :ans and 95,0 Percent Confidence Intervals (pooled

120 F ]
i ] 120F 1
16 ]
: ] 116F 1
L . Q
12y 1 E 12} 1
108 [ I . )
L 4 ‘C . -
: ] S 108
104 g 1 104 ]
100 L ]
100F ]
T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
tilsaetningsstof tilsaetningsstof

Heraf ses, at T, er signifikant sterre end 7,, mens T, T, og T; ikke kan adskilles.

Konklusion: Man skal ikke vaelge tilsetningsstof 7, hvorimod de tre gvrige tils@tnings-
stoffer giver nogenlunde den samme mangde urenhed.

Kontrol af forudsztninger:
Det er let 1 Statgraphics at kontrollere forudsetningerne men derfor behever man ikke
nedvendigvis at gere det.

Varianshomogenitet:
Veelg (gul ikon=Tabular options \ Variance check \ OK).

Variance Check

Cochran's C test: 0,428571 P-Value = 0,746356
Bartlett's test: 1,0944 P-Value = 0,897063
Hartley's test: 3,25

Da P - vaerdi = 0.897 (eller 0.0746) > 0.05 accepteres nulhypotesen H,: De 4 varianser er
ens.
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Normalfordelingsplot:

Veelg ( sort ikon = Save Results\Save Residuals\ OK ).

Residualerne bliver nu gemt som en sgjle i data under navnet “RESIDUALS”, da vi ikke har aendret
navnet under “Target Variables”

Veelg (Describe\Numerical Data\One Variable Analysis\RESIDUALS\Pilen Data| OK)

Veelg ( bla ikon = Graphics options\Normal Probability Plot| OK)).

Veelg (Med cursor pa tegning, hgjre musetast\Pane Options \Using Least Squares\OK)

Normal Probability Plot for RESIDUALS

99,9
99 - -
95 :
80
50

percentage

B T
RESIDUALS

Residualerne synes at ligge nogenlunde pa en ret linie , s& man ma antage at de er
approksimativt normalfordelte.

2.2 Tosidet variansanlyse.
Data indtastes pa saedvanlig made .

Karburator oliebland benzinforb

k1 ol 830

k1 ol 860

k1l 02 940

k1 02 990

k1l 03 855

k1 03 815

k2 ol 810
osv.

Veelg (Compare\ Analysis of Variance\ Multifactor ANOVA\ OK).

Der fremkommer nu en tabel der skal udfyldes:

Veelg (“brudstyrke”\pilen “Dependent variable™\"cementblandere”\ pilen “Factors "\cementknusere\ pilen
“Factors\OK). Der fremkommer en “Analysis Summary ” og et “Scatterplot”.

Veelg (gul ikon = Tabular options| Anova Tables\OK).

Der fremkommer en variansanalysetabel uden vekselvirkning.

For at fa en variansanalysetabel med vekselvirkning:

Veelg (Cursor i tabellen\ hgjre musetast\Analysis options\ Maximum Order Interaction til 2\ OK)

Vi far felgende udskrift:

61



Appendix 11B Eksempler regnet pa Statgraphics

Analysis of Variance for benzinforb - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:karburator 6075,0 1 6075,0 10,12 0,0190
B:oliebland 58716, 7 2 29358, 3 48,93 0,0002
INTERACTIONS

AB 6450, 0 2 3225,0 5,37 0,0460
RESIDUAL 3600,0 6 600,0

TOTAL (CORRECTED) 74841,7 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

1) Hy: A* B = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
For “interaction” findes P - vaerdi = 0.0460.
Da P - veardi =0.0460 < 0.05 forkastes H (svagt).

Konklusion: Begge faktorer har en virkning i form af en vekselvirkning.
2) Konfidensintervaller

Veelg (gul ikon = Tabular options\ Tables of Means\ OK)).
Vi fér folgende udskrift :

Table of Least Squares Means for benzinforb with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 904,167
karburator
k1 6 881,667 10,0 857,197 906,136
k2 6 926,667 10,0 902,197 951,136
oliebland
ol 4 835, 0 12,2474 805,031 864,969
02 4 1000,0 12,2474 970,031 1029,97
o3 4 877,5 12,2474 847,531 907,469
karburator by oliebland
k1l ol 2 845,0 17,3205 802,618 887,382
k1 02 2 965, 0 17,3205 922,618 1007, 38
k1 o3 2 835,0 17,3205 792,618 877,382
k2 ol 2 825,0 17,3205 782,618 867,382
k2 02 2 1035,0 17,3205 992,618 1077,38
k2 03 2 920,0 17,3205 877,618 962,382

Mere overskueligt er det, at fa tegnet et “interaction-plot” med afsatte konfidensintervaller:
Saedvanligvis fis det mest overskuelige billede, hvis man afs@tter den faktor med flest

niveauer (altsd olieblanding) ud af den vandrette akse.
Veelg ( bla ikon = Graphics options |Interaction Plot | Cursoren pa figur, hgjre musetast | Pane
options | Confidence intervals | “Second Factor’| OK).
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Interactions and 95,0 Percent Confidence Intervals

1080 f
1030

benzinforb

830 |
780 E

980 |
930 -
880 F

ol

02 03

oliebland

karburator

1 — ki
1 —k2

Konklusion: Vi ser af tabel og figur, at man ikke bgr vaelge olieblanding O,.
Umiddelbart giver kombinationen K, O, det laveste benzinforbrug (825), men af konfidensintervallerne

ses, at der ingen signifikant forskel er mellem K, O, , K, O; og K, O,.

Eksempel 11.5 Additiv model: Model uden vekselvirkning
Med hver af 4 cementblandere udstobtes efter blanding med vand 12 cementterninger, som efter
en uges lagring underkastedes en brudstyrkeprove ved hjcelp af en af 3 cementknusere.
Forsagsresultaterne var:

L 4

Cementknusere
1 2 3 4
11 147 175 130 99 85 75 67 23 35 215 97 180
Cementblandere
211 145 163 | 131 100 145 75 45 71 |151 157 167
31 123 85 153 | 137 143 82 67 25 83 135 91 129

1) Angiv hvilke kombinationer af cementblander og cementknuser,

der giver den storste

brudstyrke, og giv et estimat og et 95% konfidensinterval for denne storste middelbrudstyrke.
2) Da cementknuser 2 og cementblander 1 er de billigste onskes opstillet under hensyntagen til
resultatet af 1) et 95% - konfidensinterval for middelveerdien af brudstyrken, ndr disse

anvendes.
Lesning:

Lad starten af indtastningen i regnearket veere
cementblandere cementknusere brudstyrke

—_

OosV.

1

1
1
2
2

147
175
130

85
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1)

64

Variansanalysetabel opstilles.

Veelg (Compare\ Analysis of Variance\ Multifactor ANOVA\ OK).

Der fremkommer nu en tabel der skal udfyldes:

Veelg (“brudstyrke”\pilen “Dependent variable”"cementblandere”\ pilen “Factors” \cementknusere\ pilen
“Factors\OK)

Der fremkommer en “Analysis Summary ” og et “Scatterplot”.

Veelg (gul ikon = Tabular options| Anova Tables\OK ).

Der fremkommer en variansanalysetabel uden vekselvirkning.

For at fa en variansanalysetabel med vekselvirkning:

Veelg (Cursor i tabellen\ hgjre musetast\Analysis options\ Maximum Order Interaction til 2\ OK)
Analysis of Variance for brudstyrke - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:cementblandere 4299,39 2 2149,69 2,43 0,10098
B:cementknusere 51995, 2 3 17331,7 19,56 0,0000
INTERACTIONS

AB 7122,61 6 1187,1 1,34 0,2787
RESIDUAL 21270,7 24 886,278

TOTAL (CORRECTED) 84687,9 35

All F-ratios are based on the residual mean square error.

a) H,: R * C = 0 (Ingen signifikant vekselvirkning)
For “interaction” findes P - verdi = 0.2787.
Da P -veardi=0.2787 > 0.05 accepteres H,,.

Konklusion: Vi antager i det folgende, at vekselvirkningen er forsvindende.
b) AB "pooles" ned i Residualen".
Veelg (Cursor i tabellen\ hgjre musetast\Analysis options\ Maximum Order Interaction til 1\ OK)

Vi fér folgende tabel:
Analysis of Variance for brudstyrke - Type III Sums of Squares
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value

MAIN EFFECTS

A:cementblandere 4299, 39 2 2149,69 2,27 0,12006
B:cementknusere 51995,2 3 17331,7 18,31 0,0000
RESIDUAL 28393, 3 30 946,443

TOTAL (CORRECTED) 84687,9 35

H,: C = 0 (Cementknuser har ingen virkning) forkastes, da P-vaerdi = 0.000 < 0.05
H,: R =0 (Cementblander har ingen virkning) accepteres, da P-verdi = 0.121 > 0.05
Konklusion: Cementknuserne har en sterk signifikant virkning,

Cementblanderne ikke har en signifikant virkning,

Da cementblandere ikke mere indgar i modellen slettes de af modellen.

Veelg (red ikon = Input dialog\ Slet cementblandere\ OK).

Dette har den lidt kedelige virkning, at der nu sker en “omdgbning”, s det der far blev kaldt A nu
kaldes B osv.




2)
3)

2. Variansanalyse

Analysis of Variance for brudstyrke - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:cementknusere 51995, 2 3 17331,7 16,96 0,0000
RESIDUAL 32692,7 32 1021, 65
TOTAL (CORRECTED) 84687, 9 35

Veelg(Tabular options \Tables of Means \ OK),

Der fremkomer folgede tabel over 95% konfidensintervaller.
Table of Least Squares Means for brudstyrke with 95 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 36 115,056
cementknusere
1 9 148,0 10,6544 126,298 169,702
2 9 110,778 10,6544 89,0754 132,48
3 9 54,5556 10,6544 32,8532 76,2579
4 9 146,889 10,6544 125,187 168,591
Grafisk fremstilling:

LSD-intervaller: Veelg (bla ikon = Graphics Options\ Means Plot OK)

Sadvanlige konfidensintervaller: Veelg (Med Cursor pa figur\ hgjre musetast\ Pane options\
Confidence intervals og veelg faktor, der enskes undersggt\OK)

Means and 95,0 Percent Confidence Intervals

180 F B

o i

Q
120 .
> i ]
»n 90 R
o [ ]
2 60 I ]
S i ]
30F .
0; _

1 2 3 4
cementknusere

Konklusion: Cementknuser 1 og 4 md foretraekkes, selv.om man ikke helt kan afvise at
cementknuser 2 kan vare lige sé god.

Et estimat for sterste middelbrudstyrke: 148 95% konfidensinterval [126.3 ; 169.7]
Cementknuser 2: Middelbrudstyrke: 110.78 95% konfidensinterval [89.08 : 132.5]
Forudszetninger. Det er let i Statgraphics at kontrollere forudsatningerne men derfor
behover man ikke nedvendigvis at gere det, da de sedvanligvis er opfyldt.

Grafisk kontrol af kravet om normalitet

Udferes med et normalfordelingsplot.(se under ensidet variansanalyse)
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66

Normal Probability Plot for RESIDUALS
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RESIDUALS

Residualerne synes at fordele sig nogenlunde pé en ret linie, s kravet om normalitet synes
rimeligt opfyldt.
Varianshomogenitet.

Man gér ind i regnearket og danne en ekstra sgjle “behandlinger” . Da der er 12 behandlinger (celler)
med 3 tal i hver bliver sgjlen:

cementblandere cementknusere brudstyrke behandlinger
1 1 147 1
1 1 175 1
1 1 130 1
1 2 99 2
1 2 85 2
osv

Veelg ( Compare\ Analysis of Variance\ One Way ANOVA\OK ).

Veelg (Klik pa “brudstyrke” og pil ved “Dependent variable™\Klik pa “behandlinger” og pa pil ved “Factor”\
OK)

Veelg (gul ikon = Tabular options\ Variance check\ OK). Fjern evt. krydset ved “Analysis summary
Variance Check

Cochran's C test: 0,345358 P-Value = 0,113559

Bartlett's test: 1,57303 P-Value = 0,602582

Hartley's test: 56,2194

Det ses, at vi fir en accept af en nulhypotese om at varianserne er ens, sd kravet er rimeligt
opfyldt. 2



2. Variansanalyse

Eksempel 11.7. Blokforseg:
I nedenstéende tabel er anfort resultaterne af et fodringsforseg med svin. Da grise fra samme
kuld ma forventes at veere mere ensartede, vaelger man at lave et randomiseret blokforseg med
kuld som blokfaktor.
Fra hvert af 4 forskellige kuld grise udtages 3 grise, der bliver fodret med hver sin af tre
fodertyper A, B og C med forskelligt vitaminindhold.
Forsegsresultaterne (vagtforogelse i kg) var

Fodertype
A B C
1 7.0 14.0 8.5
Kuld 2 16.0 15.5 16.5
3 10.5 15.0 9.5
4 13.5 21.0 13.5
Test, om der er nogen vasentlig virkning af @ndringen i foderets vitaminindhold.

Leosning.
Indtastning af data

fodertype kuld vaegtforoegelse
1 7

16

10,5

13,5

14

QOQOQQOwWwWww >
WN P B WNDE D WN

ISy

13,5

Veelg (Compare\ Analysis of Variance\ Multifactor ANOVA\ OK).

Der fremkommer nu en tabel der skal udfyldes:

Veelg ( “vaegtforoegelse™\pilen “Dependent variable™\’fodertype™ pilen “Factors” \kuld\ pilen “Factors\OK)
Der fremkommer en “Analysis Summary ” og et “Scatterplot”.

Veelg (gul ikon = Tabular options| Anova Tables\OK ).

Der fremkommer en variansanalysetabel uden vekselvirkning.
Analysis of Variance for vaegtforogelse - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:fodertype 54,125 2 27,0625 5,76 0,0402
B:kuld 87,7292 3 29,2431 6,22 0,0285
RESIDUAL 28,2083 6 4,70139

TOTAL (CORRECTED) 170,063 11

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Vi ser, at der pd et signifikansniveau pd 5 % er signifikant forskel pa fodertyperne (mindst én
afviger fra de ovrige).

Vi ser endvidere, at det var fornuftigt at dele op 1 kuld, da der ogsa er signifikans for kuld.
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Vi er imidlertid ikke interesseret i at finde ud af hvilket kuld der er det bedste, da vi jo blot har
taget nogle tilfeldige kuld ud.

For at finde den fodertype, der giver den hejeste veegtforegelse opstilles konfidensintervaller.
Bemerk: Da der er en blokvirkning vil vaeegtforegelsen jo athaenge af hvilket kuld man betragter.

Konfidensintervaller kan derfor kun anvendes til relative sammenligninger.
Veelg (gul ikon = Tabular options\ Tables of Means\ OK)).

Table of Least Squares Means for vaegtforogelse with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 12 13,375
fodertype
A 4 11,75 1,08413 9,09721 14,4028
B 4 16,375 1,08413 13,7222 19,0278
C 4 12,0 1,08413 9,34721 14,6528
kuld
1 3 9,83333 1,25185 6,77016 12,8965
2 3 16,0 1,25185 12,9368 19,0632
3 3 11,6667 1,25185 8,60349 14,7298
4 3 16,0 1,25185 12,9368 19,0632

En tegning af 95% LSD - konfidensintervallerne :

Means and 95,0 Percent LSD Intervals
19,8 N

17,8 F 1
158 F .

1381 .

vaegtforogelse

A B C
fodertype

Konfidensintervallerne viser ganske vist et svagt overlap, men det gor LSD-intervallerne ikke,
og da variansanalysen har vist at der er en signifikant forskel, ma der gelde, at fodertype B giver

den sterste vaegtforogelse.
2
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OPGAVER

Opgave 11.1
Fire forskellige typer teknik til blanding af cement enskes undersegt med hensyn til
resultatets trykstyrke. Folgende data blev opnéet:

Blandingsteknik Trykstyrke (psi)
B1 3129 3000 2865 2890
B2 3200 3300 2975 3250
B3 2800 2900 2985 3050
B4 2600 2700 2600 2765

Undersog om forskellen i blandingsteknik har betydning for trykstyrken , og angiv i
bekraftende fald den (de) blandingsteknik(er) der har storst trykstyrke.

Opgave 11.2
I folgende tabel er angivet resultaterne af gentagne bestemmelser af blodets
alkoholkoncentration (i promille) hos 6 forskellige personer efter indtagelsen af 4 cl. alkohol.

Person
1 2 3 4 5 6
0.76 0.84 0.83 1.00 0.88 0.86
0.82 0.79 0.78 0.90 0.90 0.89
0.79 0.82 0.97 0.92 1.03 0.87
0.86 0.79 0.88 0.88 0.87 0.84

Vurdér pa grundlag af dette materiale en antagelse om, at alkoholkoncentrationen i blodet
ikke afh@nger af andre faktorer end den indtagne alkoholmangde.

Opgave 11.3

Modstanden af 5 spoler méltes for at kontrollere, om spolerne har samme elektriske
modstand. For hver spole méiltes 4 uathangige observationer:

Man fandt for hver spole folgende gennemsnit og varians:

Spole nr. Antal gentagelser Gennemsnit Varians
1 15.2 0.035
2 4 14.95 0.015
3 4 14.8 0.0216667
4 4 15.15 0.0333333
5 4 14.7375 0.065625

1) Undersog om det kan antages, at de 5 spolers modstande er ens.

2) Pa alle 5 spoler er angivet, at modstanden er 15.0 Ohm. Underseg under hensyntagen til

besvarelsen af spergsmaél 1) ved opstilling af et eller flere konfidensintervaller, om nogle
af spolerne kan antages at have modstanden 15.0 Ohm og i bekraftende fald hvilke.
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Opgave 11.4

I et forseg undersogtes, om det kemiske udbytte af en proces athanger af hvilken af 2
katalysatorer, der anvendes. Endvidere kan man benytte 3 forskellige apparater, og de kunne
ogsa tenkes at have indflydelse pé resultatet.

Der fandtes folgende udbytter:

Katalysator K, Katalysator K,
Apparat A, 69 72 65 66
Apparat A, 72 71 70 69
Apparat A, 70 71 72 73

1) Undersog. om det kan antages, at udbyttet fra de 6 behandlinger har samme spredning.
2) Idet det antages at forudsaetningerne for at udfere en variansanalyse er tilstede, skal der
udferes en test til vurdering af, om middeludbyttets (eventuelle) athaengighed af de benyttede
katalysatorer og apparater kan beskrives ved en additiv model.
3a) Hvis man af ekonomiske grund velger apparat A, hvilken katalysator skal man sé velge?
Samme sporgsmal vedrerende apparat 2 og 3.

3b) Hvis man af gkonomiske grunde valger katalysator 1 hvilket apparat skal man sa valge?
Samme spergsmal vedrerende katalysator 2

3c) Hyvilken (hvilke) kombinationer af apparat og katalysator giver det storste udbytte.

Opgave 11.5 7

Man ensker at undersgge den virkning som 2 faktorer (typen af glas og fosfor) har pé
skarpheden af billedet pd en TV-skarm. Responsvariablen er den strem (i microampere) som er
nedvendig for at opnd et specifik skarpheds niveau.

Data er vist i nedenstaende tabel:

Fosfortype
1 2 3

280 300 290

1 290 310 285

285 295 290

Glastype 230 260 220
2 235 240 225

240 235 230

Spergsmél 1: Underseg om forudsatningen om varianshomogenitet er opfyldt

Idet de saedvanlige variansanalyseforudsetninger antages opfyldt, enskes folgende sporgsmal

belyst:

Spergsmaél 2: Har glastype og fosfortype indflydelse pé skarpheden?

Spergsmaél 3: Ud fra svaret i spergsmaél 1 skal angives, hvilken glastype og fosfortype der giver
den sterste skarphed (giver den mindste respons)
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Opgave 11.6

Pé en fabrik for glasvarer ensker man at undersoge hvilken blandt 3 typer lim, der er bedst ved
sammenlimning af 3 forskellige glastyper. Forseget foregik ved, at man limede to glasplader
sammen, og efter en passende tid undersegte, hvor stor en kraft der skulle til for at traekke
pladerne fra hinanden. Man valgte at lave et fuldstendigt faktorforseg med 5 gentagelser af hver
behandling. Resultatet af forseget var:

Glastype A Glastype B Glastype C
LIM I 20 18 23 22 23 21 27 24 20 18 17 23 18 21 25
LIM II 30 25 28 27 28 28 24 16 25 21 28 25 29 27 28
LIM I 31 32 18 30 21 18 30 18 32 31 23 24 19 22 24

1) Angiv hvilke faktorer der har en virkning.
2) Angiv den eller de kombinationer af type lim og type glas, der har den sterste
sammenhangskraft. Angiv et 95% konfidensinterval for de pdgaeldende kombinationer.

Opgave 11.7

Fabrikationen af et kemikalium baseres pa en bestemt kemisk proces, som forudsetter tilsetning
af katalysator og en PH - verdi pa ca. 5.

Som led i en laboratoriemassig undersggelse af mulighederne for at forage procesudbyttet
foretoges bl.a. et forseg, hvor man dels sammenlignede virkningen af tilsetning af 3 forskellige
katalysatorer, dels undersegte, om udbyttet athang af, om den nedvendige PH - vardi opnaedes
ved tilsetning af HCI 1 stedet for som hidtil H,S0,.

Forsegsresultaterne var (udbytteprocenter):

Tilsat syre
HCI H,S0,
1 27.0 27.7 30.1 29.1
Katalysatorer 2 255 27.0 30.6 289
3 265 250 258  28.0

1) Foretag en statistisk analyse af forsegsresultaterne og drag konklusioner.

2) Estimer under hensyn til resultatet af den under punkt 1) foretagne analyse procesudbyttet
ved benyttelse af katalysator 2 under tilsaetning af HCI1 og opstil et 95% - konfidensinterval
for dette udbytte.
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Opgave 11.8
Hver af tre laboranter har bestemt hydroquinons smeltepunkt (° Celcius) med (de samme) 4
termometre. Resultaterne var:

Termometre
1 2 3 4
1 174.0 173.0 171.5 173.5
Laboranter
2 173.0 172.0 171.0 171.0
3 173.5 173.0 173.0 172.5

Det antages, at de nedvendige variansanalyseforudsatninger er opfyldt, og at termometre og

laboranter ikke vekselvirker.

Folgende 2 sporgsmél enskes belyst:

1. Aflaeser laboranterne termometrene pd samme made?

2. Viser termometrene ens.

3. Vurder ved et residualplot, om forudsatningen om at termometre og laboranter ikke
vekselvirker er rimelig.

Opgave 11.9

Pa en ingenierskole ensker man at sammenligne effektiviteten af undervisningen, nar man
underviser efter tre forskellige undervisningsmaterialer. En reekke studerende meldte sig
frivilligt til forseget. I det folgende er angivet 12 studerende ordnet efter
studentereksamensgennemsnit.

JK
6.3

AL
6.8

TS
7.3

BS
7.3

DT
7.9

HN
8.2

MO
8.4

FD
8.5

PJ
9.0

KM
10.2

SR
11.1

RA
11.2

Navn
Snit

1) Hvordan ville du opdele disse studenter pa tre hold med 4 pé hver hold?
2) Hvordan ville du gere det, hvis karaktererne gik fra 7.8 til 8.2 ?

Opgave 11.10.

Folgende resultater blev opnaet fra et eksperiment, hvor man ville undersege om der var forskel
pa de resultater, som 5 analyseapparater gav, ndr man analyserede kvelstofindholdet 1
jordprover.

P& hver af 3 dage blev en portion jord udvalgt og delt 1 5 dele, som ved lodtrekning blev givet
til analyse i hver sin maskine. Resultaterne var:

Maskiner
P Q R T U
Tirsdag 376 379 399 373 376
Onsdag 372 374 409 387 386
Torsdag 332 339 365 350 342

Undersog pa dette grundlag om der er forskel mellem analyseapparaterne, og angiv i
bekraftende fald hvilke der er forskellige.
Mener du, at det i denne situation var en god ide at foretage forsaget som et blokforseg?
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Opgave 11.11.

Fire forskellige produktionsmetoder P, Q, R, og T enskes sammenlignet med hensyn til det
procentiske udbytte ved udvinding af et metal fra et bestemt mineral. Da man ved forsgget er
nadt til at benytte forskellige rdvarepartierer, og er bange for, at det vil give stor spredning,
vaelger man at lave et fuldstendigt randomiseret blokforseg med ravarepartier som blokke.

Nedenstaende skema angiver resultatet af dette forseg.

Metode P | Metode Q | Metode R | Metode T

Révarepartil 2.5 2.7 4.7 33 2.8 33 55 5.0
Ravareparti 2 | 4.6 4.3 79 5.9 5.1 6.9 7.2 6.8
Révareparti 3 | 4.7 3.9 4.7 4.4 44 3.7 6.4 5.7

Undersog pa grundlag af disse oplysninger, om der er forskel pa metoderne.
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12 Flere end 2 binomial- og Poissonfordelte variable

12 Flere end 2 binomial- og Poissonfordelte
variable.

12.1. Indledning

De faktorer der forekommer 1 dette kapitel vil vaere binomial-eller Poissonfordelte. Vi vil dels
analysere forseg med 1 faktor der har mere end 2 niveauer, dels forseg med 2 faktorer i et
fuldsteendigt faktorforseg.

12.2. En faktor pa mere end 2 niveauer.

12.2.1 Binomialfordelt variabel
Ved analysen anvendes formlerne 1 oversigt 12.1.

Eksempel 12.1 (binomialfordelt variabel).
For hver af 6 leverancer af billige legetojsbiler udtages en tilfeeldig prove pa 100 biler, og
antallet af defekte biler taltes. Folgende resultater fandtes:

Leverance 112 (345167 [8
Antal defekte biler 6114|1814 |7|13]|13]|7

Foretag en statistisk analyse af, om procenten af defekte biler i de 8 leverancer kan antages at
veere den samme.

LOSNING:
Lad X, veere antallet af defekte biler i leverance i.
Det antages, at X, er binomialfordelt 5 (100, p,).

Hypy=p,=...=ps
A 6 . 14 n 7 . 6+14+.47 64
P00 P " T00 P 00 P T 800 00 Y
Da n; - p =28 €[5;,95] er forudsetningen for at benyttet oversigt 12.1 opfyldt
7= ;100((0.06— 0.08)> + (014 - 0.08)>+..+(0.07 - 0.08)* ) = Ly
0.08- (1- 0.08) 0.08-0.92

z2er y?-fordelt med frihedsgradstallet f=rn - 1 =7
Da P - verdi = P(;(2 >14.67) =chi2Cdf(14.67, «,7) =0.0405 < 0.05 forkastes nulhypotesen

(svagt), dvs. vi har et (svagt) statistisk bevis for, at procenten af defekte biler i leverancen ikke

er den samme.

TI -89 og Statgraphics har ikke dette program
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12.3 To faktorer 1 et fuldstendigt faktorforseog

12.2.2 Poissonfordelt variabel
Ved analysen anvendes formlerne 1 oversigt 12.2.

Eksempel 12.2 (Poissonfordelt variabel)

Ved en opteelling af hvide blodlegemer i en blodprove med voluminet v fandtes for 6 personer
antallene 14 , 28 ,18, 23,15 og 22.

Viser disse resultater, at den gennemsnitlige antal blodlegemer pr. volumenenhed er forskelligt
for de tre personer?

LOSNING:
Lad X, vare antallet af hvide blodlegemer i en blodpreve for person 1
Lad X, vare antallet af hvide blodlegemer i en blodpreve for person 2

Lad X, vare antallet af hvide blodlegemer i1 en blodpreve for person 6.

X; antages at veere Poissonfordelt med middelverdi 2, .

Begrundelse: Benyttes en kanyle til udtagning af blodpreven ankommer de hvide blodlegemer
“tilfeldigt” 1 tiden. Det mulige antal blodlegemer er nasten ubegranset.

Hytpy = py = i3 = g = fs = lg

Antal elementer 1 hver stikpreve er 1, dvs. 1 oversigt 12.4 ern,=n,=...=n,=1o0g
X, =x=14,x,=x,=28, ...xX, = x5 = 22

) 14+ 28+..422
Vifar x = 6 = 200.

Heraf ses, at 77,X 2 5, dvs. forudsatningen for at benytte oversigten er opfyldt.
) 1-(14- 20)2 +1-(28- 20)2+...+1- (22 - 20)2 ~

« 20

;(2 er ;(2 - fordelt med frihedsgradstallet f=n-1=35

Da P-veardi= P(;(2 > 7.1) =chi2Cdf(7.1, «,5)=0.2133 > 0.05 accepteres H, , det vil sige, at

det ikke er pdvist, at det gennemsnitlige antal hvide blodlegemer pr. volumenenhed er forskelligt
for de 6 personer.
TI -89 og Statgraphics har ikke dette program 2
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12.3. To faktorer i et fuldstaendigt faktorforseg.

Har man 2 faktorer i en fuldsteendig faktorstruktur, og de statistiske variable er enten binomialfor-
delte eller Poissonfordelte, kan man ikke bruge variansanlyseteknikken, da den kraever, at de
variable er normalfordelte. Transformeres data som angivet i oversigt 12.3 er det imidlertid
tilladeligt at bruge variansanlyseteknikken pa de transformerede data (bevise ikke her). Endvidere
far man s den fordel, at man far en eksakt vaerdi for forsegsfejlens varians (stejen), som bevirker,
at selv om man ikke har gentagelser, sd kan man dog teste om der er vekselvirkning.

Det skal bemarkes, at testresultaterne er vanskelig at fortolke, sa finder man der er vekselvirkning
eller hovedvirkninger, s kan man saedvanligvis kun konkludere, at faktorerne har en virkning,
men ikke komme narmere ind pa hvorledes denne virkning ytrer sig.
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12 Flere end 2 binomial- og Poissonfordelte variable

Eksempel 12.3 (E81) Variabeltransformation.

Fire forskellige metoder til anvendelse af et moldreebende middel pa uldkicede onskes
sammenlignet ved et forsog.

For hvert af fire forskellige fabrikater uldklcede udtoges 4 “ens” stykker kicede (20 %20 cm), som
blev behandlet med hver sin af de fire metoder.

Pa hvert af de 16 stykker uldkleede anbragtes 25 mallarver, hvorefter man observerede det
moldrebende middels virkning pa larverne i lobet af et givet tidsrum.

Resultaterne var (mdlt i antal dode larver):

Kleedefabrikat
1 2 3 4
1 19 18 20 21
Metode 2 17 14 18 18
3 19 19 20 22
4 20 19 22 22

Det antages, at antallet af dode larver ved metode i anvendt pad kicedefabrikat j er binomialfordelt

b(25,p;;

F oretaé en statistisk analyse af om det moldrcebende middels virkning afhecenger af metoderne,
og af kleedefabrikatet.

Lesning:

Da antallet af draebte larver anses for at veere binomialfordelt, foretages den i oversigt 12.3 nevnte
variabeltransformation.

De relative hyppigheder beregnes ved at alle tal i skemaet divideres med 25. Derefter

beregnes Y = Arcsin\/h? ,

Eksempelvis for metode 1 klade 1:

19 ) )
hy, = s = 0.76 Y = Arcsin,/h;, = Arcsin/0.76 = 1.0588
Kleaedefabrikat
1 2 3 4
1 1.0588 1.0132 1.1071 1.1593
Metode 2 0.9695 0.8455 1.0132 1.0132
3 1.0588 1.0588 1.1071 1.2171
4 1.1071 1.0588 1.2171 1.2171

Vi kan nu foretage en saedvanlig tosidet variansanalyse.

Vi antager, at vi har féet beregnet SAK’erne enten som beskrevet i oversigt 11.2 eller ved
benyttelse af et statistikprogram.

Varianstabellen kan derefter udfyldes, , idet vi dog pa forhédnd kender variansen for “stgjen”, fra

76



12.3 To faktorer 1 et fuldstendigt faktorforseog

oversigt 12.3 til ﬁ = i =001.
Variation SAK f s? F
Metoder 0.08044448 3 0.0268149 2.68
Klade 0.0576655 3 0.0192218 1.92
Vekselvirkning 0.00888146 9 0.000986829 0.009 < 1
Gentagelser 0 0.01

H,: AB =0 (Model har ingen vekselvirkning) accepteres, da F' - verdi er mindre end 1

I det folgende antages, at der ikke er vekselvirkning.

Vi pooler ikke, da vi har et eksakt vaerdi for “stegjens varians”.

H,;: A =0 (Klaedefabrikat har ingen virkning) accepteres, da P-vaerdi = P(F > 1.92)
=FCdf(1.92, «,3, 1000) =0.12 > 0.05

Konklusion: Kledefabrikat har ingen virkning

H,: B =0 (Metoder har ingen virkning) forkastes, da P - verdi = P(F > 2.68)
=FCdf(2.68, «,3, 1000) = 0.0457 < 0.05

Konklusion: Metoder har en (svag) virkning

Skal vi finde ud af hvilken virkning der er storst, kan vi udregne konfidensintervaller for de

transponerede tal.

Kladefabrikat
1 2 3 4 Gennemsnit
1 1.0688 1.0132 1.1071 1.1593 1.0846
Metode 2 0.9695 0.8455 1.0132 1.0131 0.9604
3 1.0588 1.0588 1.1071 1.2171 1.1105
4 1.1071 1.0588 1.2171 1.2171 1.1502
Radius i konfidensintervallet er
S 0.01
Fion = L0975 (00) ——= =1.96 =0.098
ki 0.975 \/H m

Konklusion: Metode 2 er ringere end metode 4, mens de gvrige ikke kan adskilles.
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Oversigt 12.1

OVERSIGT 12.1. Oversigt over test af parametre p,, p,,. . . p, for binomialfordelte variable.
X, ,X, ... X er binomialfordelt henholdsvis b(n,, p;), b(n,,p,),...,b(n;, p;),hvor n,, n, .. .n er kendte og p,, p, . . ., p, ukendte.

Observerede stikprovevardier x,, x,, . .

., X Signifikansniveau er « .

Y er en statistisk variabel, der er y* - fordelt med & - 1 frihedsgrader.

ny

+”l2+...+nk

Forudseatning: Nulhypotese Beregning H, forkastes
Aproksimativ metode H:p=p=...=p 1 k P- vaerdi < a, hvor
nl'pe[g;n j, n ‘p€[5;n2—5] 01 2 B ;(2=ﬁ2n,—(ﬁi—f?)2,hvor 3 . 2

n-p e[S;nk—S]2 p(1-p) = P-veaerdi= P(Y> y7)
A X1 A X R X
l,}:.XI+.x2+...+xk p1:_19p2:_2)"')pk:_k
hvor 5 § "k

OVERSIGT 12.2. Oversigt over test af parametre (|, 1, , ...

, 4, for Poissonfordelt variable.

X,,X,... X erPoissonfordelt henholdsvis p(#), p(4t), ... p(uy ), hvor Ky, Uy, ..., Hy erukendte. Signifikansniveau er « .
Der foreligger for hver af de variable X; en stikprove af storrelsen 7, med gennemsnit X; .Y er en statistisk variabel, der er y? - fordelt med & - 1 frihedsgrader..
Forudsetning Nulhypotese Beregning H, forkastes
Approksimativ koo
metode. an‘ (x, - x)° B B B P- verdi< a
nl»)fZS HO:IUIZIUZ:”.:#]C ZZZ i=1 - hvorf:nl'xl+n2'x2+"'+nk'xk. hV0rP—V2€1‘di=P(Y>}(2)
X nt+n+...+n

OVERSIGT 12.3. Oversigt over transformation af Binomialfordelte eller Poissonfordelt variable til tosidet variansanalyse.

Variabel Transformation fer tosidet variansanalyse Forsogsfejlens varians s 5 . Tilhorende frihedsgrad oo
Relativ hyppighed H Y = Arcsin/H 1
H binomialfordelt b(n, p) 4n
X Y=-/X 1
X Poissonfordelt p(u) 4
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12A:Eksempler regnet med Ti-89

Appendix 12A Eksempler regnet pa TI - 89.

1.Indledning.

Det forudsettes, at man kender de grundleeggende operationer pd lommeregneren.

I Appendix “Vejledning i TI - 89" er beskrevet, hvorledes man beregner sandsynligheden for
forskellige fordelinger, beregner gennemsnit og spredning, samt hvorledes man tester og beregner
konfidensintervaller for funktion af 1 variabel .Dette forudsettes ligeledes bekendt.

Til eksemplerne 12.1 og 12.2 svarer intet program

2. Variabeltransformation.

Eksempel 12.3.

Fire forskellige metoder til anvendelse af et meldreebende middel pd uldklede onskes
sammenlignet ved et forseg. Pa hvert af de 16 stykker uldklaede anbragtes 25 mollarver.
Resultaterne var (malt i antal dede larver):

Kladefabrikat
1 2 3 4
1 19 18 20 21
2 17 14 18 18
Metode [ 5 19 19 20 22
4 20 19 22 22

Foretag en statistisk analyse af om det meldrebende middels virkning athenger af metoderne,
og af kleedefabrikatet.

Lesning:

Antallet af draebte larver anses for at veere binomialfordelt b (25,p)

. | x
For hver tal x foretages transformationen Y = Arcsin 55

Kladefabrikat 1 gemmes i listl, klaedefabrikat 2 gemmes 1 list 2 osv.
Der oprettes 4 lister med navnene k1,k2,k3 og k4, hvori de transformerede tal overfgres.
APPS, STAT/LIST , | navnefeltet for listen efter listé skrive k1, naeste navnefelt k2 osv.

HOME, sin ' (,/ (list1/250)), STO, k1, ENTER osv.

F6, ANOVA2-Way, ENTER
DESIGN=BIlock, Levls of Col Factor =4, ENTER
Neeste skema udfyldes med k1, k2, k3, og k4, ENTER

Resultatet kan umidelbart afleeses: Nedenfor er de relevante resultater angivet i den seedvanlige
variansanalysetabel

Variation SAK=SS |df| pMs= §2 F P-vardi
Factor: klaedefabrikat 0.057665 |3 | 0.019222
Block: Metoder 0.080445 |3 | 0.026815
Error 0.008881 191 0.000987
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12A:FEksempler regnet med Ti-89

Her svarer “Error” en sum af “stgj”+vekselvirkning”.

1 1
Da vi fra oversigt 12.3 kender den eksakte stoj til 2.5 0.01 kan tabellen udbygges
n .

Variation SAK=SS |df MS= g2 F

Factor A: klaedefabrikat [0.057665 3| 0.019222 1.92
Block B: Metoder 0.080445 (3| 0.026815 2.68
Vekselvirkning AB 0.008881 |9 | 0.000987 0.009

Error 0 0.01
H,: AB =0 (Model har ingen vekselvirkning) accepteres, da F - verdi er mindre end 1
I det folgende antages, at der ikke er vekselvirkning.

Vi pooler ikke, da vi har et eksakt vardi for “stejens varians”.
H,: A =0 (Kledefabrikat har ingen virkning) accepteres, da P-vaerdi = P(F > 1.92)
=FCdf(1.92, «,3, 1000)=0.12 > 0.05
Konklusion: Kledefabrikat har ingen virkning
H,: B =0 (Metoder har ingen virkning) forkastes, da P-verdi = P(F > 2.68)
=FCdf(2.68, «,3, 1000) = 0.0457 < 0.05

Konklusion: Metoder har en (svag) virknng
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Appendix 12B Eksempler regnet pa Statgraphics.

1. Indledning

[ “Grundleggende begreber Appendix A” er beskrevet hvorledes man beregner sandsynligheden
for forskellige fordelinger og beregner gennemsnit og spredning. Dette forudsattes bekendt.
Til eksemplerne 12.1 og 12.2 svarer intet program

2. Variabeltransformation.

Eksempel 12.3.

Fire forskellige metoder til anvendelse af et meldreebende middel pd uldklede enskes
sammenlignet ved et forsag. P4 hvert af de 16 stykker uldklaede anbragtes 25 mellarver.
Resultaterne var (malt i1 antal dede larver):

Klaedefabrikat
1 2 3 4
1 19 18 20 21
2 17 14 18 18
Metode [ 5 19 19 20 22
4 20 19 22 22

Foretag en statistisk analyse af om det meldraebende middels virkning athenger af metoderne,
og af klaedefabrikatet.

Lesning:

Antallet af drabte larver anses for at vaere binomialfordelt b (25,p)

. X
For hver tal x foretages transformationen Y = ArCSlnwfz—5 .

Data indtastes pa saedvanlig made:
larver metode klaede

19 M1 K1l

18 M1 K2

20 M1 K3
osv.

Placer cursor pa neeste kolonne (Col 4),0g omdagb pa saedvanlig made navnet til “transform”.

Placer cursor pa “transform”, tryk som far pa venstre musetast for at veelge kolonnen, og derefter pa hgjre
musetast for at fa en lille menu frem.

Veelg(Generate data\ASINR(?)\erstat ? med sqrt(larver/25)\OK)

(ASINR (x) er Arcsin(x) hvor x er regnet i radianer)

Man ser nu, at sgjlen “transform” er udfyldt med de transformerede tal.
larver metode klede transform

19 M1 K1 1,05882363875
18 M1 K2 1,0131975001
20 M1 K3 1,10714871779

osvVv.

P4 de transformerede tal foretages sé en tosidet variansanalyse.

Veelg (Compare\ Analysis of Variance\ Multifactor Anova\ok)

| den fremkomne menu: Veelg(“transform™\klik pa pilen ved “Dependent variable”\Klik pa “metode”\klik pa
pilen “Factors™\Klik pa “klaede™\klik pa pilen “Factors™\OK )

Der fremkommer en “Analysis Summary” med nogle statistiske betragtninger.

Veelg (gul ikon = Tabular Options\Anova Tables| OK)) (fiern evt. krydset ved “Analysis summary”).
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Der fremkommer folgende udskrift:

Analysis of Variance for transform - Type III Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A:metode 0,0804448 3 0,0268149
B:klaede 0,0576655 3 0,0192218
INTERACTIONS

AB 0,00888146 9 0,000986829
RESIDUAL 0,0 0

TOTAL (CORRECTED) 0,146992 15

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Da vi fra oversigt 12.3 kender den eksakte stoj til % = %25 =0.01 kan tabellen udbygges
Variation SAK f s? F
Metoder 0.08044448 3 0.0268149 2.68

Klade 0.0576655 3 0.0192218 1.92
Vekselvirkning 0.00888146 9 0.000986829 0.009 <1
Gentagelser 0 0.01

H,: AB =0 (Model har ingen vekselvirkning) accepteres, da F' - veerdi er mindre end 1

I det folgende antages, at der ikke er vekselvirkning.

Vi pooler ikke, da vi har et eksakt vardi for “stejens varians”.

H,: A =0 (Klaedefabrikat har ingen virkning) accepteres, da P-vaerdi = P(F > 1.92)
=FCdf(1.92, «,3, 1000)=0.12 > 0.05

Konklusion: Kladefabrikat har ingen virkning

H,: B =0 (Metoder har ingen virkning) forkastes, da P-verdi = P(F > 2.68)
=FCdf(2.68, «,3, 1000) = 0.0457 < 0.05

Konklusion: Metoder har en (svag) virkning

For at fi et overblik over hvilken metode, der kan anbefales, beregnes 95% konfidensintervaller

(pa basis af en model hvor vi har streget vekselvirkning og klede).
Veelg(Tabular options \Tables of Means \ OK),

Table of Least Squares Means for transform

with 95,0 Percent Confidence Intervals

Stnd Lower Upper
Level Count Mean Error Limit Limit
GRAND MEAN 16 1,07637
metode
M1 4 1,0840601 0,0372343 1,00349 1,16574
M2 4 0,960368 0,0372343 0,879241 1,04149
M3 4 1,110406 0,0372343 1,02934 1,19159
M4 4 1,15002 0,0372343 1,06889 1,23115

Heraf kan sluttes, at metode 2 er darligere end metode4.

Konfidensintervallerne er ikke korrekte, da de ikke er baseret pd den “eksakte” spredning.

v0.01

s
Mere pracist er radius i konfidensintervallet 7xon = to.975(%0) ——= = 1.96 =0.098
p 2 0.975 \/ﬂ m ‘
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Opgaver til kapitel 12
OPGAVER

Opgave 12.1.

I en virksomhed er pa hvert af 3 skift arbejdsbetingelser og antal mennesker udsat for risiko
tilsyneladende nogenlunde ens.

Ikke desto mindre synes folgende optelling at vise, at risikoen pa skift 2 og 3 er sterre end pa
skift 1.

Skift | Antal arbejdsulykker

1 10
2 22
3 22

Pé grundlag af denne statistik finder man, at der ber geres noget for at nedsette risikoen 1
skift 2 og 3. Er dette statistisk velbegrundet.?

Opgave 12.2

5 typer vaccine mod en bestemt sygdom blev undersegt ved, at 6 grupper pa hver 200
forsegsdyr (mus) blev udsat for smitte. De 5 af grupperne fik hver sin type vaccination, mens
den sidste gruppe ikke blev vaccineret. Efter en passende tid underseggte man hvor mange af
de 200 dyr, der havde faet sygdommen. Folgende resultater fandtes:

Gruppe nr 1 2 3 4 5 6

Antal syge dyr 12 13 18 10 16 27

Vi ensker at foretage en statistisk analyse af, om procenten af smittede dyr i de 6 grupper kan
antages at vere den samme.

Opgave 12.3.
Ved en tekstilfabrikation maltes for to forskellige vevemetoder og 5 forskellige
materialetyper antallet af garnbrud pr. 1000 m? klzede. Resultaterne var folgende:

Materialetyper
1 2 3 4 5
Vaevemetoder 1 4 12 23 6 9
2 4 3 7 2 3

Foretag efter en passende variabeltransformation en analyse af, om og i bekraeftende fald
hvorledes middelantallet af garnbrud athaenger af veevemetoder og/eller materialetyper.
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Opgaver til kapitel 12

Opgave 12.4.

Ved en undersogelse af, hvorledes virkningen af forskellige giftstoffcr kunne bekempes,
foretoges et fuldsteendigt randomiseret forseg, hvorved 2 giftstoffer og 4 vitaminbehandlinger
inddroges i undersggelsen, og overlevelsestiden (timer) af de benyttede forsegsdyr maltes.

Nedenfor er anfort en skematisk oversigt over forsggsresultaterne:

Vitaminbehandlinger
1 2 3 4
1 3.1 8.2 4.3 4.5
Giftstoffer 4.5 11.0 4.5 7.1
2 2.2 3.0 23 3.0
2.1 3.7 2.5 3.6

Teoretiske overvejelser i forbindelse med tidligere lignende forseg har vist, at

variabeltransformationen Y = } sikrer den for analysen nedvendige varianshomogenitet.

1) Analyser forsegsresultaterne og drag konklusioner med hensyn til faktorernes virkemade.

2) Opstil et 95%-konfidensinterval for den gennemsnitlige middeloverlevelsestid for hver
enkelt vitaminbehandling og bestem den vitaminbehandling. som ma antages at have bedst
virkning.
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Grundleaeggende operationer pa TI - 89.

1.Indledning.
Sadvanligvis vil man i statistik skulle analysere en eller flere kolonner af tal. I sddanne tilfelde
benyttes
“Statistikmetoden”: Valg APPS, Stats/List, indtast data i eksempelvis “list]", og velg en
relevant “F- knap”.
Der fremkommer nu en menu, som er nasten selvforklarende.
Onskes et resultat indsat pd indtastningslinien: HOME, Var-Link.
I StatsVar mappen markeres den enskede storrelse, ENTER .
Som eksempel se under afsnit 3: Beregning af gennemsnit m.m.

Skal man beregne sandsynligheder f.eks P(X < 0.87), hvor X har en kendt

sandsynlighedsfordeling, s& benyttes

“Sandsynlighedsmetoden”: Valg HOME, CATALOG,, F3, valg den enskede fordeling
(benyt evt. ALPHA,+ forbogstav for hurtigt at komme til det
onskede navn).
ENTER bevirker at funktionen indsattes pa indsatningslinien.
Man indsetter nu parametrene (nederst pa skaermen kan man se
reekkefolgen af parametrene), og ved et tryk pA ENTER fas
resultatet.

Oprette og veelge en mappe (“Folder”):

Det kan vere praktisk at oprette én eller flere mapper til at have sine data gemt 1.
VAR-Link, F1, 5: Create Folder, Skriv navn pa folder.

Velg F2: View, og under Folder valg den mappe som du vil arbejde i

Velg en mappe som den aktuelle mappe: MODE, Current Folder,

2. Sandsynlighedsfordelinger.
Normalfordeling n( 1, 0)

a) Find p=P(a< X<b), hvor a,b, u,o er givne konstanter.

HOME, Catalog, F3 ,velg normedf, ENTER normedf( a,b, i, o)
b) Find fraktilen x ,: P(X <X,)=p  hvor p, 1,0 er givne konstanter.
HOME, Catalog, F3 X, =invNorm( p, i, o)

t - fordeling.
Lad T vere ¢ - fordelt med frihedsgradstallet f.
a) Find p= P(a < T <b), hvor a og b er givne konstanter. tCdf(a,b,f)

b) Find fraktilen #, (f): P(T<t,(f)) = (a given konstant). invt( o ,f)
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Grundlaeggende operationer pa Ti89

F-fordeling.
Lad F vere F - fordelt med tellerfrihedsgradstallet f, og nevnerfrihedsgradstallet £ .

a) Find p= P(a < F <b), hvor a og b er givne konstanter. FCdf(a, b, f7., fx)
b) Find fraktilen F, (f7,fn): P(F<F,(fr,fn)) =« invF(a, fr,fy)

3 Beregning af gennemsnit, varians og spredning

APPS |, Stats/List, Data indtastes 1 “list1", F4, 1: 1-Var Stats,

[ menu seettes “List” til “List]" (Benyt evt. Var-Link til at finde List1)
Eksempel: (hentet fra “Statistiske grundbegreber” eksempel 5.1 side 53)

Forsegnr| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X 68.8[ 70.7 | 70.3 | 70.1 [ 70.7 | 68.7 ]| 69.2 [ 689 70.0 | 69.6 [ 71 | 69.1

Udskriften bestar af en raeekke statistiske sterrelser, blandt hvilke man ma finde det enskede
resultat. Man finder X =69.7583, 5, =0.8163

Skal man regne videre med et resultat, f.eks finde variansen, skal resultatet indsettes pa
indtastningslinien:

Vealg Home og Var-Link. I StatsVar-mappen markerer man den enskede storrelse. Tryk pé
ENTER indsetter s storrelsen pa indsetningslinien.

Onskes beregning af en enkelt storrelse f.eks gennemsnit = mean, spredning= stdDev eller
varians = Variance

HOME, CATALOG,, F3,

Eksempel : Variance(listl) Resultat: 0.666288

4. Hypotesetest og konfidensintervaller for 1 variabel.
APPS, STAT/LIST hvorefter eventuelle data indtastes i listl, list 2 osv.
4.1. Normalfordeling.
al) Hypotesetest; o kendt: F6, 1: Z-Test
I menu: Er data givet i en liste vaelges Data.
Er kun gennemsnit (og o) kendt valges Stats.
Eksempel: Vzlges ovennavnte datailistl, o =1 0ogH: x> 69.2 , fas P-verdi=2.48%.

a2) Konfidensinterval o kendt: F7, 1: Z-Interval
Eksempel: Valges ovennaevnte data i listl oger o =1, fés C Int =[69,2; 70.3]
bl) o ukendt: F6, 2: T-Test . Derefter som under punkt a)
b2) o ukendt: F7, 2: T-Interval . Derefter som under punkt a)
4.2. Binomialfordeling.
al) Hypotesetest: F6, 5: 1-Prop-ZTest
Menu selvforklarende. Bemerk: Kraver der kan approksimeres til normalfordeling
a2) Konfidensinterval: F7, 5: 1-Prop-Zint
Bemerk: Kan kun benyttes, hvis kan approksimere til normalfordeling
Eksempel: Er af 100 forsag de 85 en succes, sa fas C Int =[0.78; 0.93]
Poissonfordeling: findes ikke, sa her ma formel for konfidensinterval benytttes
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Tabel 1:Fraktiler i nornalfordelingen

STATISTISKE TABELLER

Tabel 1 Fraktiler u, i U-fordelingen 7(0,1). PU<u,)=p.

Bemark: u,=-u, _,

Eksempler: u, 4,5 = 1.960

D(u)
\

D(u)
\

Blat areal
=1-p

u, 0 .
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Statistiske tabeller

Tabel 2 Fraktiler ¢, i ¢- fordelingen #(f).

P(T<t,)= p hvor sz
s

Eksempler: For ¢ (27) er P(X <£3.42)=0.999.
fhos(1)=6.31. 1,,5(10) = - £,45(10) = -1.81.

£ p 0.60 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.33 1.00 3.08 6.31 12.7 31.8 63.7 318 637
2 0.29 0.82 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 22.3 31.6
3 0.28 0.74 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 10.2 12.9
4 0.27 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 0.27 0.72 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 0.27 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 0.26 0.71 1.42 1.90 2.37 3.00 3.50 4.79 5.41
8 0.26 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 0.26 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 0.26 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 0.26 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 0.26 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.93 4.32
13 0.26 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 0.26 0.69 1.35 1.76 2.15 2.62 2.98 3.79 4.14
15 0.26 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 0.26 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.02
17 0.26 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
18 0.26 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 0.26 0.69 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 0.26 0.69 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 0.26 0.69 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 0.26 0.69 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 0.26 0.69 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
25 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.73
26 0.26 0.68 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.41 3.67
29 0.26 0.68 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 0.26 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 0.26 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
50 0.26 0.68 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68 3.26 3.50
60 0.25 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
80 0.25 0.68 1.29 1.66 1.99 2.37 2.64 3.20 3.42
100 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.37 2.63 3.17 3.39
120 0.25 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 3.16 3.37
200 0.25 0.68 1.29 1.65 1.97 2.35 2.60 3.13 3.34
500 0.25 0.68 1.28 1.65 1.97 2.33 2.59 3.11 3.31
00 0.25 0.67 1.28 1.65 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29
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Tabel 3: Dinensioneringstabel

TABEL 3. Dimensioneringstabel.

Dimensionering med henblik pa udferelse af ¢-test vedrerende 2 statistiske variable X, og X, som er

normalfordelte n(4,,0,) og n(4,,0,) , hvor 1y, 1, , 0y 0g o, erukendte.

Sterrelse n af A
stikprove pa X, Verdier af p for o =5%.

0g A Ensidet test H,: p, < p,eller H: p, = u, Tosidet test H,:p, = i,
n L =5% £ =10% L =5% L =10%
3 3.32 2.94 4.02 3.59
4 2.65 2.36 3.09 2.77
5 2.29 2.03 2.62 2.35
6 2.05 1.82 2.32 2.08
7 1.87 1.66 2.10 1.89
8 1.73 1.54 1.94 1.75
9 1.62 1.44 1.82 1.64
10 1.53 1.36 1.71 1.53
11 1.45 1.29 1.62 1.46
12 1.39 1.23 1.54 1.39
13 1.33 1.18 1.48 1.33
14 1.28 1.14 1.42 1.27
15 1.23 1.10 1.37 1.23
16 1.19 1.06 1.32 1.19
17 1.15 1.03 1.28 1.15
18 1.12 1.00 1.24 1.11
19 1.09 0.97 1.20 1.08
20 1.06 0.94 1.17 1.05
22 1.01 0.90 1.11 1.00
24 0.96 0.86 1.06 0.96
26 0.93 0.82 1.02 0.92
28 0.89 0.79 0.98 0.88
30 0.86 0.76 0.95 0.85
40 0.74 0.66 0.82 0.73
60 0.60 0.54 0.66 0.60

89



Facitliste

FACITLISTE

KAPITEL 10
101 ()22 (2)24 (3)- () -
102 30
103 (1)u=3.09, P - veerdi=0.001 (2)[0.70; 3.12]
104 (1)F=7.42 (2)t=0.837, P - veerdi = 0.2007
(3a) [- 2.09 ; 4.84] (3b) [0.91 ; 6.40]
105 F=1.11, P-vardi=04557, t=1.393, P -vardi=0.0969
106 F=1.18, P-verdi=04117 ¢t=-2.64, P-vardi=0.0102
107 F=3.68,P-vardi=0.1175, t=2.34, P-vardi=0.0237, [0.031 ; 1.87]
108 (1)18 (2)F=2.171 P-vardi=0.113, t=4.74 P - veerdi = 0.00006, [11.9 ; 15.0]
109 F=6.00, P-verdi=0.0089, ¢=0.56, P - verdi=0.295
10.10 F=1.563, P-verdi=0,2125 ¢=-1.497, P - veerdi = 0.0728
10.11. (1) u=1.98, P - vaerdi =0,0238
(2) F=1.56, P - vaerdi = 0,0627, ¢=2.75, P - veerdi =0.00355
10.12  u=-0.729, P - veerdi =0.233
10.13 (1) u=221,P-verdi=0.0135
(2) F=729,P-vardi= 0,0022, t =4.25, P - veerdi = 0.00012
10.14 (1) u=0.654, P-vardi=02566 (2) u=2.10,P - verdi=0.0179
10.15 u=3.45, P-vardi=0.00028

KAPITEL 11

11.1 ja, F=13.4, P - verdi = 0.0004, B2 nok bedst, men et lille overlap med B3

11.2 F=3.51, P-verdi=0.0218

11.3 (1) F=4.94, P -vaerdi=0.0096 (2)S2, S4

11.4 (1) P-verdi=0.838 (2) nej,P-verdi=0.0108, (3a) Alsa K1, A2:frit valg, A3:frit valg.
(3b) K1: frit valg, K2 sd ikke A1, (3¢c) ikke A1 K2

11.5 (1)ja, P-vaerdi = 0.4575 (2) ja, P - veerdi = 0.3178 (3) ja, ingen outliers,
(4)glas 2 og enten fosfor 1 eller 3.

11.6 (1)- (2) limtyper (3) 1I:[23.76;28.10], II: [22.69 ;27.04]

11.7 (1) Kun syrer har virkning, Svovlsyre sterst.  (2) 26.45, [25.17;27.73]

11.8 (1) Nej, P - vaerdi = 0.0463 (2) ja, P - verdi = 0.0777  (3) -

119 (1) - (2) -

11.10  ja, R forskellig fra de ovrige, ja

11.11 (1) T evt.Q ma foretreekkes. (2) -

KAPITEL 12
121 7' =533 ,P-vardi=0.0696

122 y°=12.64, P - vardi =0.027

12.3 Begge har signifikant virkning, vaelge vevemetode 2, og ikke matrialtype 3.
12.4 Begge, Vitaminbehandling 1 eller 3.
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