Kapitel 4

Introduktion til generaliserede
linesere modeller

4.0 Oversigt

Gennemgangen indledes med et motiverende eksempel (logistisk regression)
i afsnit 4.2. Efter den indledende abstrakte gennemgang betragtes dette ek-
sempel igen i afsnit 4.6.3 pa side 128.

Lige som den generelle linesere model er intimt knyttet til normalfordelings-
modeller, er de generaliserede linesere modeller knyttet til nogle bestemte
klasser af fordelinger, de sakaldte eksponentielle dispersionsfamilier.

Vi indleder derfor i afsnit 4.3.1 med at introducere disse familier og beskrive
egenskaber ved netop disse familier. Ved et specielt valg af parametrisering,
kan fordelingernes teetheder udtrykkes pa en feelles grundform (den kanoni-
ske form) (4.5), og med et parameteromrade for den kanoniske parameter,
der i mange tilfeelde er hele den reelle akse.

Med henblik pa anvendelserne er der imidlertid lige sa praktisk at benytte
en parametrisering ved middelveaerdien p. Denne parametrisering indfgres i
(4.11). Nogle vigtige egenskaber for fordelingerne kan netop udtrykkes ved
middelvaerdiparametriseringen:

e variansen er en kendt funktion (variansfunktionen) af middelveerdien,
w; (def. 4.3.4)
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e logaritmen til sandsynlighedstaetheden afthsenger gennem en funktion,
deviansfunktionen af observationen y og middelveerdien p; (4.16)

e deviansfunktionen, der udtrykker afvigelsen mellem en observation y
og modelveerdien p, er bestemt af fordelingens variansfunktion; (4.14)

I afsnit 4.4 betragtes likelihoodfunktion, scorefunktion og informationsma-
trix for et observationssaet fra en eksponentiel dispersionsparameterfamilie.

De generaliserede linezere modeller indfgres nu i afsnit 4.5:

o [ stedet for at betragte linesere modeller for middelvaerdien af observa-
tionerne, betragter vi linesere modeller for en funktion, linkfunktionen
(4.32) af middelveerdien

e i stedet for at minimere kvadratafvigelsessummer og opspalte kvadrat-
afvigelsessummer, minimerer og opspalter vi deviansen ; (4.22)

e vi kan umiddelbart vurdere modeltilpasning (goodness of fit) ved at
udfgre et y?-test for deviansen svarende til den maksimale model; (saet-
ning 4.8.1)

e og vi kan tilsvarende udfgre test for modelreduktion ved y2-test for
reduktion af deviansen (seetning 4.10.1) ; (4.87)

Fordelingsforhold for estimatorer, fittede veerdier, residualer m.v. modsvarer
situationen med normalfordelte observationer, blot geelder egenskaberne kun
approximativt, da de bestemmes ved linearisering af den ikke-linesere model.
Gennemgangen i afsnit 4.7 til 4.11 modsvarer derfor gennemgangen af den
generelle linesere model - dog med den undtagelse at for generaliserede line-
eere modeller er det muligt at teste modeltilpasningen som vist i afsnit 4.8.
Gennemgangen afsluttes i afsnit 4.11.1 med et detaljeret eksempel.

I afsnit 4.12 introduceres en udvidelse af modelklassen til at omfatte modeller
med overdispersion, og i afsnit 4.13 skitseres handteringen af generaliserede

linegere modeller i dedikeret statistik-software (SAS og S-plus).

Den generelle linesere model for normalfordelte data omfatter bade rene “re-
gressionsmodeller” (med kontinuerte forklarende variable) og modeller med
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“faktorstruktur” (med kategoriske forklarende variable) samt kombinatio-
ner af disse. Udvidelsen til forskellige responsfordelinger fgjer yderligere en
dimension til disse modeller. I afsnit 4.14 betragtes eksempler pa “regres-
sionsmodeller” for forskellige responsfordelinger, og i afsnit 4.15 betragtes
eksempler pa tofaktormodeller for forskellige responsfordelinger.

4.1 Baggrund og hovedideer

Den generelle linesere model er bekvem til analyse af linesere middelveerdistruktu-
rer, fordi

e man kan bestemme eksplicitte mindste kvadraters lgsninger ved simple ma-
trixoperationer,

e og fortolkningen ved begreber fra vektorrumsteorien giver indsigt i hvad der
foregaar ved estimation og modelreduktion.

Den generelle linezere model og mindste kvadraters metode har veeret kendt, si-
den Gauss diskuterede dem i 1809 og 1811. I 1821 og 1823 viste Gauss, at disse
mindste kvadraters estimatorer havde mindst varians blandt linesere estimatorer i
normalfordelingsmodellen. Laplace (1816), (og ogsa den danske statistiker Thiele
(1889, 1897, 1903)) diskuterede ortogonaliseringen af modellen og Thiele beskrev
en kanonisk (universel) form for den generelle linesere model. Formuleringen i ab-
strakt vektorrumsnotation udvikledes i 1960’erne. For en nogenlunde tidssvarende
matematisk statistisk fremstilling af den generelle linezere model se fx Christensen

[1].

Sidelgbende med udviklingen af denne generelle indsigt i egenskaberne ved den
generelle linesere model, opstod der i 1960’erne en raekke teoridannelser omkring
andre, specielle problemstillinger og modeller. Blandt andet kan naevnes arbejder
omkring modellering og analyse af antalstabeller (contingency-tables), der indpas-
sede analyse af strukturer i antalstabeller i en generel modelklasse, log-lineere
modeller. En hovedide i analysen af denne klasse er indlejringen af logaritmen
til middelveaerdiparameteren i Poisson-fordelingen i et vektorrum og udnyttelse af
vektorrumsstrukturen (ortogonalitet/uatheengighed) i formulering og analyse af
modellerne. Se McCullogh og Nelder [6] for en beskrivelse af nogle af de udviklin-
ger, der har dannet baggrund for den nuvaerende teori.

Samtidigt udvikledes ogsa en stgrre indsigt i de fundamentale egenskaber for de

sakaldte eksponentielle familier af fordelinger jvf nedenfor afsnit 4.3.1. Med bag-
grund i denne indsigt formulerede Nelder og Wedderburn i 1972 en generel teori
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for analyse af linesere strukturer for en funktion (linkfunktionen) af middelveerdien
af observationer, hvis fordeling tilhgrer en eksponential familie. Hovedreferencen
til denne modelklasse er stadig McCullagh og Nelder [6]. Der er siden fremkom-
met en reekke andre leerebgger, der beskriver disse modeller, ogsa ud fra et mere
anvendelsesorienteret synspunkt . (fx. af Lindsey [10], af Fahrmeir and Tutz [8],
Myers, Montgomery and Vining [12] og McCulloch and Searle [11])

Den generelle linesere model knytter sig steerkt til en modellering af observationerne
som “middelveaerdi plus st@j”, hvor “stgjbidraget” antages at veere normaltfordelt
og med samme varians, og hvor middelveerdi teenkes at have en lineser struktur.
Mens disse antagelser kan taenkes opfyldt i nogen grad for kontinuerte maéalinger,
stiller sagen sig anderledes nar malingerne er resultatet af opteellinger, eller er
forhold mellem optellinger (andele). I sadanne situationer, som ssedvanligvis mo-
delleres ved Poisson- eller binomialfordelingsmodeller, er fordelingerne “skaeve”,
der er ikke samme varians, og middelveaerdistrukturen er ikke linezer. De generali-
serede linezere modeller tilgodeser netop disse forhold.

4.2 Motiverende eksempel

Som introduktion til den abstrakte gennemgang betragter vi indledningsvist
et eksempel.

Eksempel 4.2.1 Fosterdodelighed hos mus

Data fra Price et al. The developmental toxity of diethylene glycol dimethyl
ether in mice [35]

I et eksperiment til vurdering af toxiteten af et industrielt oplgsningsmiddel,
diethylene glycol dimethyl aeter, (diIEGdiME) udvalgtes en rackke gravide
mus, som i de ti forste dage af graviditeten dagligt fik injiceret en dosis
(diIEGdIME). To dage senere undersggte man fostrene.

Antallet af dgde fostre som funktion af den indgivne koncentration er vist i
nedenstaende tabel:
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Indeks | Antal | Antal fostre | Indgiven koncentration
dade [mg/kg pr. dag]
1 15 297 0
2 17 242 62.5
3 22 312 125
4 38 299 250
5 144 285 500

Den interessante storrelse er andelen af dgde fostre; men en lineser model for

andelen af dgde fostre

her er der et problem.

ANDEL
06

03

02

pi = B1 + Box;

vil ikke afspejle det faenomen, at andelen ligger mellem nul og een, sa allerede

Musefosterdeadelighed
Andel dede mus mod dosis

0.0
T

T T T
300 400 500

CONC

Endvidere er der ogsa et problem med varianshomogenitet. Det vil veere
naturligt at modellere antallet af dode fostre, Z;, ved en given koncentration,
x; ved en B(ng, p;)-fordelt variabel, og dette indeberer for Y; = Z;/n;, at

VY] =
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dvs variansen for den i’te observation atheenger af antallet af eksponerede fo-
stre, n;, (som vi kender og maske nok kan korrigere for), og af dedssandsynlig-
heden, p; ved dosis x;, og det er jo netop denne storrelse, p;, som vi gnsker
at bestemme.

Endelig kan man ogsa bemeerke, at den seedvanlige middelverdi plus stgjbidrag
model ikke er seerligt hensigtsmeessig til at beskrive variationen af den obser-
verede andel. Dels afheenger, som neevnt, variansen pa stgjbidraget af mid-
delveerdien, og dels kan det samlede resultat af middelveerdi plus stgjbidrag
jo ikke overstige 1.

Vi kan altsa ikke klare os med den generelle linezere model, men ma udvide
begrebsapparatet

I stedet for en linezer model for middelverdien (her p;) af observationerne Y;
vil vi veelge en funktion, linkfunktionen af middelveerdien; her veelges logit-

transformationen
9(p) =In (L)
L=p
og formulere en lineer model for disse transformerede middelveerdier

m:m(lpi >,¢:1,2,...,5.
— Di

nemlig modellen med den lineere prediktor
Hy : ni:ﬂl+ﬂ2xiai:172a"'75a (41)

Transformationen tilbage til dedssandsynligheder, p; er den logistiske funk-
tion

Hy: p; =exp(fB1 + Boxi) /{1l + exp(B1 + Boxy)}, i=1,2,...,k

og modellen kaldes undertiden en logistisk regressionsmodel.
Det bekvemme ved transformationen n = In <p/ (1 - p)) er at den fgrer

p €]0, 1] over i hele den reelle akse n € R, hvor det er naturligt at benytte
linesere modeller.

\Y
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4.3 Naturlige eksponentielle familier, ekspo-
nentielle dispersionsfamilier

4.3.1 Naturlige eksponentielle familier

De fordelinger (Normal-, Binomial-, Negativ Binomial-, Poisson-, Gamma-
fordeling), der seedvanligvis betragtes i indledende statistikkurser, har nogle
veesentlige egenskaber felles. Saledes har vi set, at ved uafhsengige, iden-
tisk fordelte gentagelser vil summen af observationerne, eller summen af en
funktion af observationerne veere sufficient for middelvaerdiparameteren. Det
geelder endvidere, at ved en passende parametrisering vil affine hypoteser
vedrgrende parameteren modsvares af tilsvarende affine transformationer af
observationerne.

Sadanne egenskaber deles af en stor gruppe af fordelinger, der under ét be-
tegnes eksponentielle familier. (En familie af fordelinger er bare en para-
metriseret samling af fordelinger, fx samlingen af binomialfordelinger med
antalsparameter n for alle sandsynlighedsparametre p).

Definition 4.3.1 Naturlig eksponentiel familie

De sakaldte naturlige eksponentielle familier er familier af fordelinger, hvis
teetheder (eller sandsynlighedsfunktioner) med hensyn til et forelagt mal (of-
test Lebesguemalet eller teellemalet) kan skrives pa formen

fx(z;0) = c(x) exp{Ox — k(0)} (4.2)

Formen (4.2) kaldes den kanoniske form (dvs grundformen). Nar familien er
fremstillet pa denne form, kaldes parameteren 6 for den den kanoniske para-
meter, og funktionen x(-) kaldes kumulantfrembringeren.

(For X ~

(0,1) er teetheden for fordelingen af X netop pa ovenstaende
form med k(0)

= 62/2).
v

Tabel 4.1 pa side 115 indeholder en oversigt over nogle seedvanlige fordelin-
ger, der kan udtrykkes som eksponentielle familier.
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Eksempel 4.3.1 Bernoullifordeling som naturlig eksponentiel fa-
mailie

Lad X folge en Bernoullifordeling med parameteren p. Frekvensfunktionen for for-
delingen af X er da

gx(z:p) = p™(1 — p)l—:v =(1-p) (1].%1)5” forx =0,1 (4.3)

for0<p<1.
Indfgrer vi nu

0—log(1L> for0<p<1
-Dp

ser vi, at frekvensfunktionen (4.3) kan skrives som

fx(x;0) = exp{fx — log (1 + exp(@))}

der netop er pa formen (4.2) med

x(6) = log (1 + eXp(e))

Vi bemeerker i gvrigt, at ved repraesentationen af familien af Bernoullifordelinger
som en eksponentiel familie mister vi de to udartede fordelinger svarende til hhv
p=0ogp=1. \Y

Eksempel 4.3.2 Exponentialfordeling som naturlig eksponentiel fa-
malie

Lad X folge en eksponentialfordeling med skalaparameter 3. Teethedsfunktionen
for X er da

ax(aif) = 5 exp(—a/f)  for0<a (1.4)

hvor 0 < S.
Indfgrer vi nu

0= for 0 < 3

-1

g

ser vi, at frekvensfunktionen (4.4) kan skrives som
fx(x;0) = exp{fzx — log(—0)}

der netop er pa formen (4.2) med

#(0) = log(—0)
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Bemeaerkning 1 Relation mellem observation og parameter

Ved omskrivning af grundformen til
fx(x;0) = c(x)b(0) exp{Ox}

ser man, at teetheden (og likelihoodfunktionen) faktoriseres i et produkt af en
faktor, der alene afhsenger af observationen, x, en faktor, der alene afhsenger af
parameteren, 6, og endelig faktoren, exp{fx}, hvor bade = og # indgar. Dette in-
debarer, at ved et st af uathaengige, identisk fordelte observationer, X1, ..., Xy,
vil T =" X; veere sufficient for 6.

Ser vi specielt pa bidraget til log-likelihood funktionen,
(0;x) = 0x — k(9)

for to veerdier, x1 < w9, finder man, at for ethvert #; findes der en veerdi, 65 med
91 < (92, sadan
6(91; .’El) = 6(92; .’EQ)

En sendring, 1 — x2 kan altsa opvejes af en sendring, 61 — 0 sddan at man opnar
samme likelihood.
Man siger, at familien har monoton likelihood -ratio.

AEndringen, 0; — 03 er bestemt af kumulantfrembringeren x(-). Kumulantfrem-
bringeren er saledes bestemmende for stgrrelsen af den sendring i 6, der modsvarer
(i form af usendret likelihood) en aendring i .

\Y

4.3.2 Eksponentielle dispersionsfamilier

Af hensyn til anvendelserne i forbindelse med generaliserede linesere modeller
indfgrer vi straks en ekstra parameter pa den naturlige eksponentielle fami-
lie, en precisionsparameter, som i denne fremstilling kaldes .

Definition 4.3.2 Eksponentiel dispersionsfamilie
En eksponentiel dispersionsfamilie af fordelinger for den variable Y har teet-
hedsfunktion (eller sandsynlighedsfunktion) pa formen

fr(y;0,\) = c(y, \) exp[MOy — k(0)}] (4.5)
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hvor parameterrummet, €2 for den kanoniske parameter, 6, er en delmaengde
af den reelle akse. For de fleste seedvanlige modeller, er parameterrummet
for 0 hele den reelle akse. Parameteren A > 0 kaldes precisions parameteren.
(For Y ~ N(f,0?) er teetheden for fordelingen af Y pa formen (4.5) med
k(0) = 60%/2 og A = 1/0?).

\Y

Eksempel 4.3.3 Binomzialfordelingen som eksponentiel dispersions-
familie

Lad Z fglge en Binomialfordeling med antalsparameter n og sandsynlighedspara-
meter p. Frekvensfunktionen for fordelingen af Z er da

9z(%;p) = ( Z )pz(l—p)”z = ( Z ) (1—p)" (%)Z for z=0,...,n

for0<p<1.
og frekvensfunktionen for fordelingen af Y = Z/n er derfor

wrin) = (o ) -pri = (2 Y- ()7 )

fory=0,1/n,...,10g0<p<1.
Indfgrer vi som for

9:log(1L> for0<p<1
ser vi, at frekvensfunktionen (4.6) kan skrives som

fy(y:0) = exp{n (91/ — log (1 + eXp(é’)))}

der netop er pa formen (4.5) med

k(0) = log (1 + exp(@))
og A =n. \Y%
Eksempel 4.3.4 Gammafordeling som eksponentiel dispersions-
familie
Lad X folge en Gammafordeling G(«, ) med formparameter « og skalaparameter
B. Teethedsfunktionen for X er da

1 2\

ra,f)==—— | = exp(—z/0 for 0 < x
ox(wian) = s (5) expl-/8)
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hvor 0 < S.
Vi vil i stedet betragte Y = X/a € G(a, §/a) som har taethedsfunktionen

; = 1 y Oé_leX —Yy or
) = pizn () ewlwa/s) o<y (@)

Indfgrer vi som for

1
f=—  for0<p
B

ser vi, at frekvensfunktionen (4.7) kan skrives som

a—1,a

fY(ya 04,0) = yl—\

exp {a(@y — log(—6)> }

der netop er pa formen (4.2) med

og A= q.

Fortolkningen af preecisionsparameteren A som et antal “elementarobservationer”
er i analogi med det foregaende eksempel. For heltallige veerdier af a kan fordelin-
gen X € G(a, #) nemlig opfattes som fordeling af summen af o uatheengige Ex(()
fordelte variable. \Y

Afsnit 4.17 giver en uddybende beskrivelse af teorien for eksponentielle fami-
lier. For en udfgrligere introduktion til de eksponentielle dispersionsfamilier
henvises til Jorgensen, [5].

Udvidelsen af klassen af naturlige eksponentielle familier med denne praeci-
sionsparameter har til formal at adskille de middelveerdirelaterede egenska-
ber, der er karakteriseret gennem kumulantfrembringeren k(-) fra sadanne
dispersionsegenskaber, som karakteriseres af stikprovestgrrelse, feelles vari-
ans, feelles overdispersion mv, der ikke er knyttet til middelveerdien.

Vi vil se, at i nogle sammenhaenge angiver denne preaecisionsparameter et
kendt antal observationer, i andre sammenhaenge repraesenterer den en ukendt
dispersion, som i normalfordelingen. I disse sidste situationer bruger man ofte
symbolet o2 = 1/) for denne dispersionsparameter. Og i SAS bruges beteg-
nelsen scale for en funktion af dispersionsparameteren 1/A; fx bruges beteg-
nelse scale for spredningen ¢ i normalfordelingen, sa man bgr veere papasselig
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med fortolkningen af scale i SAS.

Bemseerkning 1 Dispersionsparameteren indgar sammen med y i nor-
meringskonstanten

Vi bemzerker, at dispersionsparameteren, o> = 1/, indgar i normeringskonstanten
c(y; A\), dvs sammenhzengen mellem observationer og dispersionsparameter er ikke
sa simpel, som mellem observation og kanonisk parameter. Det er blandt andet
dette forhold, der fgrt til indfgrelse af begrebet quasi-likelihood til handtering af
situationer med ukendt dispersionsparameter, se afsnit 4.12.1

\Y

Bemeaerkning 2 Andre grundformer af eksponentielle dispersions-

familer

Undertiden ser man exponentielle repraesenteret pa formen

yo — b(0)
a(9)

i lighed med McCullogh og Nelders oprindelige repraesentation. (Denne repraesen-

Fu:0,0) = ex ) (48)

tation benyttes blandt andet i SAS’ referencemanual).
Den vaesentligste forskel fra (4.5) er, at preecisionsparameteren A er udtrykt som en
funktion 1/a(¢) af en parameter ¢, der har relation til en sakaldt scale parameter.

\Y

4.3.3 Middelveaerdiafbildning, kanonisk link, variansfunk-
tion, og enhedsdevians

Egenskaberne for den eksponentielle dispersionsfamilie er i det vaesentlige be-
stemt af kumulantfrembringeren «(-) og preecisionsparameteren A. Der gaelder
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E[Y] = #(0) (4.9)
VY] = , (4.10)

7(0) = K'(0) (4.11)

= 7(0) af parameterrummet , €2, for den kanoniske parameter, ¢, ind pa
en delmaengde, M, af den reelle akse, middelverdirummet.

Groft taget er middelveerdirummet det konvekse hylster for fordelingens
stotte. Middelveerdirummet er der, hvor observationerne er, fx hvis observa-
tionerne er andele dgde musefostre (med mulige veerdier 0/n,1/n,...,n/n)
er middelveerdirummet delmeengden 0 < p < 1 af den reelle akse. Dette til
forskel for den kanoniske parameter, som befinder sig i et mere abstrakt vek-
torrum.

Middelveerdiafbildningen 7(-) er monoton, idet vi har

7'(0) = k" (0) = AV[Y] > 0

Definition 4.3.3 Kanonisk link, linkfunktion, lineer prediktor
Relationen mellem de to parametriseringer er bestemt ved p = 7(0) med 7(+)
givet ved (4.11). Den omvendte afbildning

0=7""(u (4.12)

kaldes den kanoniske linkfunktion.

I teorien for generaliserede linezere modeller er en link funktion en vilkarlig
monoton afbildning, = g(x) af middelveerdirummet ind pa (en delmaengde)
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af den reelle akse, der har til formal at danne den lineere prediktor.

Bemarkning 1 Middelverdirum og kanonisk parameterrum.
Prisen for at benytte den kanoniske parameter

Middelvaerdirummet, M, er billedmengden, 7(Q2) for det kanoniske parametere-
omrade, €, og er saledes indeholdt i det konvekse hylster for fordelingens stotte.

Men betragt fx. binomialfordelingen, Y = Z/n, med Z ~ Bin(n,p) og med kano-
nisk parameter, = In(p/(1—p)) €] — 00, co[. Det konvekse hylster for fordelingens
stotte er det lukkede interval [0, 1], men den kanoniske parameter 6 kan ikke frem-
bringe veerdierne p = 0 og p = 1 (svarende til § = +00), sa disse veerdier af
middelveerdiparameteren, p, hgrer ikke med til middelvaerdirummet M =|0, 1].

Dette giver os problemer, nar vi vil maksimume-likelihood estimere 6 svarende fx
til observationen y = 0, for “estimatet” er jo # = —oo som ikke eksisterer.

Havde vi bare holdt os til middelveerdiparameteren p, og tilladt parameterrummet,
p € [0,1] ville maksimum af likelihoodfunktionen ligge pa randen af parameter-
omradet, men det ville sameend ikke veere sa slemt.

Prisen for at bruge den kanoniske parameter kan altsa veere, at vi kan ramme ind
i situationer, hvor maksimum-likelihood estimatet ikke eksisterer.

Definition 4.3.4 Enhedsvariansfunktion

Ved at indfgre middelveerdiparameteren i (4.10) kan man udtrykke fordelin-
gens varians som en funktion, enhedsvariansfunktionen af middelveerdien i
fordelingen som

V(u) =" (77" (1)) (4.13)
\Y

Det kan vises (afsnit 4.17), at en naturlig eksponentiel familie er entydigt
fastlagt af sin variansfunktion, og derfor er ogsa en eksponentiel dispersions-
familie entydigt bestemt af sin variansfunktion.
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Der er saledes to sekvivalente parametriseringer af en eksponentiel disper-
sionsfamilie, nemlig

e ved kanonisk parameter, 0 og kumulantfrembringer, £(0) med middel-
veerdiafbildning mv.

e cller ved middelverdiparameter, u og variansfunktion, V (i).

BEMARK i gvrigt forskellen pa variansfunktionen, V (-), som er en reel
funktion af fordelingens middelveerdi, og variansen, V[-] som er knyttet til
fordelingen af en stokastisk variabel.

Definition 4.3.5 Devians (enhedsdevians)

Parametriseringen ved middelveerdiparameteren, u, letter sammenligningen
af observationer, y, med parameterverdier, u, der er bestemt svarende til
en bestemt model. Til brug for sammenligning af en observation, y, og en
modelveerdi, p, indfgrer vi nu (forklaring kommer senere) enhedsdeviansen

d(y; p) =2 /y %/Zu?; du (4.14)

hvor V (-) angiver variansfunktionen. Enhedsdeviansen udtrykker saledes afvi-
gelsen mellem y og i, veegtet med den reciprokke varians for enhver veerdi
mellem y og . Og det er da egentlig i sig selv et meget fornuftigt princip
at veegte disse punkter med preecisionen (den reciprokke varians/usikkerhed)
svarende til disse potentielle middelveerdier.

For normalfordelingen, hvor variansen ikke afhsenger af middelveerdien, dvs
V(p) = 1, er enhedsdeviansen blot kvadratafvigelsen d(y; u) = (y — p)?. For
en gammafordeling, er variationskoefficienten uathsengig af middelveerdien,
dvs V() = p?, og enhedsdeviansen bliver da d(y; ) = 2x{y/pu—In(y/pu)—1}.

\Y

Figur 4.1 viser enhedsdeviansen svarende til hhv en normalfordelingsmodel og
en binomialfordelingsmodel for observationerne y = 0.1, y = 0.3 og y = 0.5.
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Enhecideians for nommeicng Enhegiadesias i Bnomaiireing

Figur 4.1: Enhedsdeviansen for normalfordeling (tv) og binomialfordeling
(th)

Det ses, at mens enhedsdeviansen for normalfordelingsmodellen er symme-
trisk, er enhedsdeviansen for binomialfordelingen “skaev”; jo nsermere obser-
vationen er ved O eller 1, desto mere udtalt er skaevheden.

Bemeaerkning 1 Taylorudvikling af enhedsdeviansen

En Taylor-udvikling af d(y; 1) omkring y = p giver approksimationen

Ay 1) ~ % . (4.15)

der tidligere er foreslaet af Pearson som et mal for tilpasning.

\%

At enhedsdeviansen spiller en sa vaesentlig rolle, skyldes det faktum, at teet-
hedsfunktionen, (4.5), kan udtrykkes ved middelveerdiparameteren, u, igen-
nem enhedsdeviansen som

gy (Y; 11, A) = a(y, \) exp {—% d(y;u)} : (4.16)

hvor d(y; ) er enhedsdeviansen (4.14).
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De to parametriseringer (kanonisk parameter, 6, og middelveerdiparametri-
sering, p) supplerer hinanden. Mens parametriseringen ved den kanoniske
parameter, 6, har den fordel at parameterrummet er den reelle akse, og der-
for er velegnet til lineere operationer, har parametriseringen ved middelvaer-
diparameteren, p, den fordel, at observationer, y, direkte kan sammenlignes
med den tilhgrende middelverdiparameter, p, da de begge er udtrykt i samme
maleenhed.

Det folger ved betragtning af (4.16) at enhedsdeviansen (4.14) maler
‘neerheden’ af y og p udtrykt som forskel i log-likelihood (skaleret med en
halv gange praecisionsparameteren \).

Enhedsdeviansen kan tilsvarende opfattes som et udtryk for den normerede,
eller relative likelithood for 1 svarende til observationen y. Forholdet

L y)

Rl y) = — =070
(1) max,, L(1;y)

udtrykker jo netop den relative likelihood af p (i forhold til den maksimale
likelihood.

Tilsvarende er
d(y; ) = —2[l(p; y) — max £(ps; y))

jo blot -2 gange logaritmen til denne relative likelihood, se ogsa bemaerkning
4 pa side 206.

Tabel 4.1 angiver variansfunktion, V' (u), enhedsdevians, d(y; ), og preeci-
sionsparameter, A\, for de fordelinger, der hyppigst mgdes i industrielle an-
vendelser. Bemaerk, at vi har udvidet samlingen af ssedvanlige fordelinger
med den inverse Gauss-fordeling, da denne fordeling undertiden bruges til at
beskrive hgjreskaeve fordelinger, som man fx mgder i forbindelse med analyse
af palidelighed og styrke, se fx Seshadri, [17], og for fuldsteendighedens skyld
tillige med den generaliserede hyperbolske secantfordeling, se fx Jorgensen [5].

Undertiden bruger man notationen Y ~ ED(u, V(u)/\) for at angive, at Y har
teethed (4.16) med deviansfunktionen d(y;u) specificeret ved variansfunktionen

114



Tabel 4.1: Middelveerdirum, enhedsvariansfunktion og enhedsdevians for en
rackke ssedvanlige fordelinger

|Family | M | V(y) | unit deviance d(y, pt) A 0
Normal | (—o0,00) 1 (y — p)? 1/0? i
Poisson | (0, 00) p 2{yIn(y/p) = (y — )} - In ()
Gamma | (0,00) 1 2x{y/p—In(y/p) -1} | a® 1/p
Bin 0,1 [pd—p) 2{yIn(y/m)+ n [ (p/(1—p)

1—yn((1-y/(—p)}
Neg Bin | (0,1) [ p(l+p) | 2{yn(y(1+w)/[(Q+y)p]) | r? In(p)
+In ((L+p)/(1+y)}
I Gauss | (0,00) p (y — w)?/(y x pi*) 1/
GHS® | (—o00,00) | 1447 |2y{arctan(y) — arctan(u)}+ | 1/0? |  arctan(u)
+In ((L+p)/(1+4)

& The precision parameter A can not be distinguished from the mean value.
b Gamma distribution with shape parameter o and scale parameter p/a.
Y = Z/n, where Z is the number of successes in n independent Bernoulli
trials.

1Y = Z/r, where Z is the number of successes until the rth failure in
independent Bernoulli trials.

¢ Generalized Hyperbolic Secant Distribution
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V() gennem (4.14). Notationen er i analogi med notationen N(u,0?), der angiver
normalfordelinger. Udover at notationen er velegnet til at beskrive fordelingen af
foldninger af exponentielle dispersionsfamilier, tjener den ogsa til at markere, at
den seedvanlige fortolkning

observation = ’ sand veerdi ’ + stgj

ikke er velegnet til at beskrive data for ikke-normalt fordelte méalinger. Betragtes
eksempelvis en Poisson-regression, er afvigelser fra linien ikke ngdvendigvis heltal-
lige, og derfor kan disse afvigelser jo ikke beskrives ved Poissonfordelte variable.
Det afggrende er, at der er specificeret en model for middelveaerdien, u, og at for-
delingen af svarende til denne veerdi af p er karakteriseret ved fordelingen med
variansfunktion V().

Bemarkning 2 Foldningsegenskaber

Preecisionsparameteren, A, spiller en vigtig rolle ved formulering af foldningsegen-
skaber for eksponentielle dispersionsfamilier: Lad Y7, ...,Y,, veere uafheengige sto-
kastiske variable med Y; ~ ED(u, V(1)/Ai), hvor Aq, ..., A\, er kendte konstanter.
Lad Ax = > A, og betragt det praecisionsvaegtede gennemsnit,

1 &
Y =—> \Y. 4.1
AZI (4.17)

Da gelder, at Y ~ ED(u, V(1)/A«). Eksempelvis har man for Y3,...,Y, uafheen-
gige Bernoulli fordelte variable, Y; ~ ED(u, (1 —p) /1), at Y ~ ED(u, (1 —p) /)

svarende til en binomialfordeling af Z =n x Y. \Y%

4.4 Model, likelihood og scorefunktion

4.4.1 Model for et observationssaet

Vi antager, at den statistiske model for observationssattet Yi,Ys,... Y, er
givet ved, at Y’erne er indbyrdes uathaengige, tilhgrende samme eksponenti-
elle dispersionsparameterfamilie med kumulantfrembringer x(-) og med pree-
cisionsparameter for den i’te observation givet som en kendt veegt, \; = w;.

Antagelsen indebeerer, at teetheden for Y; er pa formen (4.5), hvorfor den
simultane teethed er
k

f(y;0) =exp [Z w;(iy; — K(QZ))] H c(yi, w;) (4.18)

i=1
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Ved indfgrelse af middelveerdiparameteren, p = 7(0) jvf. (4.11) og enhedsde-
viansen (4.14) finder man ved benyttelse af (4.16), at den simultane teethed
kan udtrykkes ved middelveerdiparametrene pa den sekvivalente form

k

k k
9(y; ) = HQY(%;Miawi) = exp [— %Zwid(yi;m)] [T ctwiwi) (419

i=1
4.4.2 Likelihoodfunktion, scorefunktion
og informationsmatrix
Antag, at fordelingen af observationssaettet Y7, Ys,...,Y,, kan beskrives ved
(4.18) eller den eekvivalente form (4.19).
Da er log-likelihoodfunktionen

k

lh(0y) = Zwi(eiyi—ﬁ(ei)) (4.20)

i=1

k
1 1
Llwy) = — 2 sz‘d(%;ﬂi) == §D(Y§#) ) (4.21)
i=1
hvor

k
D(y;p) =Y wid(yi, i) - (4.22)

i=1

Bemeaerk analogien med normalfordelingsmodellen (3.7) og sterrelsen D(y; w)
(3.6) i normalfordelingsmodellen.

Selv om D(y; p) givet ved (4.22) ikke er en egentlig norm, udtrykker den
en form for “afstand” mellem observation og modelmiddelveerdi i lighed
med normalfordelingsmodellen.

Scorefunktionen mht den kanoniske parameter 6 fas direkte af ( 4.20) som

0
00;

lo(0;y) = wi(y; — 7(6;)) (4.23)
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eller pa matrixform

0

g L0(0:y) = diag(w)(y — 7(8)) (4.24)
hvor diag(w) angiver en diagonalmatrix, hvis i’te diagonalelement er w;, og
(1)
0

7(0) = :
7(0r)

angiver resultatet af den koordinatvise middelvaerdiatbildning.

Den observerede information (2.7) mht 6 er
. . 0 :
i(0:y) = diag{w} 5,7(8) = diag{wir"(0;)}
= diag{w; V(7(6;))} (4.25)

hvor V(7(#)) angiver variansfunktionens veerdi svarende til veerdien y = 7(0).

Vi bemaerker, at da den observerede information ikke afhsenger af observa-
tionen y, er den forventede information lig med den observerede information

(4.25).

Men i modseetning til normalfordelingssituationen er likelihoodfunktionens
krumning ikke konstant, men afthaenger af parametervaerdien 6.

Ved benyttelse af (2.11) finder man scorefunktionen med hensyn til middel-
vaerdiparameteren

w;

I (p; y) = diag { 70

}W—u) (4.26)

Den observerede information er

itaiy) = dine { s |+ -] L @
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og den forventede information svarende til parameterseettet p er derfor

i(p) = diag { } , (4.28)

V()
hvilket naturligvis ogsa kunne ses direkte ved brug af (2.12).

Vi bemeerker, at den observerede information mht middelveerdiparameteren
p afheenger af observationen, y.

4.5 Generaliserede linezre modeller

4.5.1 Generaliseret lineser model, dimension og model-
matrix

Nu kan vi sa formulere en generaliseret lineer model for observationssaettet
Yiy- - Yk

Definition 4.5.1 Generaliseret lineer model

Antag, at fordelingen for Y7,Y5,...,Y, kan beskrives ved at Y7,Ys, ..., Y,
er uafheengige variable, hvis fordelinger kan beskrives ved en eksponentiel
dispersionsmodel (4.16) med samme variansfunktion, V().

En generaliseret lineeer model for Y1,Ys, ..., Y, er en affin hypotese vedrg-
rende veerdierne 1y, 1, ..., n af en transformation,
1 = g(h)
af middelveerdierne iy, pa, . .., pur. Hypotesen er af formen
Hy :m—mny€e L, (4.29)

hvor L er et linezert underrum af R® af dimension m, og hvor n, angiver en
vektor af kendte offsetverdier. \Y%
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Forskellen fra den generelle linesere model for normalfordelingen er

e dels, at fordelingen af observationerne nu beskrives ved en mere gene-
rel klasse af fordelinger, (eksponentielle dispersionsfamilier, hvis stgtte
ikke ngdvendigvis er hele den reelle akse, som for normalfordelingen),

e og derfor maler man overensstemmelse mellem observation og
parameterveerdi pa en made, der afspejler egenskaberne ved den
pageldende fordeling

e dels, at den linesere del ikke vedrgrer middelveerdien, p, men en funk-
tion, n af middelveerdien.

Nar vi bare tilgodeser disse forskelle, kan vi kan genbruge en raekke begreber
fra afsnittet om den generelle linesere model.

Nedenstaende figur illustrerer den generaliserede linesere model i de to rum,
den linesere preaediktor, 0, (til venstre) og middelveerdirummet, p, (til hgjre).
Observationerne y identificeres naturligt som tilhgrende middelvaerdirum-
met.

Definition 4.5.2 Dimension af generaliseret lineer model
I analogi med def. 3.2.2 kaldes dimensionen m af underrummet L for model-
lens dimension. \Y%

Definition 4.5.3 Modelmatrix for generaliseret lineer model
Safremt der er valgt en basis for L, sadan at hypotesen kan udtrykkes pa
formen

n—1ny=X8 medB3eR", (4.30)

hvor X har fuld rang, kaldes matricen X for hypotesens modelmatriz i lighed
med definition 3.2.3. og vektoren

X' = (4.31)
hvis elementer er den i’te raekke i modelmatricen, kaldes modelvektoren for

den 7’te observation. \V4
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Figur 4.2: Lineser preediktor (tv) og middelveerdirum (th) for en generaliseret
linezer model

theta_k

theta_1

9-Ymu)

4.5.2 Komponenter i en generaliseret lineaer model

En generaliseret linezer model for observationerne Y7, Y5, ..., Y} er saledes
karakteriseret ved

Variansfunktionen V' (), der beskriver hvorledes variansen sendrer sig med
middelveerdien, u,

En linezer komponent, den linezere praediktor, der beskriver den line-
ere afhengighed af de forklarende variable

n=(x")B

Link funktionen g(-), der beskriver hvilken funktion af forventningsveer-
dien, der beskrives ved den linesere praediktor

g9(n) = (x*)'B
Evt. en praecisionsangivelse ),
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Ad variansfunktion:

Udover variansfunktionen V(-) indgar evt dispersionsparameteren o og veeg-
ten w; for den i’te observation til beskrivelse af variansforholdene. Dispersions-
parameteren kan veere kendt, eller den skal eventuelt estimeres fra data.

Ad linkfunktionen:
Linkfunktionen, g(-) sammenknytter den linesere preediktor 7; med middel-
veerdiparameteren u; = E[Y;] ved relationen

;= g() (4.32)

Den omvendte afbildning ¢~'(-) udtrykker forventningsveerdien u ved den
linegere praediktor n:

n=g"(n)

dvs
pi=g ' (x'B) =g (Z Iz‘jﬁj) (4.33)
J
Afsnit 4.16 angiver nogle ssedvanlige linkfunktioner.

Ad preecisionsangivelsen \;:
Preecisionsangivelsen kan veaere formuleret som

e kendte individuelle vaegte, \; = w;. Man siger da, at man har en vegtet
model,

e en (ukendt) felles dispersionsparameter, o> med A = 1/02. Man siger
da, at man har en model med overdispersion.

e cller evt. som en kombination af disse \; = w;/d? .

I den indledende gennemgang vil vi ngjes med at betragte en vaegtet model.
I afsnit 4.12 betragtes modeller med overdispersion.

4.5.3 Fuld model

Vi indferer lige nogle tekniske definitioner:
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Definition 4.5.4 Fuld model svarende til generaliseret lineer mo-
del

Betragt en generaliseret lineser model for Y7, ..., Y:. Den uindskreenkede mo-
del, der tillader alle u; at variere frit i deres veerdiomrade, kaldes den fulde,
eller mettede model (eng: saturated). Dimensionen af den fulde model er an-
tallet af observationer, k.

Under den fulde model er estimatet for u; blot observationen y;.

4.5.4 Lokal design matrix

Definition 4.5.5 Lokal design matrix
Betragt en generaliseret linezer model med modelmatricen X og variansfunk-
tionen V(+).

De koordinatvise afbildninger
pi =g (m)
sammen med den linesere afbildning (4.30)
n=Xg

definerer g som en funktion af 3. Funktionen er en vektorfunktion R™ — R¥.

Matricen

kaldes den lokale design matriz svarende til parameterveerdien 3.

I udtrykket (4.34) angiver diag{1/¢'(1;)} en k x k dimensional diagonalma-
trix, hvis i'te diagonalelement er 1/¢'(1;), hvor u; bestemt ved (4.33), dvs.
som middelvaerdien af den i’te observation under hypotesen (4.30) svarende
til parametervaerdien 3, dvs

i = pi(B) = (g™ (m)) = (g™ (x;8)) (4.35)
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hvor x; er modelvektoren for den i’te observation givet ved (4.31)
For den kanoniske link er g(-) = 771().

I tilfeeldet med den kanoniske link geelder derfor

g == - (4.36)

Bemeaerkning 1 Fortolkning af lokal design matrix

Den lokale design matrix X(3) udtrykker den lokale (for den aktuelle veerdi
af 3) reskalering af modelmatricen, X, der er ngdvendig for at tilgodese ikke-
lineariteten i transformationen fra den lineaere preediktor i til p. I figur 4.2
udspeender den lokale designmatrix tangentplanen til den krumme middel-
veerdiflade i punktet p. \Y4

Bemarkning 2 Den lokale design matrix ved kanonisk link

Safremt linkfunktionen netop er den kanoniske link, dvs g(u) = 77! (1) bliver

jvf (4.36), hvorfor vi har

du] : { 1 } .
— | = diag = diag{ V(1) ¢,
ldn g' (1) V)
saledes at den lokale designmatrix bliver
X(8) = diag{V ()X (4.37)

\%

Vi bemeerker igvrigt, at ikke-lineariteten (linkfunktionen) kun optraeder ko-
ordinatitvis, dvs vedrgrende én koordinat ad gangen.
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4.6 Maksimum likelihood estimation

4.6.1 Estimation

Seetning 4.6.1 Estimation © generaliserede lineere modeller
Betragt den generaliserede lineaere model (4.29) for observationerne Y7, ... Yy
og antag at Y7,...Y} er indbyrdes uafheengige med fordelinger, der kan be-
skrives ved en eksponentiel dispersionsmodel med variansfunktion V(-), og
eventuelt veegte w;.

Safremt L er parametriseret ved parametrene 3 svarende til modelmatricen
X (4.30), bestemmes maksimum-likelihood estimatet for 3 ved at minimere

totaldeviansen D(y; p) (4.22) med hensyn til 8 for p = p(B). Estimatet 3
bestemmes som lgsning til

[X(8)]iu(u)(y —p) =0, (4.38)

hvor X () angiver den lokale designmatrix (4.34), og p = p(3) angiver de
fittede middelveerdier svarende til parametersaettet 3,

wi(B) =97 (xi'B) (4.39)

og i, (p) angiver den forventede information med hensyn til p, (4.28).

Likelihoodligningen (4.38) ma i almindelighed lgses ved en iterativ procedure,
se eksempel 4.6.2.

Hvis fordelingen af Y;’erne er en normalfordeling (med variansfunktion V' (u) =
1) er lgsningen den ssedvanlige mindste kvadraters lgsning.

Bevis:
Scorefunktionen med hensyn til middelveerdiparameteren p er jvf. (4.26)

L(p;y) = diag { VQ(U;Z,) } (y — 1)

Det folger da af (2.11), at scorefunktionen med hensyn til 3 er

’

6 = |55] i) = X0 dine{ s v i) (a0
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Indsaettes (4.28) i dette udtryk finder man
9
9B
der netop forer til (4.38). \Y

U(Byy) = 2=1s(Bry) = [X(8)] iu(p) (y — (B)),

Bemarkning 1 For den kanoniske link fas estimatet ved lgsning
af middelverdiligningen

For den kanoniske link reduceres den lokale designmatrix X(3) jvf bemaerk-
ning 2 pa side 124 til diag{V'(x;) } X, hvorfor likelihoodligningen (4.38) bliver

X' ding {1 (1)} ding { 1 b = ).

dvs
X" diag{w;} y = X' diag{w;} p (4.41)

Ligningen (4.41) kaldes middelvardiligningen, eller normalligningen i lighed
med (3.15).

For en uvaegtet model reduceres middelveerdiligningen til den simple form

X'y = X'u(B) (4.42)
\Y

Det folger af (4.38), at

Den fittede veerdi, i bestemmes altsa ved projektion (mht informationsma-
tricen) ned pa tangentplanen til modelfladen, og residualerne er ortogonale
pa denne tangentplan.

4.6.2 Fordeling af maksimum-likelihood estimat

Saetning 4.6.2 Asymptotisk fordeling af maksimum-likelihood esti-
mat
Safremt hypotesen n = X3 er sand, vil

B - ﬁ aés Nm(oa E) ’ (443)
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hvor symbolet “gr betyder “asymptotisk fordelt som” (nar antallet af ob-
servationer, der indgar i de enkelte Y’er vokser mod uendeligt), og hvor

dispersionsmatricen ¥ for 3 er

DIB) - = — X W(B)X]" (4.44)
med |
W(3) = diag {m} , (4.45)

Det i, j'te element, 7;;, i ¥ angiver kovariansen imellem (3; og f3;.

Det j’te diagonalelement oj; i 3 angiver variansen for BJ

\%

Bemarkning 1 Dispersionsmatricen ved kanonisk link
Safremt specielt linkfunktionen er den kanoniske link, reduceres “vaegtmatri-

cen” W(B) (4.45) til
W(B) = diag {w;V/ (1)} (4.46)
\%

Bemearkning 2 Estimation af dispersionsmatricen Man finder et
estimat, X for dispersionsmatricen ved at indssette de estimerede veerdier, 3
i (4.44), hvorved man far

~

D[F] = £ = X' W(B)X] ! (4.47)

Diagonalelementet udskrives af SAS-Insight under Parameter Estimates. Ma-
tricen 3 udskrives under Estimated Cov matrix.

\Y
Bemszrkning 3 Fortolkning af “vaegtmatricen” W(3)
Vaegtmatricen W (3) afspejler de vaegte, hvormed de enkelte observationer indgar

i estimationen, ud over den vaegtning, der allerede er tilgodeset ved modelmatricen.

Saledes ser vi af (4.45), at de vaegte, der er tilknyttet observationerne i en vaegtet
model indgar i vaegtmatricen.
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Endvidere geelder, at jo stgrre veerdi af

Vig(Y)] = [¢' (VY] = [¢'(0)]*V (1) ,
desto mindre vaegt tilleegges observationen, da den transformerede observation (pa

n-skalaen) er mindre praecis.

Vi bemsaerker, at en stor varians V() pa den oprindelige Y-skala kan opvejes af
en flad link-funktion (lille veerdi af ¢’(u)). Hvis store sendringer i u ikke indebeerer
vaesentlige sendringer i 7, betyder en stor usikkerhed pa Y jo ikke sa meget.

For den kanoniske link er veegtmatricen W(3) jvf (4.46)

W(B) = diag {w;V (1)}

Der galder altsa her, at jo stgrre varians, desto stgrre veegt tilleegges den pageeldende
observation. Dette tilsyneladende paradoks skyldes, at for den kanoniske link er
linkfunktionen g(u) bestemt af variansfunktionen, og der gaelder

1
/
9 ) =7
V(w)
dvs jo stgrre varians, desto fladere linkfunktion. Betydningen af linkfunktionens
fladhed er altsa stgrre end betydningen af usikkerheden pa observationen. \Y%

4.6.3 Eksempel pa endimensional regression med ka-
nonisk link

Eksempel 4.6.1 Endimensional regression ved kanonisk link
Lad Yi,...Y}, veere uathaengige variable, hvis fordeling kan beskrives ved en
eksponentiel dispersionsmodel og betragt modellen specificeret ved parame-
terstrukturen

Hy: O;=a+p0x;, 1=1,2,...,k, (4.48)

hvor x1, s, . . ., x, er et st af kendte kovariater, og hvor 6; = 77 (u;) angiver
veerdierne af den kanoniske parameter.
Hypotesen Hj er pa formen

91 1 T

92 1 i) ( o )
| B

Hk 1 T



dvs. netop af formen (4.30) med modelmatricen X givet ved den k x 2-
dimensionale matrix

1 T
1 =«
X = ’
1 T
Idet N
> i1 Wil
X' diag{w;} y =
Zle W;T;Yi

og tilsvarende
Sy wir(a+ ;)
X' dlag{wz} K= ’
S wii (o + By)

far man da for en uveegtet model (w; = 1), at estimatet fi;, i = 1,2,...,n
under modellen Hy bestemmes ved
fi = 7(@+ i) | (4.49)

hvor 7(+) angiver middelveerdifunktionen, og @ og B bestemmes som lgsning
til

k

Su = Yo rlot i)

i=1

(4.50)
k k
Z TiYi = Z z;7(a + B;)
i=1 i=1
For en veegtet model med veaegtene wy, . .., w; bestemmes & og B ved

k k
Z WY = Z w;T(a + B;)
i=1 i=1
(4.51)

k k
Z Wiy = Z wiz;T (o + ;)
i=1 i=1
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Eksempel 4.6.2 Fosterdgdelighed hos mus (fortsat)
Estimation af parametre - Tastetryk for SAS-Insight
Vi betragter atter data fra eksempel 4.2.1 pa side 101.

* kursus/stat3/pricemus.sas ;
OPTIONS LINESIZE=75 PAGESIZE=58;
TITLE ’Musefosterd’ ’17’x ’delighed’;
TITLE2 ’Andel d’ ’17°x ’de mus mod dosis’;
DATA PRICE;
INPUT CONC FOSTR DOD;
ANDEL = DOD/FOSTR;
ANDKOR = (DOD+0.5)/(FOSTR-DOD +0.5);
MYLGIT = LOG (ANDKOR);
CARDS;

0 297 15

62.5 242 17

1256 312 22

250 299 38

500 285 144

RUN;
I eksemplet opstillede vi regressionsmodellen for den kanoniske parameter:

Hy: 0;=a+px;, i=1,2,....k

Hypotesen er saledes et specialtilfeelde af eksempel 4.6.1 pa side 128, og vi finder
at middelveerdiligningen (4.51) til bestemmelse af « og 3 bliver

SF niexp(a+ Ba;) /{1 + exp(a + Bz;)} Sz

E:izlxiniexp(a-+»ﬂaq)/{l + exp(a + Bz;)} E:i:1$izi
(4.52)

idet vi har benyttet vaegtene w; = n; og udnyttet, at w;y; = z;, nar y; = z;/n;.
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Ligningerne ma lgses ved iteration. Som udgangspunkt for iterationen kan man
bruge mindste kvadraters estimat for linien tilpasset de observerede logit’er, /¢;,
dvs man kan benytte

(4.53)

0g
a=1~{—pz (4.54)

Man finder @ = —3.07497 og B = 0.005827. Disse veerdier kan benyttes som ud-
gangspunkt for en iterativ procedure, hvorved man finder de endelige estimater
& = —3.248 og 3 = 0.006389.

Som en vurdering af tilpasningen kan de fittede veerdier 0; (logit’er) og de tilsva-
rende fittede middelveerdier [i; beregnes.

De fittede veerdier af middelveerdiparameteren p; fas som

_ exp(—3.248 + 0.006389;)
Pi = T exp(—3.248 + 0.006389z;)

(4.55)

Veardierne er anfort i nedenstaende tabel.

Obs nr. 7 1 2 3 4 5
Koncentr.
0.0 62.5 125.0 250.0 500.0
[mg/kg/dag]
0; -3.24800 -2.84869 -2.44938 -1.65075 -0.05350
Di 0.03740 0.05475 0.07948 0.16101  0.48663

Nedenstaende figurer viser de observerede og de fittede logit’er og tilsvarende de
observerede og de fittede andele dgde mus.
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Musefosterdedelighed
Empirisk og estimeret logit dede mus

MYLGIT
14

CONC

Musefosterdodelighed
Empirisk og estimeret andel dode mus

CONC

Der ses at vaere en rimelig god overensstemmelse mellem observationer og model.
I afsnit 4.8 vil vi diskutere en metode til at vurdere tilpasningen.

Dispersionsmatricen for estimaterne fas af (4.44), hvor vi benytter veegtmatricen

W(B) bestemt ved (4.46) idet vi jo har brugt den kanoniske link, og hvor vi
indseetter estimatet 3 i stedet for den ukendte sande veerdi 3. Man far

Bl ol 0.02486  —0.00006
B |\ —0.00006 0.0000002
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Ved brug af SAS INSIGHT eller PROC GENMOD finder man det likelihoodkvo-
tientbaserede 95 % konfidensinterval for parametrene « og 3 som a € [—3.5673, —2.9486]
og f € [0.00555,0.00726].

I SAS Insight veelges Fit menuen, antallet af dgde fostre dod veelges som Y, kon-
centrationen CONC som X, og under Method vealges Response dist til Binomial,
og antallet af fostre, Fost, placeres i Binomial boksen (for at angive antalspara-
meteren, n, i binomialfordelingen). Som link-funktion vaelges Canonical eller Logit
(det kommer ud pa ét, da den kanoniske link for binomialfordelingen netop er logit-
funktionen). For at f4 de fittede véerdier af den linewre praediktor (1; = a+ ;) og
af dgdssandssynlighederne, p;, veelges under Output — Output Variables, Predicted
(for p;) og Linear Predictor (for 7;). \Y

4.6.4 Fejlophobningsloven, iterativt genvagtet mind-
ste kvadraters metode
I stedet for det simple mindste kvadraters estimat (4.53) og (4.54) kunne man

veere gaet ét skridt videre i sin fgrste approksimation ved at tage hensyn til
at de enkelte datapunkter har forskellig varians.

_pil—pi)/ni _ 1
[pi(1 — pi)]? nipi(1 — ps)

VI (Yi/(1 = Y)] = (¢' (1) "V[Y]

Udtrykket folger af fejlophobningsloven (“Law of error propagation”), der
udsiger at for Z = ¢g(Y) med E[Y] = p geelder

For g(y) = In(y/(1 —y)), er

J(y) = =9

hvorfor
Vg(Y)] = (¢'(1))?V[Y]
og sa kan man jo udnytte (3.16) med

1
> = diagd —————
lag{”ipz’(l — Di) }
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og godt nok kender vi ikke p;, men vi kan indsatte estimatet, p; = y; og
bestemme det veegtede mindste kvadraters estimat, hvor vaegten

w; =V (pi) X ny (4.56)

angiver estimatet for precisionen (den reciprokke varians).

Og nar man har faet det forste estimat, (@, B), kan bruge dette estimat til
beregning af fittede veerdier, p;, i analogi med (4.55), og sa kan vi genberegne
veegten, w;, jvf (4.56) svarende til dette forbedrede estimat p;. Og sadan
fortseetter man.

Denne fremgangsmade kaldes iterativt genvegtet mindste kvadraters metode,
(IRWLS). Fremgangsmaden illustrerer netop den vaesentlige egenskab ved de
generaliserede linesere modeller, at de tilgodeser at variansen for de enkelte
observationer athsenger af middelvaerdien.

Det gaelder generelt for den kanoniske link, at mindste kvadraters veegten er

hvor w; angiver den eventuelle veegt jvf (4.19), idet nemlig

4.7 Fordeling af fittede vaerdier og residualer

4.7.1 Fittede vaerdier og residualer
Vi indfgrer forst

Definition 4.7.1 Fittede verdier for generaliseret lineer model
Betragt den generaliserede linesere model, der blev behandlet i seetning 4.6.1.

Lad ,[A"J’ angive maksimum-likelihood estimatet for parameteren 3.

Ved de fittede verdier under hypotesen (4.30) vil vi forsta veerdierne

~

p=puXpB), (4.57)
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hvor den i'te veerdi ji; er givet ved
fi =g~ (7) (4.58)

med den fittede veerdi 7; af den linesere praediktor bestemt som
m=> @b =(x)B, (4.59)
j=1

hvor x} angiver modelvektoren svarende til den i’te observation givet ved
(4.31).

Safremt specielt linkfunktionen er den kanoniske link, bruges den kanoniske
parameter # som lineger preediktor, dvs (4.59) erstattes med

b= wfi=(x)B, (4.60)
j=1

\%

Betegnelsen residual bruges i almindelighed til at betegne en afvigelse mellem
en observation og den tilsvarende fittede veerdi. Seedvanligvis vil det geelde -
i det mindste approximativt -, at residualer har middelvaerdien nul.

I forbindelse med generaliserede linesere modeller ser man ofte forskellige for-
mer for residualer anvendt. Disse former adskiller sig ved den made, hvorpa
man beregner afvigelsen mellem observeret og fittet veerdi. Det simpleste af
disse er responsresidualet, der maler afvigelsen mellem observation og tilpas-
set (fitted) direkte i samme enheder, som observationerne y og middelvaerdi-
erne p. I afsnit 4.7.3 vil vi betragte andre former for residualer.

Definition 4.7.2 Responsresidual

Betragt den generaliserede lineaere model (4.30) for observationerne Y, ... Y.
Ved responsresidualet (eller blot residualet) svarende til modellen vil vi forsta
vaerdierne

T::TR(y“ﬁl):yl—ﬁz, 7,:1,2,,]{, (461)

hvor 7i; angiver den fittede veerdi (4.58) svarende til den 7'te observation.

\%
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4.7.2 Fordeling af fittede vaerdier og residualer

Bemaerkning 1 Geometriske egenskaber for responsresidualer
Udtrykkes maksimaliseringsligningen (4.38) ved vektoren af responsresidua-
ler, r = (y — p), ser vi, at maksimum-likelihood estimatet skal opfylde

X(B) (@) r=0,

dvs ialt m ligninger af formen
ll;- iu(ﬁ) r= O )
hvor vektorerne u; er sgjlerne i den lokale design matrix X(B)

Det geelder saledes i analogi med normalfordelingsresultatet (bemeerkning
2 pa side 47), at vektoren af responsresidualer er ortogonal pa rummet ud-

~

spendt af sgjlerne i den lokale design matriz X(8), hvor ortogonalitet males
med hensyn til det indre produkt defineret ved i,(1) dvs

(0.v) = u (@) v .

\Y

Ved en vurdering af residualer vil det vaere en fordel at kende variansen
pa disse residualer. Desuden kan det evet ogsa veere af interesse at kende
stgrrelsen af korrelationen mellem de enkelte residualer.

Det er ikke overraskende, at en sadan korrelation eksisterer. Observationerne
y kan variere frit i det k-dimensionale rum, men de fittede veerdier ligger pa
en m-dimensional flade, da er der kun dimensionen k& — m tilbage til resten

af variationen, dvs til residualerne.

Det folgende (ret tekniske) lemma diskuterer varians-kovariansforholdene for
responsresidualet.

Lemma : Fordeling af fittede verdier og residualer

Betragt observationsseettet Y7, ...Y og antag, at Y7, ...Y} er indbyrdes uaf-
haengige, hvis fordelinger tilhgrer en eksponentiel dispersionsmodel med samme
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variansfunktion V (i), og antag at link-funktionen er givet ved n = g(u) og
en eventuel vaegtning (eller veerdier af indeksparametre) er givet ved vaegtene
Ws.

Betragt en generaliseret lineser model af formen (3.12), og lad ,CAS' angive maksi-
maliseringsestimatet for parameteren 3, og lad endvidere p angive de fittede
vaerdier under denne hypotese.

p=pnXp),

Lad y angive de standardiserede verdier af y

1
y V() /w ’ (462

og i de lokalt standardiserede fittede vaerdier

L5 (4.63)

Hi = ———— Hi .
V(i) /w;

og lad endelig T angive de tilsvarende lokalt standardiserede responsresidualer

) = o (v ) (4.64)
Der geelder da:
D[r] ~ (I, — H(8)) (4.65)
og altsa specielt
Vi) ~ (1 = hai) (4.66)

Endvidere geelder at varians-kovariansmatricen for de (standardiserede) ob-
serverede veerdier y og de (lokalt standardiserede) preedikterede veerdier p

o[2]- (% 1) o




hvor H(8) er matricen:

H(B) = W(8)""X[X W(B)X]"'X'W(B)"” (4.68)
med .
= di — .
Wi0) = dins{ s | 09
Safremt linkfunktionen g(-) specielt er den kanoniske link er
W(B) = diag(V (1)) (4.70)
\Y

Bemaerk at vi har brugt betegnelsen lokalt standardiserede. Det fremgar jo
af (4.66) at disse lokalt standardiserede residualer ikke har samme varians.
De standardiserede residualer fremkommer af de lokalt standardiserede resi-
dualer ved yderligere at dividere med (1 — h;;)

4.7.3 Andre former for residualer

Ud over responsresidualerne vil vi her betragte deviansresidualer, Pearson-
residualer og Wald-residualer. Disse residualer kan yderligere standardiseres
ved division med (1 — hy) (jvf. (4.66). Disse former adskiller sig ved den
made, hvorpa man beregner afvigelsen mellem observeret og fittet veerdi.

Definition 4.7.3 Deviansresidual
Betragt den generaliserede linegere model (4.30) for observationerne Yi, ... Y}.
Ved deviansresidualet svarende til modellen vil vi forsta veerdierne

ry = rp(ys; fi:) = sign(y; — i) v/ wid(ys, ;) (4.71)

hvor funktionen sign(x) er fortegnsfunktionen, sign(z) = 1 for z > 0 og
sign(z) = —1 for x < 0, og hvor w; angiver den eventuelle veegt, d(y;p)
angiver enhedsdeviansen og Ji; angiver den fittede veerdi svarende til den i’te
observation. V

Da deviansen er en ikke-negativ stgrrelse, viser den ikke, hvorvidt observa-
tionen y; er storre eller mindre end den fittede veerdi f;. Da fortegnet for
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observationens afvigelse fra den fittede veerdi kan have interesse ved residu-
alanalyser, har vi derfor introduceret dette fortegn i definitionen af devians-
residualet.

Betragtning af deviansresidualer er i god overensstemmelse med likelihood-
betragtninger, da de jo essentielt udtrykker forskelle i log-likelihood.

Vi skal senere (i afsnit 4.8) betragte kvadratsummen af deviansresidualerne
som et mal for modellens tilpasning.

Definition 4.7.4 Pearson-residual
Ved Pearson-residualet svarende til den generaliserede linesere model (4.30)
vil vi forsta vaerdierne

Yi — Hi
V(1) fwi
Pearson residualet fremkommer af responsresidualet ved at skalere med /V[Y}].

Pearson-residualet maler saledes responsresidualet i enheder af den estime-
rede standardafvigelse for observationen. \Y

P

ri =rp(Yi; i) = (4.72)

Bemsaerkning 1 Kwvadratet pa Pearson residualet approximerer de-
viansen

Visa i (4.15) (bemeerkning 1 pa side 113), at Taylorudviklingen af enheds-
deviansen d(y; u) omkring y = p er
(y —n)*
d(y; p) =~ ~———, 4.73
altsa netop kvadratet pa det uvaegtede Pearson-residual.

Idet kvadratet pa deviansresidualet netop fremkommer ved at multiplicere
enhedsdeviansen med den eventuelle veegtfaktor har vi altsa

ro(y; )* = % = rp(y; )? (4.74)

\Y
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Definition 4.7.5 Wald-residual

Betragt den generaliserede lineaere model (4.30) for observationerne Y7, ... Y}
og lad middelveerdiafbildningen (4.11) svarende til modellen veere 7(-) med
den omvendte afbildning 0 = 77! (u). \Y

Definition 4.7.6 Wald-residual
Ved Wald-residualet svarende til den generaliserede linesere model (4.30) vil
vi forsta veerdierne

r = rwlys ) = {7 (W) — 7 (1) } V'V (i) (4.75)

\%

Bemeaerkning 1 Wald-residual madler afvigelser ¢ rummet af ka-
noniske parametre
Afbildningen 77!(+) fgrer netop middelveerdien yu over i den tilsvarende vaerdi
af den kanoniske parameter 6. Vi kan altsa opfatte Wald residualet som
en standardiseret afvigelse mellem y og p malt pa aksen svarende til den
kanoniske parameter.

Idet 5
- -1 _
o " (1)

(jvf. fx note om fordelinger med anvendelse i statistik, side 35), har man, at
afbildningen 771(+) ogsa kan udtrykkes som

7 Hu) = /H VHu)du (4.76)

0

hvor V~!(-) angiver den omvendte afbildning til variansfunktionen og hvor
o er en vilkarlig veerdi i middelveerdirummet M. Definitionen athaenger ikke
af valget af

Den approximative varians for Wald-residualet er 1. \Y%

Eksempel 4.7.1 Fosterdgdelighed hos mus (fortsat)
Vi betragter atter data fra eksempel 4.2.1 pa side 101.
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I eksempel 4.6.2 pa side 130 bestemte vi estimaterne & = —3.248 og B =
0.006389 for koefficienterne i den logistiske regressionsmodel 6; = o + Bx; og
endvidere bestemte vi de fittede vaerdier svarende til denne model.
Deviansen svarende til binomialfordelte observationer fas af tabel 4.1. Man
har enhedsdeviansen

d(y;p) =2 x {y(y/p) + (1 —y)n (L = y)/(1 = p)) }
og den vaegtede devians bliver derfor
wd(y;p) = 2n x {yIn(y/p) + (1 —y)In (1 —y)/(1 - p)) }

I nedenstaende tabel er for hver observation angivet de forskellige typer af
residualer.

Obs nr. ¢ 1 2 3 4 5)
Koncentr.

me ke /dag] 0.0 62.5 125.0 250.0 500.0

Antal fostre w; 297 242 312 299 285

Andel dgde y; 0.05051  0.07025 0.07051 0.12709  0.50526

1 (y;) -2.93386 -2.58289 -2.57884 -1.92693 0.02105

0; -3.24800 -2.84869 -2.44938 -1.65075 -0.05350

Di 0.03740  0.05475 0.07948 0.16101  0.48663

w;d(y:; Pi) 1.28117 1.03557 0.35573  2.70902  0.39599

r(Yi; Di) 0.01311  0.01550 -0.00897 -0.03392 0.01864

rp(yi; i) 1.13189  1.01763 -0.59643 -1.64591  0.62928

rp(Yi; Di) 1.19043 1.05984 -0.58585 -1.59571 0.62941

rw (yi; i) 1.18555  1.05673 -0.58544 -1.59065 0.62927
Man ser, at - bortset fra responsresidualet - er der ikke sa stor forskel pa de
forskellige typer af residualer. \Y%

4.8 Test for modeltilpasning

Fra normalfordelingsmodellerne er vi vant til at antage at den “yderste mo-
del” er tilstraekkelig, og derefter at bruge residualerne fra denne model som
estimat for variansen, o2 (evt lige efter et rimelighedscheck), og derefter bruge
dette variansestimat til at vurdere betydningen af de gvrige led i modelform-
len.
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I almindelighed er det ikke sadan for generaliserede linesere modeller (med
mindre der er en ukendt dispersionsparameter, ¢%). Nar vi har specificeret
fordelingsmodellen (eksempelvis binomial) ved vi jo, hvad variansen er (hvis
ellers vi kendte middelveerdien, men den estimerer vi jo). Sa man kan bruge
“residualerne” til at udfere et test for hvorvidt modellen kan antages at holde.

Vi indfgrer lige en definition:

Definition 4.8.1 Restdualdevians
Betragt den generaliserede linesere model defineret i def. 4.5.1 pa side 119 for
observationerne Y7,...Y}.

~

Ved residualdeviansen (eller blot deviansen) D(y;p(8)) for hypotesen
(4.30) vil vi forsta summen

k
D(y; n(B)) = Z wid(ys; 1ii) (4.77)

hvor d(y;; ii;) angiver enhedsdeviansen svarende til observationen y; og den
fittede veerdi f; (4.14), og hvor w; angiver de eventuelle veegte.

\%

Terminologien er lidt akavet, nar vi lige har indfgrt et deviansresidual, men
den synes at have vundet haevd i statistikprogrammel, sa derfor holder vi os
denne terminologi.

Bemaerkning 1 Restdualdeviansen er summen af de kvadrerede
deviansresidualer

Det folger af definitionen pa deviansresidualet (def. 4.7.3 pa side 138), at

TD(%? ﬁz‘)Q = wid(yi7 ﬁz‘)
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Saetning 4.8.1 Kwvotienttest for modeltilpasning i@ generaliserede
lineaere modeller

Betragt den generaliserede linesere model (def. 4.5.1) for observationerne
Yi,... Y.

Kvotientteststorrelsen for hypotesen
Hy:n=Xpg3 (4.78)
imod den fulde model har teststgrrelsen

G*(Hy) = D(y; p(B)) (4.79)
hvor D(y; ,u(B)) angiver residualdeviansen (4.77).

Under hypotesen (4.78) vil teststgrrelsen G?(H,) approximativt folge en
x2(k — m)-fordeling, hvor k angiver dimensionen af den fulde model og
hvor m angiver dimensionen af modellen svarende til Hy.

Hypotesen forkastes for store vaerdier af G*(Hy).

Bevis:
Kvotientteststgrrelsen er

G*(Ho) = 2[sup L, (p;y) — sup L,(1;y)] (4.80)
neM n=Xpg

hvor [, (p;y) angiver loglikelihoodfunktionen (2.3).
Det folger da af definitionen pa enhedsdeviansen (side 112), at den (bortset
fra veegtfaktoren w;) netop maler bidraget fra den enkelte observation til

kvotientteststorrelsen (4.80).

\%
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Bemeaerkning 1 Pearson teststorrelse for modeltilpasning

Det fplger af ovenstaende seetning 4.8.1 i forbindelse med (4.15), at storrelsen

X2 _ ;w % (4.81)

approksimativt fglger en x*(k — m) fordeling under modellen Hy. Man kan
saledes benytte X2 til test for modeltilpasning i lighed med D(y;u(3)).
Sterrelsen X? bestemt ved (4.81) kaldes Pearson teststorrelsen for modeltil-

pasning (goodness of fit).
\%

Sammenfatning

Vi kan vurdere tilpasningen ved den “yderste model” ved at sammenligne

~

residualdeviansen, D(y;u(3)) (eller Pearson teststgrrelsen, X?) med
fraktilerne i en y2-fordeling. Forkast for store veerdier af residualdeviansen.

4.9 Test af enkelte parametre

Test

Safremt man blot vil undersgge enkelte koefficienter i modellen, kan man
benytte resultatet i nedenstaende saetning til at vurdere hvorvidt koefficienten
kan antages at have en specificeret veerdi (seedvanligvis veerdien 0 svarende
til at den pageeldene variable ikke har nogen betydning).

Saetning 4.9.1 Test af hypoteser vedrgrende enkelte vaerdier (3;
Hypoteser 3; = ﬂ? vedrgrende specifike veerdier for de enkelte parametre kan
testes ved at betragte teststgrrelsen
5 a0
Ui = M (4.82)

J = )
\/O"j
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hvor &;; angiver detj’te diagonalelement i f], og sammenligne med fraktiler
i en N(0, 1) fordeling.

Testet forkaster for ekstreme veerdier af u;. Ved et tosidet test pa niveau o
har testet har testet saledes det kritiske omrade

‘Uj’ > Ul—q)2

Specielt bliver teststgrrelsen for hypotesen 3; = 0

uj = (4.83)

og forkaste for z; > x3__(1).
I SAS-Insight udskrives z; i skemaet Parameter estimates under rubrikken
Chisq.

Bevis:
Folger af seetning 4.6.1. \Y%

Konfidensintervaller

Et 100(1 — a) % konfidensinterval for 3; kan bestemmes som

{8; - 1(B) =10 }

hvor R

lo=1(8) — O'5X%fa(1)
Intervallet ma bestemmes ved iteration. Intervallet udskrives af SAS-Insight,
hvis man under Output har valgt C.I. (L.R.) for parameters.

Intervallet tilgodeser likelihoodfunktionens forlgh. Saledes vil det seedvanlig-
vis ikke veere symmetrisk omkring maksimum-likelihood estimatet (;.

Det seedvanlige (Wald) konfidensinterval fas af (4.83) som
ﬁj + Ul—a/2V 33']'
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Disse udskrives af SAS-Insight, hvis man under Output har valgt C.I. /Wald
for parameters.

4.10 Test af delhypotese

Ved en vurdering af hvilke koefficienter, der er ngdvendige til beskrivelse af
interessevariablen, kan man ga frem i analogi med fremgangsmaden for line-
eere normalfordelingsmodeller, beskrevet i afsnit 3.6.1.

Vi skal i det fglgende introducere det begrebsapparat, der benyttes ved en
sadan successiv testning af delhypoteser. Det vigtigste resultat er angivet i
szetning 4.10.1, der angiver den fundamentale opspaltning af residualdevi-
ansen D(y;u) i additive bidrag, der maler afvigelsen mellem delmodeller i
lighed med opspaltningen af kvadratafvigelsessummer i linezere normalforde-
lingsmodeller.

Betragt den fulde model
Hp:peQp CRF
for Y7, ...,Y}, og betragt modellen (den generaliserede lineszere model)
Hy: meLCR™
svarende til en k X m-dimensional modelmatrix X, af fuld rang m:
Hy: n=X,8, BeBCR", (4.85)

Ved anvendelse af seetning 4.8.1 kan man teste, om modellen kan opretholdes.

Safremt testet ikke forer til afvisning af hypotesen, kan man altsa antage, at
man har inddraget tilstraekkelig mange forklarende variable i modellen.

Lad H, angive en lineser delhypotese af Hy, dvs

H, ’I’]€L1CL
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hvor L; C R" med r < m.

Antag, at H; er udtrykt pa den parametriske form
H ,6':G1a, aEACRT,

hvor den m x r-dimensionale matrix G antages at have fuld rang, r.

Udtrykt ved den linesere praediktor 1 er hypotesen:
H: n=Xoa, acACR, (4.86)
hvor modelmatricen X; svarende til H; tilfredsstiller
X; =XG

Lad p(B(a)) angive de fittede veerdier svarende til maksimum-likelihood
estimatet af a under hypotesen H;

Man kan da benytte ssetning 4.8.1 til at udfgre et test for modeltilpasning
til hypotesen H;. Kvotientteststorrelsen for modeltilpasning af H; (imod den
fulde model) er den skalerede residualdevians, G*(H,) = D(y; p(B(a@))),
hvor residualdeviansen D(y; p(B())) méler afvigelsen mellem Hp og Hi,
dvs. modeltilpasningen til H;.

Under H; folger G*(H;) approximativt en x?(k — r) fordeling.

Teststorrelsen tager imidlertid ikke hensyn til, at vi allerede har accepteret
Hy. En del af variationen i de observerede data bestar i afvigelsen mellem
Hp og Hy. Ved testet for modeltilpasning til Hy har vi allerede vurderet disse
afvigelser som vaerende tilfeeldige. Nar vi derfor nu gnsker et test for Hy, bar
denne afvigelse ikke indga i den benyttede teststorrelse.

Udtrykt pa en anden made: De to sterrelser G*(Hy) = D(y;u(,@)), og
G?(H,) = D(y; n(B(@))) er ikke stokastisk uafheengige.

Da H; er en delhypotese af Hy geelder abenbart
sup Ly (p)  sup Ly(p)

HEN < SN
sup Ly () = sup Ly(p)
HEQ R HEQR
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hvor
Qo= {p1s s € R¥ [ g(m), -, g(m) € L}

0g
Q= {p, o €RM [ g(m), o g(un) € Lo}

angiver middelveerdirummene under de respektive hypoteser Hy og H;.

Men G?(H,) fas netop som —2 gange logaritmen til venstre side, og G*(H)
er —2 gange logaritmen til hgjre side. Der geelder derfor, at

G*(Hy) < G*(H,)

Forskellen G*(H;) — G*(H,) kan imidlertid tillsegges en selvsteendig fortolk-
ning som anfgrt i nedenstaende satning:

Saetning 4.10.1 Kwotienttest for delhypotese af generaliseret li-
neer model

Betragt den generaliserede linesere model
Hy: meLCR™

svarende til matrixfremstillingen 1 = X3 (4.85), og betragt delhypotesen
H: mel,CR

med matrixfremstillingen n = X a (4.86).

Kvotienttestet for H; under antagelse af at modellen Hy geelder, har da
teststorrelsen

G*(H,|Hy) (H1) — G*(Hy)

G2 ) 0
= Di(u(B); m(B(@))) (4.87)

Under hypotesen H; vil teststorrelsen D (g (B), p(B(ax))) asymptotisk folge
en x*(m — r) fordeling. Endvidere vil fordelingen af D(u(8); p(B(a)))
veere asymptotisk uafhaengig af G*(Hy) = D (y; u(,@))
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Bevis:

Da H; er en delhypotese af Hy, kan man faktorisere kvotientteststgrrelsen
qr for test af Hy mod Hp i et produkt af kvotientteststorrelsen gpo(y) for
test af Hy mod den fulde model, og kvotientteststorrelsen ¢o;(y) for test af
H; under Hy:

sup Ly(p)  sup Ly(p) sup Ly(p)
ara(y) = weh = L= — = qro(¥)q0,1(y)
’ sup Ly(p)  sup Ly(p) sup Ly(p) ’ ’

nEQ R HeEQR HEQ0

svarende til at logaritmen til likelihoodkvotienten spalter op i en sum

G*(H,) = G*(Hy) + G*(H,|Hy) , (4.88)

der udtrykker teststgrrelsen for tilpasning til hypotesen H; som en sum af
teststgrrelsen for tilpasning til Hy og teststgrrelsen for det betingede test for
tilpasning til H; (givet Hy er sand).

Udtrykt ved residualdevianserne har man

D(y; p(B(@))) = D(y; u(B)) + D(1(B); n(B(@))) - (4.89)

Fordelingsforholdene folger af de generelle asymptotiske resultater for kvo-
tienttestet. \Y

Bemerkning 1 Deviansanalyse

Spaltningen (4.89) kaldes en deviansanalyse, fordi den spalter deviansen sva-
rende til H; i to relevante komponenter. Spaltningen er analog til opspalt-
ningen af kvadratafvigelsessummer for normalt fordelte observationer. \Y%

Bemeaerkning 2 Fortolkning af opspaltningen
Deviansopspaltningen (4.88) svarer til en opspaltning af residualdeviansen
svarende til Hy i1 et bidrag, D(y; ,u,(ﬁ)), der beskriver afvigelsen fra Hy, og

et bidrag, D(u(,@); p(B(e))), der beskriver afvigelsen af H; fra H.
\Y
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Bemsarkning 3 Bestemmelse af devianserne
Residualdeviansen D (p(8); u(B(x))) kan udtrykkes ved enhedsdevianserne
d(-;+) (4.14) som

D(u(B); n(B(8r)) = Zw d(1:(B); ma(B(@))) | (4.90)

hvor vi har brugt betegnelsen ,uz(f’)’) for de fittede veerdier under Hy, og
wi(B(a)) for de fittede veerdier under H;.

p(B(a)) under de to modeller

) og
Hy og Hi, kan deviansbidragene w; d(u;(8); pui(B(@)) altsa bestemmes ved
hjeelp af tabel 4.1. \Y

Nar vi har bestemt de fittede vaerdier ,u,(

Bemeaerkning 4 Deviansanalyseskema med reference til minimal
model

Man ser undertiden deviansanalyseskemaer svarende til en model Hy udfor-
met svarende til en deviansopspaltning for Hy og den minimale model, Hy;,
nemlig en model, der kun indeholder et konstantled, det sakaldte interceptled.
Modelmatricen for en model, der kun indeholder interceptleddet, er en sgjle
med lutter ettaller.

Et sadant deviansanalyseskema ser ud som vist i tabel 4.2

\%

Testet for modelreduktion bestar saledes i at vurdere sendringen i residual-
devians, jvf (4.89)

D(u(B); (B = D(y; m(B(@))) — D(y: u(B))+ (4.91)

Hvis den reducerede model er tilfredsstillende, vil sendringen i residualde-
vians approksimativt fglge en y*-fordeling med et antal frihedsgrader, der
svarer til sendringen i modellens dimension.

Man forkaster saledes modelreduktionen, for store sendringer i residualde-
viansen

Bemeaerk analogien mellem (4.91) og (3.30)
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Tabel 4.2: Eksempel pa deviansanalyseskema omkring interceptled

Variationskilde f Devians middeldevians | Goodness of fit
fortolkning
Model Ho m—1 | D(u(B); fir) D(“ngﬁ_);f”f) G2 (H | Ho)
Residual (Error) | k—m | D(y; u(,@)) D(Z,’_Hf)) G*(Hy)
Korrigeret Total | k—1 | D(y; Hyy) G%(Hy)

Note: pi,, angiver estimatet for den feelles middelveerdi.

Bemerkning 5 Wald-test
SAS-Insight giver ogsa mulighed for en opspaltning ved de sakaldte Wald-
tests. Ideen er her, at man betragter teststgrrelsen

W = (6 — 6 () (6 — 0) (4.92)

hvor 6 angiver estimatet under Hy, 0 angiver estimatet under Hy, og z(b\)
angiver den observerede information under Hy. Safremt H; er sand, vil W
approksimativt folge en x*(m — r)-fordeling.

I modsaetning til likelihood-ratio testet, er Wald-testet ikke invariant under
alternative parametriseringer af modellen.

v
4.11 Successiv testning

Og hvis man mener at kunne acceptere modellen Hy, kan man fortseette med
at spalte deviansen D(p(B8);fiy) i lighed med behandlingen af normalfor-
delingsmodellerne. Type I og Type III opspaltninger har samme fortolkning
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som i normalfordelingsmodellerne. Kun bliver testene foretaget som test i
x2-fordelinger, da vi jo allerede kender variansforholdene under fordelings-
modellen.

4.11.1 Eksempel, tofaktor model med binomialt re-
spons

Det fglgende eksempel illustrerer formuleringen af en generaliseret lineser mo-
del svarende til en tofaktor model.

Eksempel 4.11.1 Udplantning af blommestiklinger

Data

Vi betragter data fra det forsgg, der blev omtalt i afsnit 3.7.5. Forsgget havde
til formal at vurdere forskellige faktorers betydning for blommestiklingers ro-
busthed. (Hoblyn og Palmer 1934)

Vi betragter her et delforsgg, der havde til formal at vurdere hvorledes
overlevelsesevnen afthaenger af tykkelsen og leengden af de udplantede stiklin-
ger.

Ved forsgget underspggte man to laengder, henholdsvis 6 [cm] og 12 [cm] og
tre tykkelsesgrader, 3-6 [mm], 6-9 [mm]| og 9-12 [mm]. I oktober udplantede
man 20 stiklinger af hver kombination af leengde og tykkelse, og aret efter

vurderede man, hvor mange af disse, der stadig var i live.

Resultaterne er angivet i nedenstaende tabel:
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Antal Antal Antal
Obs nr | Leengde  Tykkelse udplantede levende dgde
1 LA TYN 20 6 14
2 LA MID 20 14 6
3 LA TYK 20 18 2
4 KO TYN 20 4 16
5 KO MID 20 10 10
6 KO TYK 20 11 9

hvor symbolerne LA og KO angiver hhv. lange og korte stiklinger, og TYN,
MID og TYK angiver tynde, middel,og tykke stiklinger.

Model

Der er abenbart de to forklarende variable, leengde og tykkelse. Vi vil opfatte
begge variable som klassifikationsvariable (faktorvariable). Leengden har de
to niveauer {KO, LA} svarende til kort (6 [cm]) og lang (12 [cm]). Tykkelsen
har de tre niveauer {MID, TYK, TYN} svarende til middel (6-9 [mm]), tyk
(9-12 [mm]) og tynd (3-6 [mm]).

Ved den parametriske repraesentation vil vi tilgodese den faktorielle struk-
tur af de forklarende variable, og vi vil derfor parametrisere observationerne
svarende til skemaet:

Antal overlevende/antal udplantede ved blommeudplantning

tykkelse
Leengde | MID | TYK | TYN
KO 10/20 | 11/20 | 4/20
LA 14/20 | 18/20 | 6/20

dvs vi vil benaevne observationerne Z;;, ¢« = 1,2, j = 1,2,3, hvor 7 angiver
indeks for leengden, og j angiver indeks for tykkelsen

Vi veelger at modellere antallet, Z;;, af overlevende stiklinger ved en B(n;;, p;;)-
fordelt stgrrelse, hvor antallet af stiklinger, n;; = 20.

Familierne af fordelinger af Y;; = Z;;/n;; er eksponentielle dispersionsmodel-
ler med middelveerdien p;;, med den kanoniske link funktion

- (5%
I—p
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variansfunktionen
V(p) =p(1—Dp)

og praecisionsparameter (vaegt) w;; = ny;.

Vi veelger at betragte den kanoniske link, og formulerer hypotesen svarende
til forsvindende vekselvirkning i analogi med modellen for et tofaktorforsgg
for normaltfordelte malinger.

Ho: mij=p+ao+y (4.93)

Nar vi vil formulere modellen ved en modelmatrix, skal vi sikre, at matri-
cen har fuld rang. Der er derfor ikke plads til to leengde-parametre og tre
tykkelse-parametre.

Velger vi en parametrisering med lange, tynde stiklinger som reference (ay =
0, v3 = 0), finder vi modelmatricen svarende til modellen uden vekselvirk-
ninger

ICPT KORT MID TYK

1 0 0 0
1 0 1 0
X = 1 0 0 1
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1
med den tilsvarende parametervektor
ICPT 1
| KORT | | o
B = MID | m
TYK Yo

Estimation
Middelveerdiligningen bliver

2 2
Zyij = Z@ja j:17273
=1 =1
3

3
Zyij = Z@ja Z:LQ
j=1

j=1
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med A
5= exp(i + a; +7;)
Y 1+ exp(i + +7;)

Ligningerne ma lgses ved iteration.

Analysis Of Parameter Estimates

Parameter DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -0.6342 0.4048 2.4548 0.1172

LENG KO 1 -1.0735 0.4211 6.4992 0.0108

LENG LA 0 0.0000 0.0000 . .

TYK MID 1 1.6059 0.5082 9.9849 0.0016

TYK TYK 1 2.2058 0.5335 17.0977 0.0000

TYK TYN O 0.0000 0.0000

SCALE 0 1.0000 0.0000

NOTE: The scale parameter was held fixed.

Storrelserne Std Err angiver den estimerede spredning \A/[@] = 0j; pa den

estimerede parametervaerdi Bj, dvs kvadratroden af det tilsvarende diagonal-
element i D[3].

Test for modeltilpasning

Vi har mulighed for at foretage et test for forsvindende vekselvirkning i denne
model, idet goodness of fit-teststorrelsen jo netop maler modeltilpasningen
til denne model uden vekselvirkning.

Deviansanalyseskemaet er

Analysis of Deviance

Source DF Deviance Deviance / DF Scaled Dev
Model 3 27.0298 9.0099 27.0298
Error 2 1.8854 0.9427 1.8854
C Total 5 28.9152
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Residualdeviansen pa 1.8854 svarer til 61% fraktilen i en y3-fordeling. Der
er saledes ikke noget, der taler imod at antage en binomialfordelingsmodel
uden vekselvirkning for logit’erne.

Test af hypotese vedrgrende enkelte koefficienter
Vi vil nu undersgge hypotesen om effekten af tykkelse “middel” adskiller sig
fra referenceveerdien, tykkelse “tynd”.

Parameteren ~y; svarende til tykkelse “middel” blev estimeret til 7; = 1.6059
med den estimerede spredning /033 = 0.5082.

Teststgrrelsen for hypotesen v; = 0 er da

1.6059 — 0
= — =31
%= os0se 0
Idet P[N(0, 1) > 3.16] = 0.0079 ses det, at hypotesen ma afvises ved (tosidet)

test pa ethvert niveau stgrre end 1.6 %.
Bestemmelse af konfidensinterval for enkelte koefficienter

Vurdering af hvorvidt det kunne antages, at overlevelsen svarende til tykkelse
“middel” kunne taenkes at veere den samme som overlevelsen svarende til re-
ferenceniveauet, tykkelse “tynd”, dvs om koefficienten svarende til tykkelse
“middel” kunne teenkes at veere 0 kan tilsvarende foretages ved brug af et
konfidensinterval.

Parametrene til det seedvanlige Wald-konfidensinterval fas af udskriften. Pa-
rameteren ~y; svarende til tykkelse “middel” blev estimeret til 7; = 1.6059
med den estimerede spredning /o33 = 0.5082. Wald-konfidensintervallet sva-
rende til 95 % konfidenssandsynlighed fas da som

:)/\1 + 1.96 V033 ,

idet ugg75 = 1.96. Man far saledes intervallet

0.6098

1.6059 £1.96 x 0.5082 = { 26020
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Intervallet omfatter ikke veerdien nul.

Det likelihoodkvotientbaserede konfidensinterval ma bestemmes ved itera-
tion.

Logaritmen til likelihoodfunktionen i maksimumspunktet er
1(B;y) = —69.5127

og idet x245(1) = 3.841, skal man altsa bestemme de to veerdier af ; (hen-
holdsvis mindre og stgrre end 7y = 1.6059) sadan at logaritmen til profillike-

hooden [(7;;y) netop er

I(y1:y) = —69.5127 — 0.5 x 3.841 = —71.4334

I SAS Insight-proceduren under menuen Fit kan man klikke pa Output knappen,
hvorved der fremkommer en menu, der giver mulighed for valg af output-tabeller.
Her kan man specielt veelge hhv. 95 % Wald-konfidensintervaller eller 95 % LR
(likelihood-kvotient) konfidensintervaller for de estimerede parametre.

Herved fas konfidensintervaller for samtlige parametre, som vist nedenfor:

95% C.I. (Wald) for Parameters

Variable LENG TYK Estimate Lower Upper
INTERCEPT -0.6342 -1.4277 0.1592
LENG KO -1.0735 -1.8989 -0.2482
LA 0.0000 . .
TYK MID 1.6059 0.6098 2.6020
TYK 2.2058 1.1602 3.2514

TYN 0.0000

Vi ser, at det likelihood-kvotient baserede 95 % konfidensinterval for koeffi-
cienten svarende til tykkelse “middel” er (0.6393; 2.6439). Intervallet er ikke
symmetrisk omkring maksimum-likelihood estimatet 7; = 1.6059, men inter-
vallet afviger dog ikke saerlig meget fra det simplere Wald-konfidensinterval.

Successiv testning
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95% C.I. (LR) for Parameters

Variable LENG TYK Estimate Lower Upper
INTERCEPT -0.6342 -1.4672 0.1378
LENG KO -1.0735 -1.9267 -0.2659
LA 0.0000 . .
TYK MID 1.6059 0.6393 2.6439
TYK 2.2058 1.2012 3.3050

TYN 0.0000

Nedenstaende inklusionsdiagram figur 4.3 illustrerer de to keeder, der kan
konstrueres for et forspg med to faktorer .

Det geelder imidlertid, at teststgrrelsen for fjernelse af et bestemt led i model-
formlen afthaenger af, hvilke andre led, der indgar i modellen pa det pageeldende
trin.

I praksis vil man derfor sikre sig at alle relevante led tilgodeses, nar man
vurderer, hvorvidt et bestemt modelled kan udelades af modellen.

Safremt man i situationen svarende til figur 3.4 har accepteret hypotesen om
forsvindende vekselvirkning, dvs at man har godtaget modellen svarende til
modelformlen LENG + TYK, da vil testet svarende til den venstre gren i dia-
grammet modsvare at man undersgger, om der er paviselig effekt af tykkelsen,
nar man tilgodeser at stiklingerne har forskellig leengde og korrigerer herfor.
Tilsvarende vil testet svarende til den hgjre gren i diagrammet modsvare at
man undersgger, om der er paviselig effekt af leengden, nar man tilgodeser at
stiklingerne har forskellig tykkelse og korrigerer herfor.

Type-I analyse 1 SAS og S-plus

Hvis man underFit-menuen i SAS proceduren INSIGHT har specificeret mo-
dellen (for binomialfordeling med antalsparameter ANT og logit-link):

LEV = LENG TYK

og man velger outputoptionen Type I Tests, udskrives en tabel af form
som i tabel 4.3, hvor leddene i tabellen svarer til ggningen i modeldevians
nar man bevager sig op igennem den venstre gren af inklusionsdiagrammet
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Figur 4.3: Inklusionsdiagram svarende til tofaktormodeller for blommeforsgg

LENG.TYK
LENG +TYK

LENG TYK

~,

0

Tabel 4.3: Eksempel pa udskrift af Type I-test, SAS procedure INSIGHT
Leddene tilfgjes i reckkefglgen LENG og TYK.

Type I (LR) Tests

Source DF Chi-Sq Pr > Chi-Sq
LENG 1.0000 5.6931 0.0170
TYK 2.0000 21.3367 0.0001

fig 3.4. Reekkefglgen svarer til den raekkefglge, hvori leddene er angivet i mo-
delformlen. Leddet TYK i tabellen svarer derfor her til effekten af tykkelse,
nar der er korrigeret for den eventuelle effekt af lengden.

Testene ved at ga forskellige veje i inklusionsdiagrammet er illustreret i ne-
denstaende figur
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4.12 Modeller med overdispersion

Det kan forekomme, at man ikke opnar modeltilpasning ved den “yderste”
model, og undertiden vil man da veelge en model med overdispersion, dvs
en model af formen (4.16), hvor \; = w;/0? jvf. 122, hvor parameteren o2
angiver overdispersionen, se fx Lee og Nelder [7].

Tilstedeveerelsen af en sadan (konstant) overdispersion sendrer ikke estima-
tionen af parameteren @ knyttet til middelveerdien, idet overdispersionen
blot indgar som en feelles faktor i (4.38).

Hvis man kender parameteren, o2, pa forhand, kan man jo blot lade den
indga i w; som en kendt veaegt i modellen.

Seedvanligvis, nar man velger en model med overdispersion, vil parameteren
o? ikke vaere kendt pa forhand, men skal estimeres ud fra data, og sa begyn-
der problemerne at melde sig, for sa indeholder likelihood-funktionen (4.19)
ogsa faktoren [T, a(y:, wi/0?).

Hvis man har et eksplicit udtryk for denne normeringsfaktor, kan man princi-
pielt bestemme maksimum-likelihood estimatet for o2. I praksis veelger man
imidlertid ofte at bruge resultatet i saetning 4.8.1 som udgangspunkt. I til-
feeldet med overdispersion gaelder nemlig at D(y; pu(3)) approximativt folger
en o%x?(k — m)-fordeling, og man kan da veelge estimatet

~

3 = Dy BN/ (k= m) = = > wdlai)  (494)

~

svarende til at man seetter residualdeviansen, D(y; u(83)) lig med sin mid-
delvaerdi (Scale= Deviance).

Alternativt kunne man benytte Pearson-goodness of fit teststorrelsen (4.81),

og veelge
k ~
. 1 (ys — 11:)?
I — E i 4.95
O dev kE—m w V(ﬁz) ( )

i=1

(Scale= Pearson) jvf bemaerkning 1 side 144.
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Tabel 4.4: Eksempel pa deviansanalyseskema for ukendt dispersions-
parameter

Variationskilde f Devians middeldevians | Test

S o | DwB):p®3) | D(u(B):n(A))/(m —r)
Mellem H; og Hy | m —r | D(u(8); n(¥)) p—— Dl (B))/ (k)
Afvigelse fra Hy | k—m | D(y; w(B)) D(Z,’_ 'r(rlLB))
Total k—r | D(y;pn(¥)) D(Z’i‘?))

Og sa har man et estimat for 02, som man bruge til bestemmelse af en skale-
ret devians ved modelreduktion. Undertiden sammenligner man den saledes
skalerede devians med fraktiler i en x2-fordeling - selv om den jo har lidt mere
variation pga divisionen med estimatet for o2. Principielt burde de skalerede
devianser (divideret med teellerens frihedsgrader) nok snarere sammenlignes
med en F-fordeling, da de jo er en kvotient af to uathaengige, approximativt
X2(f)/ f-fordelte storrelser, og dette er ogsa fremgangsmaden i PROC GEN-
MOD. Se afsnit 4.13 for valg af SCALE option.

Bemaerk analogien til normalfordelingssituationen, hvor vi ogsa bruger resi-
dualvariationen svarende til den yderste model til estimation af dispersions-
parameteren, o2, dvs vi kan ikke teste goodness-of fit til den yderste model,
men ma tage denne model for givet.

4.12.1 Quasi-devians og quasi log-likelihood

Definition 4.12.1 Quasi-devians og quasti log-likelihood
Resultatet i seetning 4.6.1 at estimatet for B3 bestemmes ved at minimere
totaldeviansen D(y; p) frister umiddelbart til at bruge en minimering af en
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“devians” som et almindeligt estimationsprincip.

Man kan konstruere en familie af fordelinger, hvor variansen er en fastlagt
funktion V() af middelveerdien og derefter i lighed med (4.14) definere en
quasi-devians ved

Vi(u)

og derefter estimere p ved at minimere deviansen som i ssetning 4.6.1.

d(y;,u)zQ/yy_udu . (4.96)

En sadan stgorrelse kaldes en quasi-devians (quasi=lige som), og den tilsva-
rende storrelse D(y; ) kaldes en quasi loglikelihood, da den jo ikke ngdvendigvis
indeholder al information om p’erne. Med mindre familien er en naturlig eks-
ponentiel familie vil den tilsvarende sandsynlighedsteethed jo indeholde en
yderligere faktor, der fremkommer ved normering af quasilikelihood’en til en
sandsynlighedstaethed, der integrerer til 1, og denne faktor vil i almindelighed
afhaenge af bade p og y. \Y4

4.13 Veerktgjer i SAS og S-plus

4.13.1 Generaliserede linezere modeller i SAS Insight

I SAS Insight analyseres generaliserede linesere modeller i lighed med de
generelle linesere modeller ved brug af Fit menuen.

Knappen Method frembringer en menu, hvor man kan vaelge

e Response Dist. Valget af af responsfordeling indebeerer automatisk valg
af Variansfunktion V(u) og dermed af enhedsdevians d(y; p) jvf formel
(4.14) og oversigten i tabel. 4.1

e Link Function: Man kan her veelge linkfunktionen, dvs den funktion, der
angiver, hvilken funktion af middelveerdien, der skal veere den lineere
praediktor.

Forhandsvalget er den kanoniske link jvf. tabel 4.1
Ved linkfunktionen Power kan man vaelge potensen i linien til hgjre.

e Scale: Her kan man sa engang imellem veelge dispersions- eller praeci-
sionsparameter (fast w eller o%) se nedenfor
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Endvidere er der rubrikkerne

e Binomial som bruges, hvis man har valgt binomialfordeling som respons-
fordeling
Ved valg af binomialfordelingen kan responsvariablen Y enten have
veerdierne nul eller én svarende til en Bernoullivariabel. I dette tilfzelde
anfgres ikke noget i rubrikken Binomial
Eller responsvariablen Y angiver det binomialfordelte observerede an-
tal. I dette tilfeelde placeres antalsparameteren n; i rubrikken Binomial,
og maskineriet regner sa pa andelene y; /n; og bruger (implicit) veegtene
w; = n,. Fittede veerdier er p’er.

e Offset Her placeres den variable, der angiver et eventuelt offset, n, (se
eksemplet i afsnit 4.14.5)

Scale parameteren

Her begynder det at blive lidt rodet. Scale parameteren er relateret til vores
dispersionsparameter o2, men pa en lidt forskellig made.

For normalfordelingen og den inverse gauss-fordeling er scale bare o. For en
gamma fordeling er scale lig med formparameteren «. For binomial og Po-
isson fordeling er scale bare 1 (med mindre man vil have overdispersion, sa
skal markere rubrikken Quasi-likelihood jvf nedenfor, afsnit 4.13.1).

Og for de fordelinger, der har tilknyttet en scale parameter, kan den sa fast-
leegges pa forhand som en kendt veerdi ved at angive denne veerdi i feltet
Constant

Eller man kan veelge at estimere denne scale ved brug af

e MLE (maximimum-likelihood estimation), der tilgodeser normerings-
konstanten a(y;,1/0%) 1 (77)

e Deviance Middeldeviansen, D(y; i)/ (k —m), nemlig Deviance svarende
til Error (goodness of fit) divideret med de tilhgrende frihedsgrader

e Pearson Nemlig Pearson-teststgrrelsen for goodness of fit divideret med
de tilhgrende frihedsgrader
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Verdierne i rubrikken Scaled deviance i outputtet fremkommer ved at divi-
dere med denne estimerede veerdi, 2.

Quasi-likelihood funktioner

For Poissonfordelings og binomialfordelingsmodeller med overdispersion kan
man veelge at tilgodese denne ved at markere rubrikken Quasi-Likelihood og
sa bestemme hvilket overdispersionsestimat, man vil have, ved at veelge i
rubrikken Scale.

Knappen Exact Distribution bruges kun i normalfordelingsmodeller med kano-
nisk link for at angive, at man vil have de eksakte fordelinger af teststgrrelser,
altsa t-fordelinger mv.

4.13.2 Andre SAS-procedurer

Der er en reekke SAS-procedurer, der handterer specifikke varianter af gene-
raliserede lineaere modeller.

PROC GENMOD procedureversionen af Fit- menuen til analyse af ge-
neraliserede linezere modeller. Indeholder yderligere modellering ved
negativ binomialfordeling og multinomialfordeling, samt mulighed for
selv at definere link-funktion. Valg af SCALE modsvarer i nogen grad
valgene i SAS/INSIGHT. Der er dog en subtil sammenhaeng mellem
valgene NOSCALE og SCALE = i model saetningen. The NOSCALE op-
tion holds the scale parameter fixed. Otherwise, for the normal, inverse
gaussian, and gamma distributions, the scale parameter is estimated
by maximum likelihood. If you omit the SCALE= option, the scale
parameter is fixed at the value 1. Using NOSCALE without specifying
the value of the scale parameter in the SCALE = | the scale parameter
is fixed at the value 1.(Specifying SCALE = number without specifying
NOSCALE does not imply that the scale is fixed at that value, but only
that number is used as an initial estimate of the scale parameter.) Det
anbefales at bruge hjeelp funktionen for at finde ud af, hvad den ggr i
det aktuelle valg af fordeling.

PROC CATMOD modeller for kategoriske data, log-linezere modeller, lo-
gistisk regression, repeated measurements analyser; diverse linkfunk-
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tioner for kategorisk respons med flere end to responskategorier

PROC LOGISTIC logistisk regression (forskellige linkfunktioner) for bi-
naert, multinomialt (ordinalt og blot nominal) respons. For modeller
med faktorvariable tillader den parametrisering ved forskellige kod-
ninger (effekt, reference, polynomial og ortogonale polynomier). Giver
mulighed for bestemmelse af Receiver Operating Characteristic Curve
(ROC-kurve). Giver mulighed for eksakte tests

PROC PROBIT maximum-likelihood estimation i ikke-linezere regressions-
modeller for binsert og multinomialt respons. Modellerne omfatter pro-
bit, logit, ordinal logistisk og ekstremvzerdi (gompit) responsmodeller.

PROC GLMMOD frembringer design matricen svarende til en generel li-
neger model. Er front-end for GLM proceduren. Kan bruges i forbindelse
med andre regressionsprocedurer, eller med SAS/IML til at handtere
generelle linesere modeller, som ikke kan klares af PROC GLM. (PROC
TRANSREG kan ogsa lave design matricer for modeller med fuld rang,
mindre end fuld rang, polynomier og splines)

4.13.3 Generaliserede lineere modeller i S-plus

S-plus funktionen glm producerer et glm-objekt, der indeholder et fit ved en
generaliseret lineser model.

Modellen beskrives ved et formula-objekt og fordelingen angives ved et
family-objekt, der specificerer variansfunktion, devians, link-muligheder mv.

Det resulterende glm-objekt indeholder estimater, fittede veaerdier, residualer,
type-1 deviansopspaltning mv.

I den menu-orienterede version velger man Statistics — Regression —
Generalized linear og sa har man de saedvanlige valgmuligheder.

4.14 Eksempler pa “regressionsmodeller”

4.14.1 Logistisk link ved binomial respons, odds

Vi har allerede set eksempler pa brug af den logistiske link ved binomialfor-
delte observationer, (variansfunktion V(u) = u(l — p)). I det folgende vil
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vi ofte bruge symbolet p for middelveerdien p, da det jo drejer sig om en
sandsynlighed.

Den kanoniske link funktion er

n=1In (1%) , (4.97)

altsa netop logit-transformationen.
Den omvendte funktion er den logistiske funktion

exp(n)

==V 4.98
1 + exp(n) (4.98)
Middelveerdiligningen (4.41) til bestemmelse af o og 3 bliver her
iy i expla+ Br;) /{1 + exp(a + fz;)} > F
Siz wimi exp(a + Bzi) /{1 + expla + Gri)} L
(4.99)

idet vi har benyttet veegtene w; = n; og udnyttet, at w;y; = z;, nar y; = z;/n;.
Ligningerne ma lgses ved iteration.

Den saedvanlige logistiske regressionsmodel er pa formen
Hoiﬂi:Oé+Bl'i,i:1,2...,k, (4100)

exp(a + fx)
p(r) =
1+ exp(a + )
Nar den logistiske regressionsmodel bruges i dosis-respons sammenhaenge til
beskrivelse af toxitet fortolkes parametrene a og 3 i den kanoniske parame-
trisering

(2) = exp(a + ()
P& = 1+ exp(a + )

ofte ved betragtning af oddsfunktionen.

Odds,



angiver netop forholdet mellem sandsynligheden for at den undersggte haen-
delse indtreeffer (fx at et foster dgr) og sandsynligheden for at den ikke ind-
treeffer.

Idet den linezere praediktor 7 netop er logaritmen til odds

n(z) =Inb(z)
ser vi, at den logistiske regressionsmodel kan udtrykkes som
0(z) = exp(a + Bzx) = e*(e’)”

dvs at hver gang dosen forgges med én enhed, multipliceres odds med faktoren
g
e
Den dosis, der draeber halvdelen af de eksponerede individer, betegnes LD5.
Dosen estimeres ved .

N Q

Lo.50 = — =

5

SAS-systemet indeholder en procedure, PROC LOGISTIC, der er specielt ind-
rettet mod logistisk regression.

4.14.2 Andre linkfunktioner for binaert respons

Eksempel 4.14.1 “Dosis-respons” funktion for isolationsanord-
ning

Datasattet Gnist indeholder samhgrende veerdier af spaending (i kV), antal
spandingspavirkninger og antal overslag fra et forsgg med afprgvning af en
luftformig isolationsanordning. Ved hvert spaendingstrin blev der 100 gange
foretaget en speendingspavirkning med en pulsspeending. For hver pavirkning
blev det registreret, hvorvidt der var overslag eller ej, hvorefter isolatoren blev
retableret, sadan at man kan antage at de enkelte udfald er uatheengige.

Man kan nu prgve at modellere overslagssandsynlighederne ved forskellige
sigmoide funktioner:
logit

o) = (L) = s

() expla+ o)
1+exp(n) 1+ exp(a+ fx)

(4.101)
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probit
glp) = @ '(p)=a+px
p(x) = 1—exp®(n) = d(a+ fr) (4.102)

svarende til den kumulerede fordelingsfunktion for normalfordelingen.

komplementaer log-log
9(p) = In(=In(l—-p)) =a+fz
p(z) = 1—exp|—exp(a+ fz)] (4.103)

Pas pa: i en reekke programmer kaldes denne linkfunktion blot log-log link
funktionen. Responsfunktionen kaldes undertiden Gombit-funktion.

Responsfunktionen (4.103) kan ogsa udtrykkes

p(x) =1—=M(=(a+ fz)),

hvor funktionen A;(:) er den fra Statistik 1 kendte fordelingsfunktion for
Max;-fordelingen,
Ai(z) = exp(—e™") .

For 8 > 0 fglger det derfor af bemeerkningerne vedrgrende ekstremveer-
difordelinger i Statistik 1, at fordelingen af tolerancer, T' svarer til T €
Min, (—a/3,1/3), dvs E[T] = —(a + )/, hvor ~ er Eulers konstant, v ~
0.5772, og V[T] = 72/(63?).

Responsfunktionen er asymmetrisk; den vokser langsomt veek fra nul, hvori-
mod den neermer sig 1 ad et forholdsvis stejlt forlgb.

For to veerdier, x; og x5, af den forklarende variable folger det af modellen
(4.103), at

= exp[f(ry — 11)]

eller, at
L= pla) = [(1 = play)] w10

dvs safremt den forklarende variable x forgges med én enhed, vil sandsynlig-
heden for “negativt respons” blive oplgftet til potensen exp([3)
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log-log link Safremt man i stedet har et forlgb, hvor responset vokser stejlt
veek fra nul, kan man benytte responsfunktionen

g9(p) = In(=In(l —p))=a+
p(xr) = 1—exp[—exp(a+ fz)] (4.104)

Denne model kaldes undertiden en Gumbel-regression, idet extremveerdifor-
delingen Max;-fordelingen undertiden betegnes en Gumbel-fordeling.

Det er klart, at safremt p(z) kan beskrives ved modellen (4.103), kan 1 —p(z)
beskrives ved (4.104) og omvendt. En komplementeer log-log link for p er
saledes blot en direkte log-log link for 1 — p. funktion.

Nedenstaende figur illustrerer tilpasningen ved de tre modeller.

Model | eri ng af oversl agssandsynli ghed
1 T T T IPEPEEEEEEE

o/

e

- Ioglogl/ﬂfcloglog .

1050 1075 1100 1125 1150
x [kV]

Vi ggr endelig opmeaerksom pa betydningen af at have observationer i hele det
relevante variationsomrade for den forklarende variable x, safremt man skal
have mulighed for at sondre mellem forskellige modeller. Hvis vi eksempelvis
kun havde haft observationer svarende til speendingsniveauer < 1090 [kV]
ville vi formentlig ikke kunne have skelnet mellem de tre betragtede modeller,
da de alle tre vil kunne tilpasses rimelig godt til forlgbet i et begraenset p-
interval.

\Y
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Eksempel 4.14.2 Bestemmelse af bakterietethed fra fortyndings-
eksperiment

[ bakteriologien benyttes undertiden en sakaldt “fortyndings-opstilling” (eng.:
dilution assay) til bestemmelse af koncentrationen af levedygtige bakterier i
en given vaeske.

Metoden bestar primeert i at tilberede et antal forskellige fortyndinger af den
oprindelige veeske. Fra hver fortynding udtages et antal prgver n;, som sas i
sterile glas med et vaekstmedie.

Efter en passende tid (i varmeskab) undersgges for hver af prgverne, hvorvidt
der var veekst, eller ej.

Lad z; angive den kendte koncentration af den undersggte veeske i den i’te
fortynding.

Under antagelse af at fordelingen af bakterier i den oprindelige veeske er
tilfeeldig og uden klumpning vil antallet af bakterier i et givet volumen kunne
beskrives ved en Poisson-fordelt variabel. Det antages yderligere, at hvis der
blot er én bakterie i den udsaede fortynding, da vil glasset vise vaekst.
Under disse antagelser far man, at antallet af bakterier i et glas fra den i’te
prove kan beskrives ved en Poisson-fordelt variabel med middelveerdi \z;,
hvor A angiver den ukendte teethed af bakterier i den oprindelige vaeske.
Sandsynligheden, p; for at et glas fra den i’te prgve ikke vil vise vaekst er
sandsynligheden for at der ikke er nogle bakterier i prgven,

pi = P[P(A\x;) = 0] = exp(—Ax;) . (4.105)

Lad nu Z; betegne antallet af glas fra den ¢’te prgve, der ikke viste veekst.
Der geelder da, at Z; € B(n;, p;), hvor p; er givet ved (4.105).
Middelveerdien af Y; = Z;/n; er p; og modellen for p; er

Inp, = —Aa; (4.106)

hvor A er den ukendte bakteriekoncentration. Modellen er en generaliseret
lineser model for andelen Y; af prgver uden vaekst, hvor fordelingen af Y; er
B(n;, pi)/n;. Udtrykket (4.106) viser, at vi sgger en lineser praediktor for lo-
garitmen til middelveerdien. Linkfunktionen er saledes logaritmefunktionen.
Maksimum-likelihood estimatet for denne situation blev angivet af Fisher

(1922). \Y

Modellen finder anvendelse i en lang raeekke andre sammenhaenge, f.eks. nar
man maler fejl/ikke fejl i situationer med ukendt fejlintensitet, men kendte
forhold mellem fejlintensiterne se f.eks. [19]
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Eksempel 4.14.3 Fortyndingseksperiment igen

Datasattet Yield indeholder resultater fra afprgvningen af testchips i en
produktion af mikroelektroniske kredslgb.

Disse chips var konstrueret med en specifik leder, i samme leengde for alle
chips, men i forskellig bredde, saledes at arealet af lederen var forskelligt.

I 10 chips pa hver wafer var arealet 1 [arealenhed], i 10 andre var det 4 [are-
alenheder| og i de 10 sidste var det 16 [arealenheder].

Ved afprgvningen kunne man ikke registrere antallet af fejl pa den enkelte
chip, man registrerede kun om chip’en var tilfredsstillende, eller om den havde

fejl.

Datasaettet indeholder arealet (Size), antallet af defekte chips, (Def). Man
gnsker nu at estimere fejlintensiteten, dvs man bruger en binomialfordelings-
model for antallet af ikke fejlende kredslgb (10 minus def) og linkfunktionen
In(-). jvf eksempel 4.14.2

* kursus/stat3/yieldind.sas ;

TITLE ’Yield data fra wafer produktion’;
DATA YIELD;

INPUT SIZE WAF DEF ;

ANT = 10;

OK = ANT-DEF;

Cards;

1

T T I N O N e
O O WL O D WN
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RUN;
\Y

4.14.3 Indskud om sensitivitet, specificitet af klassifi-
kation, ROC-kurve

Et bingert respons optraeder ofte i forbindelse med klassifikation og udvikling af di-
agnostiske tests. Ofte bruges en logistisk regression til udvikling af sadanne tests.
SAS proceduren PROC LOGISTIC indeholder diverse veerktgjer til vurdering af
sadanne test. Vi vil derfor kort introducere nogle begreber, der ofte benyttes i
sadanne sammenhange.

Betrag en diagnostisk prgvningsmetode, der sigter imod at konstatere tilstedevae-
relse/ikke-tilstedevaerelse af en given egenskab. Prgvningsmetodens operationska-
rakteristik er givet ved matricen

sand tilstand Respons
Positivt Negativt

Til stede P11 pop=1-=—pip

Ej til stede D12 P2i2 =1 —p1pg

hvor et positivt prgvningsresultat angiver et resultat, der signalerer tilstedeveerelse
af egenskaben.

De to sandsynligheder svarende til de korrekte klassifikationer betegnes ofte me-
todens sensitivitet (py|1), og provens specificitet (paj2).

Antag, at man har udfert et prospektivt forsgg med en bestemt prgvningsmetode,
hvor n; enheder med den givne egenskab og ms enheder uden egenskaben blev
provet ved metoden.

Resultaterne kan sammenfattes i skemaet

sand tilstand Respons Ialt
Positivt | Negativt

Til stede T ny—Zin ni

Ej til stede ng — Ty To|p N9
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Sensitiviteten estimeres da ved xq); /n1, og specificiteten ved P /2.

I nogle sammenhaenge mgder man betegnelsen Receiver operating characteristic
(ROC) for en afbildning af samhgrende veerdier af stgrrelserne pyj; og 1 — py)p for
forskellige definitioner af et positivt prgvningsresultat (teerskelveerdier), eller under
forskellige omsteendigheder, se fx Dorfman og Alf [20] og [21]. En nylig reference
er Zhang et al [22].

SAS-proceduren PROC LOGISTICS giver mulighed for konstruktion af dataseet til
brug for beregning af ROC-kurver. I MODEL s&etningen vaelger man option 0UTROC
= dataset (se ogsa optionen ROCEPS=

4.14.4 Ordnet kategorisk respons

Undertiden har man et kategorisk respons med flere svarkategorier, og sa kan
man selvfelgelig godt lave en logistisk regression for hver af disse katego-
rier, men antallet af responser i de forskellige kategorier er ikke uathaengige
(man skal jo svare i en af kategorierne). Den naturlige responsfordeling er
en Multinomial fordeling (Polynomialfordeling), dvs man har et seet af svar-
sandsynligheder, p;(x), ..., p,(x) svarende til de r responskategorier.

Bemeaerkning 1 Likert skalaen Ved tilfredshedsundersggelser benyttes
ofte en variant af en sakaldt Likert skala bensevnt efter den amerikanske
statistiker, Rensis Likert (1903-1981), der introducerede denne metode i sin
Ph.D. athandling ved Columbia University’s Department of Psychology, A
Technique for the Measurement of Attitudes fra 1932. Likerts oprindelige ide
var at lade respondenten angive sin grad af enighed /uenighed med en forelagt
holdning pa en skala med et neutralt midtpunkt. Likert viste i sin athandling,
at denne metode var lige sa effektiv, som den mere komplicerede Thurstone
metode, der bygger pa en psykofysisk metode med intervaller, der fremtreeder
lige store. V

Skalaen gav anledning til et ordnet kategorisk respons. Der er en raekke for-
skellige mader at veaelge en logit-transformation af et sadant ordnet respons,
se Agresti [23]. Vi vil her betragte en parametrisering ved de sakaldte kumu-
lative logit’er, der fremkommer ved en succesiv aggregering af kategorierne.

Vi indfgrer de kumulerede sandsynligheder, 11, ved

I=pi+pa+-+pj, j=12,...,r—1 (4.107)
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De kumulative odds indfgres da som

I
of = —2 =1,2,...,r—1 4.108
J 1 _ H] Y j » = 7T ( )
og de tilsvarende kumulative logit’er er bestemt ved
L
K _ Ky _ J .
6! —ln(ej)—ln<1_Hj>, i=1,2.. -1 (4.109)

Vi bemeerker, at alle r kategorier indgar i definitionen af de enkelte kumula-
tive logit’er.

Eksempel 4.14.4 Tilfredshedsangivelser fra buspassagerer, kumu-
lative odds

Som led i de lgbende undersggelser af kundetilfredsheden foretager et bussel-
skab stikprgveundersggelser blandt passagerne, hvor passagererne bliver bedt
om at svare pa en raekke spgrgsmal vedrgrende servicekvaliteten. Samtidig
med registreringen af kundernes tilfredshed registrerer man ogsa forskellige
objektive stgrrelser, herunder bussens eventuelle forsinkelse.

Et af spgrgsmalene vedrgrer kundens tilfredshed med overholdelsen af kgre-
planen. Spgrgsmalet har svarkategorierne “Meget utilfreds”, “Utilfreds”, “Bade
og”’, “Tilfreds”, "Meget tilfreds”.

Nedenstaende tabel viser fordelingen af svarene pa 12 233 spgrgeskemaer
indsamlet blandt kvindelige passagerer. Svarene er opdelt efter bussens for-
sinkelse i minutter.

Forsink- .
clse Meget | g, | Bade |y | Meoset Talt
. utilfr. og tilfr.
min.
0 234 559 1157 5 826 2 553 | 10 329
23 % 54% | 11.2% | 56.4 % 24.7 %
2 41 100 145 602 237 | 1125
3.6 % 89% | 129% | 53.5 % 21.1 %
5 42 76 89 254 72 533
7.9 % 143 % | 16.7 % | 47.7 % 13.5 %
7 35 48 39 95 27 244
14.3 % 197 % | 16.0% | 38.9 % 11.1 %

Vi ser indledningsvist pa responserne svarende til busser uden forsinkelse.
Nedenstaende tabel viser de beregnede (observerede) kumulative odds og
logit’er for de forskellige svarkategorier.
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ﬁflgfft Utilfr. OB;‘de Tilfr. iwﬂ‘;fet Talt
Antal 231 550 | 1157 | 5826 2553 | 10 329
Kumu
Jeret 234 793 | 1950 | 7776 | 10329
antal
Odds 0.0232 | 00832 | 0.2327 | 3.0458 -
Togit 37645 | 2.4870 | -1.4579 | 1.1138 -

\%

Safremt der optreeder forklarende variable, x*, kan man betragte en lineser
(affin) model for de kumulative logit’er,

0 (x) =a; +x"8, (4.110)

hvor x* angiver en (sgjle)-vektor af kendte koefficienter, felles for samtlige
kategorier.

Seettet af parametre, (aq, . .., «,_1) kaldes afskeringspunkter (eng. cutpoints).
Det geelder, at «; er ikke-aftagende som funktion af 7.

For modellen bestemt ved (4.110) geelder, at odds-ratioen svarende til to
forskellige veerdier, x; og x5 af de forklarende variable er den samme for alle
kategorier, j. Der gaelder nemlig

I (x7)/ (1 — I;(x7))
0K (x3) — 0K (x}) = In | === ’ =(x]—x3)'3  (4.111)
R I (x3)/ (1 = 11 (x3)) b

Odds ratioen i udtrykket (4.111) kaldes en kumulativ odds ratio.
Logaritmen til den kumulative odds ratio er proportional med forskellen mel-
lem veerdierne af de forklarende variable. Modellen (4.110) kaldes derfor en
proportional odds model.

Bemeaerkning 1 Fortolkning af modeller for kumulative logit’er
Betragt den simple model for de kumulative logit’er

0F =aj j=1,...,r—1 (4.112)

Modellen svarer til, at de kumulative sandsynligheder, II; er parametriseret
som

exp(a;)

U U T | 4113
7 1+exp(a;j) »J " ( )



Lad R € L(0,1) veere en logistisk fordelt stokastisk variabel. Der geelder da
Definer nu den variable J ved

J = j hvis a1 < R < Qaj, (4114)

hvor —oo = ap < a3 < -+ < a, = 00. Da geelder netop, at P[R < a;] = I1;,
j=1,...,r—1, hvorfor vi har, at P[J = j| = P[A;] =p,; for j=1,...,r—1.
Den variable J angiver saledes indeks for den haendelse, der indtreeffer i et
enkelt forsgg, og man kan opfatte R som en finere angivelse af responset. R
betegnes undertiden den latente variable.

\Y

Hvis responsfordelingen i stedet havde veeet givet ved (4.110) ville man kunne
anstille analoge betragtninger for R € L (—x*'3, 1), dvs en positionsforskyd-
ning x*'3 enheder.

Specielt, hvis der kun er en enkelt, kontinuert, forklarende variabel, z, kan
vi betragte responskurven svarende til det j’te kumulative respons,

Responskurven for de kumulative responser svarer til de logistiske regres-
sionsmodeller, der blev diskuteret ovenfor. For modellen (4.110) med propor-
tionale odds med en enkelt, kontinuert, forklarende variabel gaelder altsa

Fyw) = Fy(o + (@ — a;)/5) (4.116)

De enkelte responskurver fremkommer altsa af hinanden ved translation
(a, — ;) /B enheder i z-aksens retning.

Betragt nu fordelingen af svarene ved de forskellige forsinkelseskategorier.
Nedenstaende figur illustrerer disse fordelinger grafisk.
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Passagertilfredshed ved forskellige forsinkelser

SVAR Ee==—= m.utilf o utilfr ==X baade og
= tilfr e M. tilfr

Svarkategorierne er ordnede, gaende fra “Meget utilfreds” til “Meget tilfreds”.
Ordningen er afspejlet i figuren ved at andelen af besvarelser af kategorien
“Meget utilfreds” er markeret umiddelbart til venstre for klokken 12, derefter
fortseettes mod uret indtil kategorien “Meget tilfreds”, der er afbildet umid-
delbart til hgjre for klokken 12. Det ses, at andelen af utilfredse kunder stiger,
jo stgrre forsinkelsen er, og tilsvarende falder andelen af kunder, der erklaerer
sig tilfredse eller meget tilfredse.

Man kan nu tilpasse en logistisk model for de kumulative logit’er svarende til
et binomialt respons for hver kategori for sig. Vi bemaerker, at residualdevi-
anserne svarende til de forskellige kategorier ikke er uathaengige. Vi tillader
os alligevel som en grov modelkontrol at beregne en total ved addition.

E;/tasgori @ & D(y,I)
Meget Utilfreds | -3.7733 | 0.2736 | 0.3744
Utilfreds -2.4849 | 0.2550 | 0.4157
Bade og -1.4603 | 0.2033 | 0.2157
Tilfreds 1.1101 | 0.1367 | 1.0090
lalt 1.7991
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Residualdevianserne giver ikke anledning til afvisning af modellen.

De estimerede relationer mellem de kumulative logit’er og forsinkelsen er
illustreret i nedenstaende figur.

Passagertilfredshed, kumulativ logit

Tireds
14

Logit

Uireds

Forsinkelse i minutter

Forlgbet af de estimerede sandsynligheder for svar i de respektive kategorier
er illustreret i nedenstaende figur.
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Passagertilfredshed, kumulativ logit

1.00 1
Meget rifreds
0.75 A
= Tilireds
[<5]
=
2
S. 0.50
w
=]
=4
5+
[92]
0.25 4
(e0S
Meget utilfreds
0.00 T T

o 2 4 6 8

Forsinkelse i minutter

Nedenstaende figur viser det extrapolerede forlgb af sandsynlighederne for
de forskellige svarkategorier ved forsinkelser op til 20 minutter.

Passagertilfredshed, kumulativ logit

1.00 4

weget Tfreds

0.50 1

Sandsynlighed

0.25

Meget utilfreds

0.00

o 2 a 6 8 10 12 14 16 18 20
Forsinkelse i minutter

180



Vi bemaerker, at vi tillod forskellige heeldninger for de forskellige kumula-
tive logit’er. Det kan imidlertid ofte veere gnskeligt (og rimeligt) at benytte
en model med samme heldning. Dette kan foretages i proceduren GENMOD
(Generaliserede linegere modeller)

SAS-procedurer

Procedurerne LOGISTIC og GENMOD kan handtere multinomialfordelinger
data med linkfunktionerne, probit, logit, komplementaer log-log for forskellige
valg af odds.
SAS-proceduren PROC GENMOD giver mulighed for tilpasning ved kumulative
logit’er med

DATA bustilf;
INPUT fors RESP $ antal total ;
CARDS;

0 AMU 234 10239
0 AU 559 10239
0 BO 1157 10329
0 CT 5826 10329
0 MT 256563 10329
2 AMU 41 1125
2 AU 100 1125
2 BO 145 1125
2 CT 602 1125
2 MT 237 1125
5 AMU 42 533
5 AU 76 533
5 BO 89 533
5 CT 254 533
5 MT 72 533
7 AMU 35 244
7 AU 48 244
7 BO 39 244
7 CT 95 244
7T MT 27 244

PROC GENMOD ;
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CLASS RESP;

MODEL RESP = fors /DIST=MULT LINK=CLOGIT;
WEIGHT antal;

RUN,;

Proceduren estimerer forskellige intercepter, men samme haeldning.

4.14.5 Poisson regression, brug af OFFSET

Vi vil her betragte en “regressionsmodel” for Poissonfordelte data.

Eksempel 4.14.5 Antal trafikulykker som funktion af trafikmaengde

Dataseettet modsvjan indeholder de registrerede uheldstal for januar kvar-
tal for en raekke ar svarende til uheldskategorien “modsving” for ulykker i
dagslys. Endvidere er angivet trafikindekset, der er et mal for trafikmaengden.

Man kunne nu forestille sig en model, Y; ~ P(u;), hvor variationen i antallet
af uheld beskrives ved en Poissonfordeling, dvs variansfunktionen V(1) = p.

Tilsvarende kunne man forestille sig, at uheldsantallet er proportionalt med
trafikmaengden,

Wi = pT;
Den kanoniske link for Poissonfordelingen er
9(n) = In(p)
dvs udtrykt ved den kanoniske link er modellen
n; = [+ In(z;)

med 5 = In(p), eller
i —In(z;) = 5

dvs en model med offset lig med In(z;) og blot et intercept led. Proportio-
nalitetsfaktoren p = exp([3)

Bemeerk, at en model af formen UHELD = LINDEX med Distribution Poisson
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og Link Logarithm ville have givet anledning til at der blev estimeret en ko-
efficient til In(x;) i den linesere preediktor (svarende til at ulykkerne voksede
som en estimeret potens af trafikmaengden - og altsa ikke ngdvendigvis pro-
portionalt med x; som gnsket).

Goodness-of fit teststorrelsen udtrykker godheden af tilpasningen til denne
linie.

Estimationen er ganske simpel:

ﬁzzyi/zxi

altsa det totale antal ulykker divideret med den totale trafikmaengde.

Fortolket ved de individuelle ulykkesintensiteter p; = y;/x; finder man

/5: Z%ﬁz/zﬂfz

altsa et vejet gennemsnit med trafikmengderne som vegte.

Nemlig fordi (under modellen har man)

VIp] = VIl/a? = (pwi) 22 = p/

og sa veegter vi bare de individuelle heldningsestimater med deres precision.
\Y

4.14.6 Empiriske varianser for normaltfordelte obser-
vationer

Lad X, X5, ..., X, vere uafhengige med X; € N(u,0?) og betragt den
empiriske varians,

52 _ Z?:I(Xi - Y.F

n—1

med X =Y | X;/n.
Vi ved fra statistik 1, at

S e’ (N)/f
med f=n—1.
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Men da denne fordeling er den samme som en G(f/2,0%/(f/2))-fordeling
(jvf. afsnit 1.4.2), har vi altsa idet familien af gammafordelinger er en ekspo-
nentiel dispersionsmodel at familien af fordelinger for S? er en vegtet ekspo-
nentiel dispersionsmodel med middelvaerdiparameter

E[S2] =o?,

variansfunktionen Vg (0?) = (0?)?, dispersionsparameter 1, og med veegten
w = f/2. Den kanoniske link svarende til familien er den reciprokke

n=1/c

Man kunne godt veelge at fastsaette dispersionsparameteren Scale til 2/f,
hvis alle observationer har samme antal frihedsgrader, herved opnar man at
nogle af hjeelpestarrelserne bliver skalerede, men szedvanligvis veelger man at
benytte en vaegtet model med dispersionsparameter 1, og veegten f/2.

Der er en enentydig sammenhaeng mellem variationskoefficienten i fordelingen
og formparameteren, f/2, nemlig

2 V[S?] 9 o

—=———-==V|5/0 4.117

NG (A
Fordelingen af den empiriske varians for normaltfordelte observationer, S?, er

saledes karakteriseret ved sin middelveerdi (dvs variansen o2 i den underlig-

gende normalfordeling af X’erne) og af variationskoefficienten i fordelingen
af S2.

Nedenstaende figurer viser teethederne svarende til fordelingen af S? for for-
skellige antal frihedsgrader og 02 = 1.
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fordelinger af s2 med samme middelverdi, sigma2=1
. . . . , . .

1.8 8
1.6 .
1.4 .
1.2 :
< SN =16
23 1r 1
7 08 [ \ 1
06 | AU .
0.4/ : ]
0.2 V /7 *“\—»Lfi;;;:l;_;;: AAAA 4
oL, e
o o5 1 15 3 25 3 35 4
Eksempel 4.14.6 Gamma regression
Lad observationerne Y7,Y5,... Y, veere indbyrdes uafheengige gammafor-
delte variable med Y; € G(oy, i /).
Modellen
Hy: pi=~vx;, 1=12,....k, (4.118)
hvor p; = E[Y;] og 1, xs, . ..,z er kendte kovariater, kaldes Gamma regres-
stonsmodellen.

Idet den kanoniske linkfunktion for gammafordelingen er den reciproke 6 =
1/p, (jvf. tabellen over kanoniske links) ser vi, at modellen (4.118) svarer til

1
HO : (91 = 5
LS
dvs
1
H() . ‘91 = — tz
g

med ¢; = 1/z;. Modellen er saledes af formen svarende til en kanonisk regres-
sionsmodel, hvor interceptleddet o antages at vaere nul. Middelveerdilignin-
gen reduceres her til den enkelte ligning

k 1 & 1
= P 4119
Zzlozy - ZZIOW:L" - ( )

K 1
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med lgsningen
k k
7=) ay—/§ @ (4.120)
ZT; -
i=1 i=1

og de fittede veerdier fi; under modellen (4.118) bliver

Safremt formparameteren er den samme for alle observationer, a; = «, bliver
estimatet blot .
i=1

Vi bemarker, at gammafordelingens variansstruktur, V(u) = p?, svarende
til en konstant variationskoefficient /V[Y;]/E[Y;], har den konsekvens, at
estimatet for den fzelles haeldning netop bliver det simple aritmetiske gennem-
snit af de individuelle heldninger. \

<

(4.122)

| =

v =

8

)
7

Eksempel 4.14.7 Regressionsmodel for empiriske varianser

Ved et forsgg til bestemmelse af vaskeevnen for et vaskemiddel foretog man
en ensartet tilsmudsning af en raekke lapper, hvorefter de blev vasket og
renheden bestemt ved brug af et reflektometer.

Ved forsgget foretoges vask af hhv 3, 5 og 7 lapper samtidig. Nedenstaende
tabel viser de empiriske varianser for hvert af de tre forsgg.

Antalxllapper 3 . :
SAK 2.5800 | 4.8920 | 4.9486
Frihedsgrader 5 : 6
Ji
Empirisk varians
o2 1.2900 | 1.2230 | 0.8248%

Man gnsker nu at vurdere, om variansen kan antages at aftage proportionalt
med det reciprokke antal 1/2" af lapper (for antal imellem 3 og 7).
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Idet det antages, at renheden efter vask kan beskrives ved en normalfordelt
stgrrelse med en middelveerdi og en varians, der kun athaenger af antallet
af lapper folger det at de empiriske varianser, s? € G(f;/2,02/(fi/2)) med
E[s?] = o2.

Man gnsker at vurdere modellen

Hy: ol =~/2), i=1,2,3,

dvs netop regressionsmodellen (4.118) med x; = 1/x.

Vi far derfor estimatet (4.119)

7= (fi/2)s% /Z fi/2) = 5.57

=1

Nedenstaende tabel viser de fittede veerdier og deviansresidualerne, bestemt
ved hjalp af enhedsdeviansen for Gammafordelingen (jvf tabellen over en-
hedsdevianser).

d(y;p) =2 x{y/p—In(y/p) — 1}

Antal lapper 3 5 7
T
Empirisk varians
2 1.2900 | 1.2230 | 0.8248
Fittet veerdi 1.8566 | 1.1140 | 0.7957
d(s?;0?) 0.11785 | 0.00900 | 0.00130
(fi/2)d(s?;,0%) 0.11785 | 0.01800 | 0.00391
rp(s?;o?) -0.34329 | 0.13416 | 0.06254

Man finder goodness of fit teststorrelsen D*(s?; &%) = 0.1398, der skal sam-
menlignes med fraktilerne i en x?(2)-fordeling. Der er saledes ingen grund til
at afvise modellen.

Modellen kunne analyseres ved SAS eller S-Plus ved at vaelge en gammafor-
deling med vaegtene f;/2, kanonisk link og forklarende variabel 2’ (svarende
til at 1/0? = 2//~). Programmet ville da estimere storrelsen 1/, mens de
fittede veerdier mv. ville veere som i skemaet ovenfor.
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Hvis frihedsgraderne er de samme for alle observationer, kan man i stedet i
SAS veelge en fast Scale som f;/2. \Y%

4.14.7 Bartlett’s test

Det fra statistik 1 kendte test for varianshomogenitet, Bartlett’s test, Seet-
ning 11 i stat 1 noten, afsnit 5.3 er netop test for tilpasning til en model
med bare et interceptled i en generaliseret lineser model for gammafordelte
empiriske varianser.

Testet kaldes ogsa Bartlett’s test efter den engelske statistiker M.S.Bartlett.
Bartlett (1937) angav ikke blot teststgrrelsen, men udledte desuden en kor-
rektionsfaktor,

1 1o
c:1+7< ———), 4123
3D\ T (4.123)
til teststgrrelsen D(s?;5?), sadan at fordelingen af
1
- D 2.2
L (st

svarer bedre til x?(k — 1)-fordelingen. Princippet for bestemmelsen af denne
korrektionsfaktor kan generaliseres til den generelle kvotientteststgrrelse. En
sadan korrektion kaldes “Bartlett-korrektionen”.

4.15 Tofaktormodeller, vekselvirkning

Betragt en model med to forklarende faktorvariable, og antag at den additive
model

Npg = 0 + By (4.124)
geelder.

Det folger da, at kontraster mellem niveauer af den ene faktor ikke afthsenger
af niveauet af den anden faktor. Man siger, at der ikke er wvekselvirkning
imellem de to inddelinger.

Omvendt, hvis kontraster mellem niveauer af den ene faktor athaenger af

188



niveauet af den anden faktor siger man, at der er vekselvirkning.
Vekselvirkning kaldes undertiden interaction eller matrizeffekt.
Betragter vi den differentielle effekt

A;‘,p’;q = Tlp.a — Ty’ g (4.125)

mellem niveau p og p’ af faktoren A, ser vi, at under den additive model
(4.124) geelder:

A
ALy = p+ By — (o +8) = o —

der ikke athaenger af q.

Sexetning 4.15.1 Konstant differentiel effekt indeberer additiv mo-
del uden vekselvirkning

Betragt en model med to faktorer. Hvis den differentielle effekt Aﬁp,;q ikke
afheenger af niveauet ¢, da geelder den additive model (4.124)

Bevis:

Hvis den differentielle effekt A4

. 1kke afheenger af ¢, da kan den udtrykkes
som

A;‘,p’;q = Np.g — Mtq = 0(p, ') (4.126)
hvor §(p,p’) ikke afhaenger af q.

Seetter vi p’ = 1 har vi af (4.126), at

Npg = Mg +0(p, 1)

altsa netop pa formen svarende til en model uden vekselvirkning,. \Y%

4.15.1 Grafisk kontrol, profilplot

Antagelsen om forsvindende vekselvirkning kan kontrolleres grafisk ved et
sakaldt profilplot, dvs en grafisk afbildning af de transformerede veerdier
9(yi4) mod f.eks. rackkeindeks i. Profilplottet afspejler den egenskab, at kon-
trasten mellem to niveauer af én faktor ikke afhsenger af niveauet af den
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anden faktor. Profilen af faktor A svarende til niveau j for faktor B er den
stykkevis linesere kurve, der forbinder punkterne g(yi4), 9(Y1.4)s-- -5 9(YUrq)-
Under den additive model vil profilerne af faktor A svarende til forskellige
niveauer af faktor B veere parallelle.

eta

Figur 4.4: Eksempel pa profilplot

Nij = o + 0;

Modellen er symmetrisk i ¢ og 7, og profilplottet kan derfor lige sa godt tegnes
med 7, ; som funktion af j. De to varianter af profilplottet indeholder samme
information, og det er derfor i princippet ligegyldigt, hvilken af de to man
veelger. Hvis den ene faktor repraesenterer tid eller en anden variabel med
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en klar ordning, vil det ofte veere naturligt at tegne denne faktor ud ad den
vandrette akse.

Modeller uden vekselvirkning er interessante, fordi rackke- og sgjlesummerne
indeholder al informationen. I en model uden vekselvirkning kan man me-
ningsfuldt udtale sig om forskelle mellem raekke- eller sgjleniveauer - uden at
veere ngdt ti at specificere en bestemt celle i tabellen.

Hvis der var vekselvirkning, vil et udsagn om en forskel pa eksempelvis to
reckker afheenge af den specifike vaegtning af sgjlerne.
7?7 giver et eksempel pa en sadan opspaltning af modeldeviansen.

4.15.2 Tofaktormodel for Poissonfordelte data
Eksempel 4.15.1 Kwartalsvise uheldstal for motorkgretgjer

Nedenstaende tabel viser de kvartalsvise uheldstal for uheld med personskade
med motorkgretgjer for uheldskategorien “mgde” i dagslys for ikke-spirituspavirkede
forere for arene 1987-89 i Danmark

Indeks | Antal ar | kvartal
uheld
U Yi | Za Zio
1 128 | 1987 1
2 95 | 1987 2
3 100 | 1987 3
4 75 | 1987 4
5 94 | 1988 1
6 85 | 1988 2
7 119 | 1988 3
8 71 | 1988 4
9 82 | 1989 1
10 81 | 1989 2
11 98 | 1989 3
12 72 | 1989 4

Vi opstiller tabellen som en todimensional tabel

Antal uheld med personskade i arene 1987-1989
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Kategori “mgde”

Kvartal
Ar 1 2 3] 4 TIalt
1987 [ 128 | 95100 | 75| 398
1988 | 94| 85| 119 | 71| 369
1089 | 82| 81| 98| 72 333

| Talt [ 304 ] 261 | 317 | 218 || 1100

Man kunne forestille sig at modellere uheldstallene ved Poisson-fordelte va-
riable med middelveerdi ji,,. Den kanoniske link er 7,, = log(A,,).

For at vurdere, hvorvidt det vil veere rimeligt at antage en additiv model

Moy = Qp + By

for den valgte linkfunktion, tegner man et profilplot for log(y,,)-

Profilplottet er vist i figur 4.5.

Liniestykkerne er med god tilnzermelse parallelle.

Vi har imidlertid mulighed for at teste denne antagelse om forsvindende vek-

selvirkning.

Den fulde model, der tilknytter hver observation sin egen middelveerdi er af

formen UHELD = AAR KVT AARxKVT. Vi velger at tilpasse en model uden
vekselvirkning udtrykt som UHELD = AAR KVT, og valger Poissonfordeling

og kanonisk link.

Deviansanalyseskemaet er

Analysis of Deviance

Source
Model
Error
C Total

DF

5
6

11

Deviance
28.3293
8.9533
37.2826
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Deviance / DF Scaled Dev

5.6659 28.3293
1.4922 8.9533

Pr >
<.0001



Profilplot for log personskadeuheld
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Figur 4.5: Profilplot for logaritmen til kvartalsvise uheldstal i arene 1987-1989

Uheldstal for samme ar er forbundet med rette linier

Residualdeviansen pa 8.9533 svarer til 82% fraktilen i en x2-fordeling. Der er
saledes ikke noget, der taler imod at antage en Poissonfordelingsmodel uden
vekselvirkning.

Man kan derfor forsgge successivt at fjerne led i modellen.

Type III opspaltningen af residualdeviansen er

Type III (LR) Tests

Pr >
Source DF ChiSq ChiSq
AAR 2 5.8096 0.0548
KVT 3 22.5197 <.0001

der viser, at nar der korrigeres for effekten af kvartalerne, er der ikke en sig-
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nifikant indflydelse af arene. Nar der korrigeres for effekten af arene, er der
en steerkt signifikant indflydelse af kvartalerne. Man kunne derfor overveje
at reducere modellen ved at fjerne AAR fra modellen.

Vi bemeerker i gvrigt, at i dette Poissonfordelingstilfeelde er opspaltningen i
bidragene fra AAR og KVT ortogonal. Type I opspaltningen er nemlig

Type I (LR) Tests

Pr >
Source DF ChiSq ChiSq
AAR 2 5.8096 0.0548
KVT 3 22.5197 <.0001

Den additive model for 7,, modsvares af en multiplikativ model for p,, =
E[Y,,], dvs en model af formen

fipg = @15 (4.127)

Modellen uden vekselvirkning for den kanoniske parameter svarer altsa til at
der i alle arene er det samme forhold mellem uheldstallene i to kvartaler. (Den
differentielle effekt Aﬁp/;q for n,, (se afsnit 4.15) oversaettes jo i en kvotient

for fu,,).

Et udsagn “Der er 50% flere ulykker i juli kvartal, end i oktober kvartal” er
saledes gyldigt savel for alle arene under ét, som for de enkelte ar.
\Y

4.15.3 Vekselvirkning og valg af linkfunktion

Brug af den kanoniske link for en tofaktormodel uden vekselvirkning svarer
til en additiv model for log odds.

Vi sa i eksempel med blommestiklingerne, at den resulterende model for
p’erne ikke gav anledning til simple relationer direkte mellem p’erne.

De differentielle effekter (4.125)
ALy

0

g = Mig — g
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bliver her differenser mellem logit’er, dvs

N (pij) —In (L) 4128
Y (1 —pij) (1 —piy) ( )

eller

ij (1 — pir
Az‘i’;j =1In (Z(%) - ln(w;‘j‘i’;ﬂ J (4.129)
i, )Pi’

hvor vi har indfgrt den differentielle effekt pa odds-skalaen

A Pig/(1—pij)

wi, =
Y pi/ (1 = pj)

(4.130)

Den betragtede additive model for logit’erne er ensbetydende med at de
tilsvarende differentielle effekter A2, . eller w?, . ikke afhsenger af j, eller

0,13 1,835
B, ikke afheenger af i.

analogt, at de differentielle effekter Afj’j/ eller w;,
Vi bemeerker, at modellen baseret pa logit’erne er symmetrisk i p og 1 — p.
Hvis der geelder en additiv model for logit(p), da geelder der ogsa en additiv

model for logit(1 — p) = —logit(p).

Logaritmisk Link ved binomialt respons

Undertiden kan det vaere mere relevant at betragte en anden linkfunktion.
Antag f.eks. at man har et system bestaende af to komponenter A og B,
som er serieforbundne. Systemet fejler, hvis blot en af komponenterne fejler.
Lad pa angive sandsynligheden for at A-komponenten er fejlfri, og pp sand-
synligheden for at B-komponenten er fejlfri. Hvis de to komponenter fejler
uathaengigt af hinanden geelder

P [System fejlfri] = papp

Antag nu, at A foreligger i r varianter, A;, i = 1,2,...,7 og B foreligger i s
varianter, B;, 7 = 1,2,..., s, hver med sin fejlsandsynlighed. Under antagelse
af at der er uafhengighed mellem fejl i A og i B, da er sandsynligheden for
at et system bestaende af en A; og en B; komponent er fejlfrit

P [System fejlfri] = pa,ps,
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Betragt nu et eksperiment, hvori n; ; apparater af typen A;, B; undersgges
for fejl. Antallet Z;; af fejlfrie apparater vil da kunne beskrives ved en
B(n; j, pi j)-fordelt variabel. Hypotesen om uathaengighed mellem A og B sva-
rer til den additive model for In(p; ;)

i =(pi;) =K+ o+ 5 (4.131)

dvs en generaliseret lineser model for Y; ; = Z; ;/n; ; med en logaritmisk link-
funktion.

Hypotesen om uathaengighed svarer altsa til hypotesen om forsvindende vek-
selvirkning i denne model.

De differentielle effekter svarende til (4.131) er

A Dij A
Al =In (—]) = In(w/y,;) , (4.132)
Dir
hvor ratioen -
Wiy =2 (4.133)
Dirj

angiver forholdet mellem sandsynlighederne p; ; og py;.

Den anden ordens differentielle effekt er

AAB  _AB _AB (M) = In(w2.) (4.134)

0,1'35,5" 35,5 i'53,9"5 i)'
Pij'Pitj
hvor den tilsvarende differentielle effekt for sandsynlighederne er

AB Pij , Pij
AB = Lol T 4.135
g =yl (4135)

Forholdet (4.135) kaldes undertiden Yules krydsprodukt ratio.

Eksempel 4.15.2 Tofaktor forsgg med binomaalt respons, logarit-
maisk link

Nedenstaende data hidrgrer fra en amerikansk undersggelse foretaget af Lom-
bard & Doering (1947) af sammenhaenge mellem folks viden om cancer og
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forskellige baggrundsvariable.

Ved undersggelsen blev svarene fra 1729 personer klassificeret efter personer-
nes eksponering overfor forskellige medier samt deres viden om cancer.

Nedenstaende tabel viser svarene for 759 personer, som kun havde veeret
udsat for avisleesning og/eller “solid reading” sammen med svarene fra 477
personer, som slet ikke havde veeret eksponeret overfor nogle medier.

Antal personer med ringe viden om cancer/antal udspurgte

laesning
Nej Ja
Avisleesn.
Nej 393/477 | 83/150
Ja 156/231 | 177/378

Det kan her vaere naturligt at forsgge at formulere en multiplikativ model for
sandsynligheden for at have ringe viden om cancer i athaengighed af informa-
tionskilderne. (Rationalet bag denne model er - i lighed med betragtningen
af det serielle system - at ringe viden kreever savel ringe udbytte af seedvanlig
leesning som ringe udbytte af avislaesning. Har man faet udbytte af én af disse
kilder, gor det jo ikke sa meget, at man ikke far noget ud af den anden.

Nedenstaende figur viser et profilplot for logaritmen til andelen af personer
med ringe viden om cancer.

Det ses, at de to linier stort set er parallelle. Der er altsa ingen tegn pa
vekselvirkning svarende til denne link funktion.
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Profilplot for cancerkendskab
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Man formulerer hypotesen

In(pij) =K+ ai + 5 (4.136)
Man finder estimaterne :
Parameter DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -0.1950 0.0209 87.4668 0.0000
AVIS J 1 -0.1915 0.0436 19.3178 0.0000
AVIS N 0 0.0000 0.0000 . .
LAES J 1 -0.3813 0.0515 54.7124 0.0000
LAES N 0 0.0000 0.0000
SCALE 0 1.0000 0.0000

NOTE: The scale parameter was held fixed.

198



og en deviansteststgrrelse for modeltilpasning til hypotesen (4.136), D(y;p) =
0.0941 Der er altsa ingen grund til at afvise hypotesen.

Safremt man havde valgt at betragte en additiv model for logit’erne
In(pi;/(1 = pij) = K+ i + 5 (4.137)

havde man fundet nedenstaende profilplot:

Profilplot for cancerkendskab

15
L

lesn

nej
— ja

1.0
L

logit(andel neg)

0.5
L

0.0
L

nej ja

avis
logit(andel negative) mod avislesning

Estimaterne under denne hypotese er

Parameter DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi

INTERCEPT 1 1.4518 0.1053 190.1955 0.0000
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AVIS
AVIS
LAES
LAES
SCALE

NOTE:

og deviansteststgrrelsen for modeltilpasning til denne hypotese er D(y;p) =
3.0741, altsa en veaesentlig ringere tilpasning, hvilket ogsa fremgar af profil-

plottet.

Endelig - for illustrationens skyld - vil vi betragte en multiplikativ model i
sandsynligheden for at have godt kendskab til cancer.

=2 G =2 g

O O = O =

-0.5880
0.0000
-1.0602
0.0000
1.0000

0.1347
0.0000
0.1336
0.0000
0.0000

The scale parameter was held fixed.

ln(l — pl,]) =K+ o; + BJ

19.0583 0.0000

62.9474 0.0000

(4.138)

Profilplottet svarende til denne hypotese er vist nedenfor:
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Profilplot for cancerkendskab
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Ogsa under denne model ses en klar tendens til vekselvirkning.

Man finder estimaterne

Parameter DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -1.6113 0.0786 420.1369 0.0000
AVIS J 1 0.3420 0.0900 14.4505 0.0001
AVIS N 0 0.0000 0.0000 . .
LAES J 1 0.6687 0.0902 54.9054 0.0000
LAES N 0 0.0000 0.0000

SCALE 0 1.0000 0.0000

NOTE: The scale parameter was held fixed.

Teststorrelsen for modeltilpasning til denne model er D(y;p) = 6.2690, altsa
en klar forkastelse.
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Dvs at den simpleste model (en model uden vekselvirkning) fas ved at mo-
dellere In(p). Modellen har den yderligere fordel, at den kan fortolkes ved
binger additionsregel for kendskab.

Den multiplikative model for p (den additive model for In(p)) svarer til at
krydsprodukt ratioen er 1, nemlig til proportionalitet mellem andelene uden
cancerkendskab:

P1,1P2,2 = P1,2P2,1

4.16 Linkfunktioner

Menuen Fit i SAS-insight giver mulighed for valg mellem en rackke forskel-
lige linkfunktioner. SAS-proceduren GENMOD (Generaliserede linesere modeller
giver endvidere mulighed for at man selv programmerer sin link-funktion).
Nedenfor gives en oversigt over de ssedvanlige linkfunktioner.

Eksempel 4.16.1 Almindeligt brugte linkfunktioner
De almindeligt benyttede link-funktioner, n = g(u), er angivet i nedenstaende
tabel

Benaevnelse | link funktion n = g(p) | u =g *(n)
Identitet 1 n

logaritme | In(p) exp(n)

logit In(p/(1—p)) exp(n)/[1 + exp(n)]
reciprok /1 1/n

potens uk nt/k

kvadratrod | /i n?

probit o~ () ®(n)

log-log In(—1In(u)) exp(—exp(n))

\Y

Bemeaerkning 1 Potenstransformationer og logaritmetransforma-
tion
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I nogle programsystemer optraeder logaritmefunktionen som et specialtilfaelde
af potenstransformationen sadan at man fortolker

k
Y A for k # 0
== { log(p) for k=0 (4.139)

Denne fortolkning er rent formel. Overgangen til udtrykket for &k = 0 er ikke
kontinuert i k. \Y

Eksempel 4.16.2 Kanoniske linkfunktioner

Den kanoniske (naturlige) linkfunktion er den linkfunktion, der fgrer middel-
veerdien over i den kanoniske parameter. Nar man veaelger den kanoniske link
i en generaliseret lineser model betyder det altsa at man gnsker at konstruere
linezere preediktorer for de kanoniske parametre 6;.

De kanoniske linkfunktioner svarende til de sseedvanligt anvendte eksponen-
tielle dispersionsmodeller er angivet i nedenstaende tabel

Fordeling Link: n = g(u) Benaevnelse
Normal n=pu identitet
Poisson n=1In(u) logaritme
Binomial n=1Inu/(1—p)] | logit

Gamma n=1/u reciprok

Invers Gauss | n = 1/u? potens (k = —2)

Bemaerk: I linien for binomialfordelingen svarer p til forventningsveerdien p
af en enkelt elementarhaendelse. \Y

4.17 Lidt mere om eksponentielle familier

De eksponentielle familier spiller en vaesentlig rolle i forbindelse med teorier
for statistisk inferens. Dette skyldes blandt andet, at for disse familier er
det muligt at vise eksistens (og ofte entydighed) af “optimale” inferentielle
storrelser.

I dette afsnit gives en uddybende introduktion til de eksponentielle som sup-

plement til introduktionen i afsnit 4.3. Afsnittet tjener hovedsageligt referen-
ceformal for den mere matematisk orienterede lseser.
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Bemeaerkning 1 Flerdimensional eksponentiel familie
Definition 4.3.1 pa side 104 vedrgrer blot en endimensional eksponentiel fa-
milie.

Eksponentielle familier spiller en vaesentlig rolle i matematisk statistisk teori,
da de giver mulighed for at opna principiel indsigt i problemstillinger knyttet
til parametrisk statistisk inferens.

Lad v{-} veere et o-endeligt mal' pa R*, som ikke er koncentreret pa et affint
underrum af RF.
Betragt

P(0) = /exp{Q'x} v{dr} 0 € R". (4.140)

og saet
D={0cR": () < oo} (4.141)

Meengden D er konveks. Lad int(D) angive det indre af D.
Lad endelig

k(0) = In(y(0)) for 0 € D. (4.142)

Safremt int(D) # ), kaldes familien af fordelinger med teetheder (mht. v{-})

f(x;0) =exp{@x —k(0)} forbe D (4.143)

for den naturlige eksponenticlle familie frembragt af malet v{-} pa R*. Sa-
fremt specielt malet v{-} er en sandsynlighedsfordeling, F'(-), siger man, at
familien er frembragt af fordelingen F'(-). En naturlig eksponentiel familie
kan frembringes af enhver af fordelingerne i familien.

Den stokastiske variable X kaldes den kanoniske stikprovefunktion, parame-
teren 6 kaldes den kanoniske parameter, og maengden D kaldes det kanoniske
parameteromrade for familien. Det positive heltal, k, kaldes for familiens or-
den.

1Seedvanligvis vil v{-} veere pa formen v{dz} = c(x)dx, hvor dz er enten Lebesguemalet
(kontinuert teethed) eller teellemalet (diskret teethed)
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Det geelder, at den kanoniske stikprgvefunktion er sufficient for den kanoniske
parameter.

\Y

Bemeaerkning 2 Den eksponentielle familie er bestemt af det frem-
bringende madal v(-)

Det ses, at savel 1(:) (og dermed ogsa r(-) ) og parameteromradet D er
bestemt af malet v(-).

Safremt man har blot ét sandsynlighedsmal v pa R, kan man altsa benytte
dette mal til at frembringe en eksponentiel familie ved (4.143). \Y

Teorien for eksponentielle familier knytter sig steerkt til teorien for vektorrum. I
ovenstaende definition antog vi, at der var valgt basis i vektorrummet saledes at det
kunne identificere med R¥. Dette er imidlertid ikke ngdvendigt. Man kan definere
en naturlig eksponentiel familie koordinatfrit pa et abstrakt, endeligdimensionalt
vektorrum. Vi vil her skitsere denne definition.

Lad E veere et vilkarligt endeligdimensionalt vektorrum og lad E* angive det duale
rum (meengden af linearformer pa FE). Lad desuden (f,z) angive den kanoniske
bilinearform pa E* x E.

Lad endelig v{-} veere et mal pa E og betragt

() = /exp{(@,x>} v{dz} 0 € E* .

Lad
D={0eE": ¢ < oo}

og sa&et
k(0) =In(y(0)) for § € D.

Lad P angive samlingen af sandsynlighedsmal, der har teetheden
f(z;0) = exp {(9,3:) - /@(9)} for 0 € D (4.144)

med hensyn til malet v.

Familien P med elementer P € P kaldes den naturlige eksponentielle familie frem-
bragt af malet v{-} og funktionen x(-) kaldes kumulantfrembringeren for familien.
Det vaesentlige indhold i denne koordinatfri fremstilling er, at den tydeligggr at de
kanoniske parametre er elementer i det duale vektorrum til vektorrummet, E, for
observationerne.
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Middelveerdien svarende til fordelingen P € P er den linearform pa E*, der fgrer
{ € E* over i [{(z)P{dz} = E[¢(X)], dvs middelveerdien er et element i E**
(meengden af linearformer pa E*), der er isomorf med E.

Afbildningen

(0) = % K (0) = / vesp {{0.2) — n(6)} v{dr)

er en reel analytisk, bijektiv afbildning, der afbilder int(D) ind pa middelveerdi-
meengden, M.

Kovariansen, 3 svarende til fordelingen P € P er den symmetriske, positiv semi-
definite bilinearform pa E* x E*, der forer (¢1,¢3) over i

E[(41(X) = E[1 (X)) (2(X) — E[£2(X)])]

Nu er imidlertid meengden af bilinearformer pa E* x E* isomorf med meengden
af linesere afbildninger £* — E. Man kan sédledes opfatte en kovarians ¥ som en
linezer afbildning E* — E. (Afbildningen er symmetrisk, dvs den er lig med sin
transponerede).

Bemerkning 3 Dualitet mellem variation og usikkerhed

Denne koordinatfri fremstilling antyder noget om spillet mellem wvariation,
som den er udtrykt gennem fordelingen (frekvensfunktionen) for Y, og usik-
kerheden om parameterveerdien, 6, idet jo observation og parameter ligger i
hver sit duale vektorrum, bundet sammen gennem det indre produkt.

Fordelingsforholdene for Y for en bestemt parameterveerdi, 6, er fuldsteendigt
fastlagt af kumulantfrembringeren (-). \%

Bemeaerkning 4 Alternativt udtryk for enhedsdeviansen

De fleste fremstillinger af generaliserede linesere modeller tager udgangs-
punkt i den kanoniske parametrisering (4.2), Enhedsdeviansen fremkommer
da ved at betragte log-likelihoodfunktionen som funktion af p = 7(6).

Logaritmen til likelihoodfunktionen svarende til observationen z er jvf (4.2)
[(0;2) = 0z — K(0) (4.145)

Betragter vi i stedet likelihoodfunktionen som funktion af middelvaerdipara-
meteren, p, far vi

L(ps ) = U7 (p)i o) = 77 (w)x — k(77 ()
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Seetter man differentialkvotienten af (4.145) med hensyn til € lig med nul,
finder man (idet x'(6) = 7(0)) netop lgsningen # = 7 !(x) svarende til at
observationen sattes lig med sin middelveerdi (idet vi har antaget, at = € M).

Deviansen, d(x; 1) defineres seedvanligvis som

d(z;p) = 2{lu(z;2) — (o)} (4.146)
= 20{r (2) =77 (W)} = {k(r7 (@) — w(77 () }]

altsa forskellen mellem maksimum af loglikelihoodfunktionen og veerdien af
loglikelihoodfunktionen svarende til p.

Man kan vise (seetning 4.17.2), at denne definition er sekvivalent med defini-
tionen (4.14). \Y%

En naturlig eksponentiel familie er fastlagt af sin variansfunktion

Setning 4.17.1 En naturlig eksponentiel famailie er fastlagt ved
sin variansfunktion

Bevis:

Vi skitserer beviset for en endimensional familie. Beviset i den generelle si-
tuation er anfert af Letac (1992).

Idet 5
0) = 2 x(0)
og 0 = 77 (p) folger det af relationen
0 o /0 0?
5 7(0) = 5 <% ﬁ(e))) = s w(6) (4.147)
at P
— 7N () = - 4.14
on () ={V (W)}, (4.148)
og endvidere har vi af (4.11), at
9 k(0) = 7(0) (4.149)
50 =7(0) . .

For en given variansfunktion, V(-), kan man saledes bestemme x ved at lgse
differentialligningen (4.148), invertere 7!, og derefter lgse differentiallignin-
gen (4.149). Nar x(-) er fastlagt, er familien (4.143) fastlagt. \Y
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Vi bemeerker endvidere af (4.148), at variansfunktionen V(-) kan udtrykkes
som

6 _1
Vip) =<4 — 71 4.150
0= {5700} (4.150)
Eksempel 4.17.1 Bestemmelse af eksponentiel familie med V(u) = p

Antag, at vi gnsker at bestemme en naturlig eksponentiel familie af fordelinger
sadan at V(u) = p, dvs sadan at

for enhver parametervaerdi.

Det folger af (4.148), at den inverse afbildning til middelveerdiafbildningen skal
opfylde
g 1

T
. m
) = 00) = [ 1t () ~ In(o
Middelveerdiafbildningen er altsa af formen
7(6) = c1 exp(0)

dvs at (4.149) bliver
= crexp(0)
a0 = C1 €Xp
hvorfor )
k(0) = / c1exp(t)dt = ¢y exp(f) — c1 exp(cz) = Cexp(6)

Man kan overbevise sig om, at dette netop er kumulantfrembringeren for Poisson-
fordelingen. Ellers kan man kigge i bogen om fordelinger med anvendelse i statistik.

\Y%
Bemeaerkning 1 Lokale egenskaber for enhedsdeviansen
Man finder de fgrste to afledede af enhedsdeviansen
0 Yy—
—d(y;p) = —2=—— 4.151
o (34 Viw) 4151)
0 1 V()
—d(y; ) = 2{——1— Y= } 4.152
O’ (w349 Vip) ( )V(W (4152)



Tilsvarende finder man den afledede af enhedsdeviansen med hensyn til ob-
servationen y som

a% Ay 1) = 207 (g) — 7 (1))

\%

Saetning 4.17.2 Relation mellem variansfunktion og enhedsdevi-
ans

Betragt en naturlig eksponentiel familie med kumulantfrembringer «(-), dvs
med teetheden (4.2). Lad enhedsdeviansen d(-;-) veere givet ved (4.14) og
variansfunktionen V(-) ved (4.13).

Der geelder da, at variansfunktionen kan udtrykkes ved enhedsdeviansen som

- 2/ {— d(y: 1 ]w (4.153)

og omvendt kan enhedsdeviansen udtrykkes som

d(y; p) =2 /y Z%/Zu?; du . (4.154)

forye MogpueM

\Y

Bemeaerkning 1 Momenter for enhedsdeviansen

Ved benyttelse af bemeerkning 1 pa side 208 finder man, at safremt fordelin-
gen af Y tilhgrer en reproduktiv eksponentiel dispersionsmodel med enheds-
deviansen d(y; u), variansfunktion V(u) og preecisionsparameter A gaelder

E [% a(y; ,u)- 0 (4.155)
v [% a0 )] % (4.156)
o _ 2)
—E {6—u2 d(Y; ) %) (4.157)
NB CHECK X\ \Y%
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Normalfordelinger som eksponentielle familier

Saetning 4.17.3 Familien af N(u,o?)-fordelinger er en eksponen-
tiel familie af orden 2

Familien af N(u,o?)-fordelinger for (u,0) € R x R, udggr en eksponentiel
familie af orden 2 med kanonisk parameter

0 0 i
_ — 4.158

og kumulantfrembringer

k() = In (ﬁ) — % In(—6;) — i :

460,

Det kanoniske parameteromrade er D = Rx| — 00, 0], som er abent. Familien

er reguleer.
Bevis:
Omskrivningen
2 2
oy exp (= p?/(20%)) z 1o,
flz;p,0%) = Noroe exp <§x— 552 © ) (4.159)
viser, at teetheden kan udtrykkes pa formen (4.143). \Y

Szetning 4.17.4 For fastholdt o? er familien af N(u,0?)-fordelinger
en naturlig eksponentiel familie

Bevis:

Folger ved at betragte teetheden (4.159). \%

Normalfordelingen som eksponentiel dispersionsmodel

Lad Y € N(u,0?). Vi sa ovenfor, at familien af N(u,o?)-fordelinger for
(n,0%) € R x Ry udger en eksponentiel dispersionsfamilie med kanonisk
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parameter § = p og med enhedskumulantfrembringer k() = 6?/2. Para-
meteromradet er D =R og A =R,.

Da normalfordelingen netop i forvejen er parametriseret ved sin middelveerdi,
i, og da den kanoniske parameter netop er u, bibringer middelveerdiafbild-
ningen

7(0) = K (0) = 0

os ikke noget nyt. Vi bemeerker dog, at den kanoniske link,

T (1) = p
er den identiske afbildning.

Enhedsvariansfunktionen er

V() =7'(7 () = 1.

Variansen afhsenger saledes ikke af middelveaerdien, men er alene udtrykt

gennem dispersionsparameteren o2.

Enhedsdeviansen for N(u, 0%) fordelingen er

d(y; p) = (y — p)° (4.160)
Nedenstaende figur viser enhedsdeviansen for normalfordelingen svarende til
w=2, u=>50g pu=_8. Det ses at grafen af enhedsdeviansen er symmetrisk
omkring y = u og at grafen svarende til forskellige veedier af p fremkommer
ved en parallelforskydning.

deviansbidrag for normalfordeling, mu=2, mu=5, mu=8
70 T T T T

60 -
50 |

40 -

d(y;mu)

30 |
20 -

10




Den saedvanlige repraesentation af teetheden for en N(u, 02)-fordeling er netop
udtrykt ved enhedsdeviansen d(y; u) pa formen (4.16) med

a(y; 0%) = !
7 vV 2mo?
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