Dagens emner afsnit 5.3 og 5.4

=
—_
=

e Simultane kontinuerte fordelinger
P(X edx,Y €dy) = f(x,y)dzdy

M

e Uafhaengige normalfordelte variable (~ normal(p, %) = N (i, 0?))

Sandsynlighedsregning o fla,y) = Lo b

9. forelaesning o Fa(r) = P(YXZF V2 < 1) = 1 — e~ 4 (Rayleigh)

Bo Friis Nielsen o X ~N(\o%),Y ~N(u, )= X+Y ~ N+ pu,0% +712)
Matematik og Computer Science o For X; ~ N(0,1) er Y =57 X2 x*fordelt (gamma).
2D:00m;: :;:g::e—UDa:nz::t e Operationer med stokastiske variable

Email: bfn@dtu.dk

o fz(2)dz=P(Z=X+Y edz)= [ f(z,z—z)dz dz
o fz(2)dz =P (Z =% e€dz) = [*_|z|f(z,za)dz dz
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Simultan fordeling for kontinuerte variable 2! Uafhaengige normalfordelte variable o
P((X,Y) € B) = / (@, y)dzdy e Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er
B 1 i
€Tr) = e 2
e Marginale fordelinger /@) V2
fx(z) = /f(a:,y)dy fy(y) = /f(x,y)dz e for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi
Yy T
1 1,2 1 1,2 1 12,02
fley) = e 2" em2 = —e 2@ V)
e Hvis X og Y er uafhengige (.9) V2m V2 2T
f(x,y) = fx(x) - fy(y) e Bemark rotationssymmetrien.
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Den simultane tethed for (X,Y))

Fordelingen er rotationsinvariant

=
—_
=

Linearkombination

i

e Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhangige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\ o%) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal(A+ p, 0% + 72)
fordelt.

2
%

e For X; normal(u;,o;) fordelte og uafhaengige er

Z=b+> 1" a;X; normal(b+ Y0 ajpi, y i, aio?) fordelt.

(Denne stér ikke direkte i Pitman, men kan dog let udledes af
resultatet side 364.)

02405
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Linearkombinationer af to normalfordelte variable
Lad X og Y vare uafheaengige normal(0, 1)-fordelte variable.
Betragt Z = aX + bY.

1. Hvis a®> + b*> = 1, da er Z ogsé normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat
i et drejet koordinatsystem.

2. Generelt:

Z—\/a2+b2<

b
© X+ Y)
Var+2 a2+
... alts3 er Z normalfordelt med middel 0 og varians a? + b.
Resultatet kan ogsa vises analytisk ved brug af afsnit 5.4
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e Lad X og Y vare uafhangige stokastiske variable, med

=
—_
=

E(X)=1,E(Y)=2Var(X)=3Var(Y) =4

i

e Bestem F(10X? 4 8Y? — XY +8X +5Y — 1)
E(10X%48Y% — XY +8X +5Y — 1)

= E(10X?) + E(8Y?) — E(XY) + E(8X) + E(5Y) — E(1)

(Middelveerdien af en sum er summen af komponenternes
middelvaerdier)

=10E(X?) +8E(Y?) — E(XY)+8E(X) +5E(Y) — E(1)

(E(aX) = aE(X); vi ser, at middelvaerdien af en
linearkombination er linearkombinationen af middelvaerdierne)

02405 —,

forelaesning 9



... vi fortseetter med hvert led i dette udtryk

E(X?) =Var(X) + (BE(X))* =
E(Y?) =Var(Y)+ (E(Y))* =

=
—_
=

i

(Beregningsformlen for varians, Var(X) = E(X?) — (E(X))?)

E(XY)=EX)E(Y)=2

(E(XY) = E(X)E(Y) for uathaengige variable )

...saialt

p=10-44+8-8—2+8-145-2—1=119

02405
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Antag at R; og R, er to uafhaengige stokastiske variable med den

samme tathedsfunktion f(z) = ze 2% for z > 0.

Spgrgsmal 1
Taetheden af Y = min (Ry, Ry) findes til

20 fr(y)=1-(1—ye 3 )(1—ye2¥)
30 frly)=e?

40 fy(

50 fy(y) =2¢% 7
6 [0 Ved ikke

02405
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DTU

o
>

e Bestem P(2X > 3Y —5) under den antagelse, at X og Y er
normalfordelte.

Definer Z = 3Y — 2X, vi sgger da P(Z < 5)

Z er normalfordelt med middel
EZ)=3-2—-2-1=4

og varians
V(Z)=3%-4+(-2)*-3=48

P(Z<5)=P<E<5—_4>=q><i>zo.557

V48 /48 V/48
forelaesning 9 02405 0

Konstanten 1/v/2w

(X,Y) har simultan tethed fxy(x,y) = e 3@+

(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/+/27 for givet, men nu udleder
vi det!)

P(r<R<r+dr)=Pr<vVX2+Y?<r+dr)

= e 2" (m(r +dr)* —ar?) = omcPre 2" dr + o(dr)

... tegn en skitse af X, Y og R for at checke dette. Vi far taetheden

af R direkte: L
fr(r) =2mc* re 2"

Eftersom [ fr(r) dr =1, ma vi have ¢ = 1//2m.

1,2 1.2

falr) =re " P(R<1)=Fa(r) =1—e¥



Stgrrelse af normalfordelt vektor side 358-361

e Huis talparret (X,Y') er uafhaengige standardiserede
normalfordelte (normal(0,1)) variable,séd er R = /X% 4+ Y?
Rayleigh fordelt.

e Middelveaerdi og varians er

E(R) = \/g, Var(R) = B(R?) — E(R)? =2 =

02405
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=
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=

Fordelingen af S = R? = X% +Y?

Fra variabelskift:

i

Fi(s) = Fr(V/s) = 1— 7%
... altsd er S eksponentialfordelt med middelvaerdi 2.

Deraf fas i gvrigt

BE(X*)=1 ()

02405
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En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan
beskrives ved 2 uafhaengige standardiserede normalfordelte variableyhvor

b o<
<

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt. =
Spgrgsmal 2

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en cirkel med

radius % er
10 @(3) -2 (-3)
2 O %
30
40 1-—e5

2

50 (2(3) -2 (-3))
6 (1 Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardisere alfordelt variabel.
tpagggalfor

forelaesning 9 1

En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan
beskrives ved 2 uafhaengige standardiserede normalfordelte variable TlP]wor

)

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt.

Spgrgsmal 3

i

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en afstand 1 fra
koordinatsystemets anden-akse, er

10 &(1)
20 1

30 29(1)—1
40 1-e2
50 1-¢1
6 O Ved ikke

Hvor ®(z) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.
02405
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Operationer med stokastiske variable 5.4

e Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle

former for summer.
e For uafhangige diskrete variable har vi tidligere set
P(Z=X+Y =z) fo )y (z — )

e En foldning.For ikke negative uafhaengige X og Y
P(Z=X+Y =2)= fo Vfy(z — )

e For kontinuerte taetheder far vi

:/foz—ycdxu—/ Ix(@) fy(z — z)dz

02405
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=
—_
=

e Den simultane taethed af (X7, X5) er

i

f(xlv 562) -

1
P(X1 + X2 S 2) = / §d1‘1d1‘2
xr1+xo<2

e Eller vi kan bruge arealbetragtninger og fa P(X; + X3 <2) =

02405
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3
4

Lad X veere ligeligt fordelt pa enhedintervallet og X, veere ligeligt

fordelt pa intervallet (0;2) og uafhaengig af X;. oy
Spgrgsmal 4 =
Sandsynligheden P(X; + X5 < 2) findes til

1o !

20 2

3g @

40 3

50 1

6 L0 Ved ikke
forelazsning 9
Sum af max og min af to o

eksponentialfordelte variable

Vi har tidligere set at for W; € exp (\), X = min (W, W3) o
Y = max (W;, W3) er den simultane taethed:

f(z,y) =2 27 2@ 0 < 2 <.

Fordelingen af Z = X 4+ Y findes til

fz(z) = /2 INZe AEHED) gy = \(Az)e ™
0

Overraskende?

forelaesning 9



Summer af uafhaengige variable

¢ Med X € bin(n,p) og ¥’ € bin(m, p) er oy x* fordelingen side 364-366, opgave 5.3.15

Z=X+Y €bin(n+m,p) - -
e Med X € NB(n,p) og Y € NB(m, p) er Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:

J_X4+Ye N,B(n +m, p) 7 X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y =" | X7

’ taethed

o Med X € P(\) ogY € P(u) er Z= X +Y € P(A+ p1) e o e
e Med X € Gammal(r,\) og Y € Gamma(s, \) er rly) = 2n/21 (n/2)y ‘

Z =X+Y € Gamma(r + s, A) ... og siges at vaere y? fordelt med n frihedsgrader.
e Summer af mange har normalfordelingen som graense (. det er ogsi en Gamma-fordeling ['(n/2,1/2))
e Summer af normalfordelte variable side 363 _ & _ & 7
e Med X € N(ju1,0%) og Y € N(jun, 02) er Reproduktion: Hvis Y} ~ x%(n) og Ya ~ x?(m), s er

) ) -~ 2
Z=X+Y € N(u1 + pa, 01 +03) Yi+ Yy ~ x5 (n+m).
o Med X € N(uy,0?) og Y € N(po,03) er
W =aX + bY € N(ap + bua, a*o? + b*03)

forelaesning 9 02405 21 forelaesning 9 02405 22
Fordeling af forhold side 383 m Opgave 5.4.10 m

e Find tetheden af Y = % hvor U og V' er uafhangige
ligefordelte (0,1) variable.

fz(2) = /_00 |z fx (7) fy (vz)dz e Vibenytter fy(y) = [ |ulfu(u)fv(uy)du.

e Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1, i) Sa

e Hvis Z = § hvor X og Y er uafhangige

e Se eksempel 5 side 383

1
1
fy(y)—/ udu:§, fory <1
0

v 1
fy(y):/o uduzQ—y27 for 1 <y

Y
99 ) Sl
Fy(y) —{ 2

1—-41 1<
02405 Lo Y 02405
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F-fordelingen: Forholdet mellem to uafhaengiﬁue

x? fordelte variable =
Lad Y € x?(n) og X € x*(m) og betragt Z = é
“n n
fz(2) = /0 Exfx(x)fy (Exz) dx
... efter en laengere raekke udregninger finder vi
1 n\ s z571 L(r)I(s
fZ(Z) By pe— (—> 7w hvor B(T, S) = #
B(5%) \m/ (14 15)" )

Dette kaldes en F'(n,m) fordeling - den optraeder hyppigt som en

fordeling for teststgrrelser i statistikken.

forelaesning 9

— o0
— 2771+Tm (F (m) P (2)) ! nglm%n% xm;nileimgnzmdx
2/ 2 ;

e Funktionen under integralet er nasten en I" teethed

°°m—|—nz (ernzx m;n*1
o 2 _7n+nzm
T Tes
S (()r(3) e
m+nz\ 2

2
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Udledningen af F-fordelingen

e Med Y € x%(n) og X € x*(m),vil vi undersgge
Y

; M €|
fordelingen af 7 = % =

=
=
=

M

fa(z) = / " (1) fo (22)d

o Af taetheden for Y fy(y), findes tatheden fy,(y) for Yi = X til
nfy(n-y)
e Ved indsettelse af fz(z) =

e _m m\ —1 %71 __mzx _n n\ —1 %71 _nzz
zm-2" 21 (5> (mz)” e 2 n2 2T (5) (nxz)” e 2 dx
0
forelaesning 9 02405 26
m+n
0o m -+ nz (m—gnzx) B} 1 Cmne,
= 5 [ (2o e 2 dz DTU
0 ( 2 ) =

m+n —
e () () e
(mnz) 272

e Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi
n_q

1 nyz 22
=5 ) =
o Idet -
r)[(s
B(r,s) = F((T)+(s))
e En F(n,m) fordeling.
02405 —,
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Lad Y7, Y5 og Y3 veere tre punkter, der valges tilfeldigt og uafthaengigt i

intervallet (0,1). Lad X vaere punktet teettest pa 1.
Spgrgsmal 5

Fordelingsfunktionen for X er

10 F@)=1-010-2)?
20 Fx)==x

30 F(X)=d (3‘1_3)
40 F(z)=2a°

50 F(z)=a3

6 00 Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.

02405
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Spgrgsmal 6

Hvad er sandsynligheden for at fa praecis 5 gule kugler i 20
traekninger

1 0O  Ingen af de nedenstiende

2 O ( 250 ) (0.4)%(0.6)'

30 (I)( 5—0.1-20 )

V/20-0.1.0.9
400 5.01
5-0.1-20
50 1-@ (\/2().0.1-0.9)
6 1 Ved ikke
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Farvede kugler traekkes tilfeeldigt fra en aske. Indholdet af aesken er

givet ved

Farve | Rgd | bla | grgn | gul

Andel | 0.1 |02 03 |04

02405
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Spgrgsmal 7 n
Netop 2 rgde, 4 bla, 6 grgnne og 8 gule i 20 traekninger.
20
10 ( ) (0.1)2(0.2)%(0.3)¢(0.4)8
4
20 8-6-4-2(0.1)2(0.2)4(0.3)%(0.4)®
30 05
40 %(0.1)2(0.2)4(0.3)6(0.4)8
50  52%5(0.1)%(0.2)4(0.3)5(0.4)%
6 L Ved ikke
forelaesning 9 02405 32



Afsnit 5.3 og 5.4

Spgrgsmal 8 @ e Simultane kontinuerte fordelinger @
Netop 25 traekninger for at fa 3 rgde. - P(X €dv,Y € dy) = f(z,y)dzdy -
e Uafhzngige normalfordelte variable (~ normal(u, o) = N(u, o2))
10 ( 5 ) (0.1)*(0.9)* o fz,y) = e 2l
20 ((0.1)(0.9)2)3 o Fr(r) = P(VX?+Y2<7)=1-¢ %" (Rayleigh)
30 (0.1)3(0.9)% o X ~N(\o%),Y ~N(u, )= X+Y ~ N+ pu,0% +712)
e ( 24 ) (0.1)%(0.9)2 o For X; ~ N(0,1) er Y =57 X2 x*fordelt (gamma).
2 e Operationer med stokastiske variable
50 ((0.1)*(0.9))° o fz(2)dz=P(Z=X+Y edz)= [ f(z,z—z)dz dz
61 Ved ikke o fz(2)dz =P (Z =% e€dz) = [*_|z|f(z,za)dz dz
02405 02405 —,
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