r o))

Dagens emner afsnit 5.3 o

1

h)

g
(€51
i~

=
—_
=

Simultane kontinuerte fordelinger
P(X €dz,Y €dy) = f(x,y)dzdy

M

Uafhaengige normalfordelte variable (~ normal(p, %) = N (i, 02))

Sandsynlighedsregning o F(ay) = Ae-t6®

9. forelaesn i ng o Fp(r) =P(VX2+Y2<r)=1—-¢2" (Rayleigh)
Bo Friis Nielsen o X ~N\o%),Y ~N(u,m)=X+Y ~ N+ pu,0%+712)

o For X; ~ N(0,1) er Y =57  X? x*fordelt (gamma).

Matematik og Computer Science
Danmarks Tekniske Universitet

2800 Kgs. Lyngby — Danmark Operationer med stokastiske variable

Email: bfni@dtu.dk ~ 00
o P(Z=X+4Y edz) = fz(2)dz = [ f(x, 2z — z)dzdz
o P(Z =% €dz) = fz(2)dz = [*_|z|f(z, zx)d2dz

9. forelaesning 02405 2
Sirultan fordeling for kontinuerte variable 2U Uafhzengige normalfordelte variable m
P(X,Y) € B) = / (. y)dady Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er
’ f) = et
€Tr) = e 2
Marginale fordelinger V2
fx(z) = /f(lyy)dy fr(y) = /f(:p,y)dz for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi
Yy T
flz,y) = 1 e 37 1 o3V — iefé(ﬂﬂ/z)
Hvis X og Y er uafhengige ’ V2m V2 2T
flz,y) = fx(x)- fy(y) Bemaerk rotationssymmetrien.
9. forelaesning 02405 3 9. forelasning 02405 —4



Fordelingen er rotationsinvariant

=
—_
=

Linearkombination

i

Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhangige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\ o%) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal(A+ p, 0% + 72)
fordelt.

2
%

For X; normal(u;, o;) fordelte og uafhaengige er

Z=b+> " a;X; normal(b+ Y0 ajpi, y i, aio?) fordelt.

(Denne stér ikke direkte i Pitman, men kan dog let udledes af
resultatet side 364.)

02405

9. forelaesning

Linearkombinationer af to normalfordelte variable
Lad X og Y vare uafheangige normal(0, 1)-fordelte variable.
Betragt Z = aX + bY.

1. Hvis a®> + b*> = 1, da er Z ogsé normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat
i et drejet koordinatsystem.

2. Generelt:

Z—\/a2+b2<

b
© X+ Y)
Var+2 a2+
... alts3 er Z normalfordelt med middel 0 og varians a? + b.
Resultatet kan ogsa vises analytisk ved brug af afsnit 5.4

02405 —

9. forelaesning

Antag at R; og R, er to uafhaengige stokastiske variable med den

samme tathedsfunktion f(z) = ze 2% for z > 0. @
Spgrgsmal 1 -
Taetheden af Y = min (Ry, Ry) findes til

10 fy(y) =2y

20 fy(y) =1-(1—ye2¥)(1 —ye 3¥)

30 fr(y)=ev

40 fr(y) =2V

50 fy(y) =22

6 O Ved ikke
9. forelzsning 02405 s



Konstanten 1/+/27
(X,Y) har simultan tethed fxy(z,y) = e~ 3@ +y?).

(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/+/27 for givet, men nu udleder
vi det!)

Pr<R<r+dr)=Pr<vX?4+Y2<r+dr)

= Pen (m(r +dr)* —ar?) = omcPre 2" dr + o(dr)
... tegn en skitse af X, Y og R for at checke dette. Vi far taetheden
af R direkte: L
fr(r) =2mc* r e 2"

Eftersom [ fr(r) dr =1, m3 vi have ¢ = 1//2m.

1.2 1,2

fa(r) = re " P(R< 1) = Fa(r)=1-c¥

En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan
beskrives ved 2 uafhaengige standardiserede normalfordelte variableyhvor

>
o

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt. =
Spgrgsmal 2

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en cirkel med

radius % er
10 @(3) -2 (-3)
2 O %
30
40 1-—e5

2

50 (2(3) -2 (-3))
6 (1 Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardisere alfordelt variabel.
fgagggalfore

9. forelaesning

0 2

tgrrelse af normalfordelt vektor side 358-361

(@)

Hvis talparret (X,Y") er uafhangige standardiserede
normalfordelte (normal(0,1)) variable,séd er R = v/ X% 4+ Y?
Rayleigh fordelt.

Middelvaerdi og varians er

E(R) = \/g Var(R) = E(R?) —E(R)* =2 — g

02405

9. forelaesning 10

ny
=
—
=

¥

i

Fordelingen af S = R* = X* + V7
Fs(s) = P(S < 5) =P(VS < V/5) = P(R < V5)
= FR(\/E) = 1 —_ e%(\/g)z = 1 —_ 6755

... altsd er S eksponentialfordelt med middelvaerdi 2. Alternativt vi
kunne have brugt variabelskift fra afsnit 4.4.

Af eksponentialfordelingen fés i gvrigt

EX?) =1 ()

02405

9. forelaesning 12



En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan

beskrives ved 2 uafhaengige standardiserede normalfordelte variable, hvor

]

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt. =

Spgrgsmal 3

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en afstand 1 fra

koordinatsystemets anden-akse, er

10 o(1)
o0 1

30 20(1) -1
4 0 —e 2
50 1-¢1
6 0 Ved ikke

Hvor ®(z) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.

02405

9. forelaesning 13

Lad X, veere ligeligt fordelt pa enhedsintervallet og X, veere ligeligt
fordelt pa intervallet (0;2) og uafhaengig af X;. 01U

>
o
>

Spgrgsmal 4
Tatheden f7(z) for Z = X; + X findes til

10
2 U

30

40

5 0
6 I

fz(z)=5for0<2z<2
fz(z) =
5 for0<z<1
% forl1 <z<2

3TZ for2<z<3

for0<2<3

N
N
—
I
N—
Il
WY W e e NI D[

Ved ikke

02405

9. forelaesning 15

Operationer med stokastiske variable 5.4

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle
former for summer.

For uafhangige diskrete variable har vi tidligere set

Z fx(z

T=—00

PZ=X+4+Y=2)= ) fy(z —x)

En foldning.For ikke negative uafhaengige X og Y

Z fx(z

PZ=X+Y=2)= Vfy(z — )

For kontinuerte tatheder far vi

/ flz,z —x) d:cuaf/ fx(z

Vfy(z — x)dx

9. forelaesning

02405 —;

Lad X, veere ligeligt fordelt pa enhedsintervallet og X, vaere ligeligt
fordelt pa intervallet (0;2) og uafhaengig af X;. 01U

>
o
>

Spgrgsmal 5
Sandsynligheden P(X; + X, < 2) findes til

10
2 O
30
40
50
6 O

= olot kW Wiy o=

Ved ikke

9. forelaesning




=
—
=
|\ i
"N
I
<
N
O
}_‘
N’
[
~N
~
<
N
O
}_‘
N’
=
!\_\
=5
=
1)
s
=
Q
T
()]

Enten brug f7(z)

M

Den simultane teethed af (X, X5) er

1 22
fx(2) = fy(2) = (2) = =7
5 0<a<1,0< 2, <2 V2m
f(xlv xQ) =
0 ellers V=0aX W=y v=g)=ax w = h(y) =by
P(X: + Xy <2) / 1d d 2
= —adx €T P
' ‘- x1+r2<2 2 o o fX(‘T> _ \/%6 ’ o 1 _22
folv) = - = et
: : . 5 dg(z) |al la|v/2m
Eller vi kan bruge arealbetragtninger og fa P(X; + X, <2) = do
Tilsvarende
1 w?
w) = e 202
9. forelaesning 02405 17 9. forelaesning 02405 18
Z=aX+bY =V+W Ll Med a? + b* =1
(her med @ > 0 og b > 0 uden tab af generalitet) 1 2, 2.2 2.4, 202
— - 2a2p2 d
2abm /OO ' !

0o B 1 (1122)2/00 1 ,(v—;ﬁﬁd
f2(2) = / fo(0) fn (2 — v)dv = 5t aya
o0 1 2

_a2)52
/ L 1 _(Z*g)zd = 1 6_<1 2b2)
= € 2a e 22 dv V2T
oo AV 2T b\ 2m
2
]_ o0 _ 2l)2+(zf'u)2a2 = 1 6_%
= 2 b & 2a2b2 dU \/ﬂ
abmw |
1 /°° @202 eva? 2 hvor vi har benyttet a® + b? = 1 ved det sidste lighedstegn
— e 2ab v
2abm J_ o

9. forelaesning 02405 19 9. forelasning 02405

20

=
=
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=
=
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=
—_
=

1)
—1

Surn af max og min af to

M

eksponentialfordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W, Ws) o
Y = max (W;, W3) er den simultane taethed:

f(z,y) =2 27 2@ 0 < 2 <.

Fordelingen af Z = X 4+ Y findes til

fz(z) = /2 INZe AEHED) gy — \(Az)e ™
0

Overraskende?
9. forelaesning 02405 21
x* fordelingen side 364-366, opgave 5.3.15 1L

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:

X; ~ normal(0,1),
teethed

uafhaengige. Da har Y =" | X7
Fe) = gm0
2n/2T (n/2)
.. og siges at vaere x? fordelt med n frihedsgrader.
(... det er ogsd en Gamma-fordeling I'(n/2,1/2))

Reproduktion: Hvis Y} ~ x%(n) og Ya ~ x?(m), s er
Yi +Ys ~ X3 (n+m).

02405

9. forelaesning 23

Surnmer af uafhzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z =X+Y e€bin(n+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois()\) og Y € Pois(u) er
Z=X+Y € Pois(A\+ p)
Med X € Gammal(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z =X +Y € Gamma(r + s, \)
Summer af mange har normalfordelingen som graense
Summer af normalfordelte variable side 363
Med X € N(u1,0%) og Y € N(pg,032) er
Z=X+Y € N(u + p,0% + 03)
o Med X € N(py,0}) og Y € N(puy,03) er

W =aX +bY € N(apy + bua, a*c? + b*03)

[ fornold side 383

ar
Hvis Z = % hvor X og Y er uafhangige
o) = [ lalfx(a) )

Se eksempel 5 side 383

9. forelaesning

=
—_
=

M

=
—_
=

i



E@
Zz%medX>OogY>O.
P =Pz <) = [ [ s
0
dF(z) dfo f(z,y)dydx

fz(z) = 0o 0

T dfﬂ_z»dyd
N 0 dZ
= /Oo|x|f(x,zx)dx

0

02405

9. forelaesning

F-fordelingen: Forholdet mellern to u:'F'naengi[;,-]ge
U
2L i mpte b ]a =
¥~ fordelte variable =
Y
Lad Y € x*(n) og X € x*(m) og betragt Z = &
“n n
fz(2) = / —xfx(x)fy (—xz) dx
o m m
.. efter en laengere raekke udregninger finder vi
1 3 271 I'(r)r
fZ(Z):ﬁ(ﬁyme hvor B(?",S)=M
B(5%) \m/ (14 15)" L(r+s)

Dette kaldes en F'(n,m) fordeling - den optraeder hyppigt som en
fordeling for teststgrrelser i statistikken.

9. forelaesning 02405 o7

Opgave 5.4.10 -
Find tetheden af ¥V = % hvor U og V' er uafhangige =
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [ ul fu(u) fv(uy)du
Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1, i) Sa
! 1
fy(y)—/ udu = —, fory <1
0 2
1
Iy (y) /yudu ! for 1 <y
v(y) = = o
0 2y°
Yy
2 y<1
Fy (y) _{ . z .
- 77 < Yy
9. forelaesning 2 02405 —26
Udledningen af F-fordelingen
DU
Med YV € x%(n) og X € x*(m),vil vi undersgge =

Y

fordelingen af Z = ¢ = )5;_11
fz(2) = / zfx,(2) fr (22)dx

0

Af taetheden for Y fy(y), findes taetheden fy, (y) for Y; = % til
nfy(n-y)
Ved indsattelse af f;(z) =

/ $m2751—‘ (m) (mx) 2 *16*
0 2

wfE
8
N
™
wl3
—
VR
|3
N———
L
—
S
8
N
N~—
w3
L
m\
3
NI
I8
o
S

9. forelaesning



mbnz )m;—n_l
3 T

o m -1 m mzx n -1 n nrz o m + nz _MINZ .

/0 x27 2T (%) (mz)2 'me 2 272 (g) (nxz)2 'ne 2 dx = /0 5 ( NED) e dy @
_ e o] F m_+n n+m -1 n m n
—_ 2771+Tm <F (m) P (2)) ' nglm%n% xm;rnflefmgnzmdx 7( 2 m)+n 2_+T (F (m) F (ﬁ)) 25_1m7n5
2 2 0 (ernz)T 2 2
2
Funktionen under integralet er nzsten en I' tzethed Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi
m+n71 n
*®m 4 nz (B52) 2 _metnz 1 n 2 z271
_ e gy f2(2) = ——— <_> L —
0 2 F(Tn) B(§,7> m (1—|—%Z> 2
m+n —1
T (5 m)+n 2" <F (@) I (2>> 22 Imns Idet
(mtnz) e 2 2 L(r)(s
2 B(r,s) =
L(r+s)
En F(n,m) fordeling.

9. forelaesning 02405 29 9. forelasning 02405 30
Lad Y7, Y5 og Y3 veere tre punkter, der valges tilfeldigt og uafthaengigt i
intervallet (0,1). Lad X vaere punktet taettest pa 1. DTU DTU

Spgrgsmal 6 = =

Fordelingsfunktionen for X er Farvede kugler traekkes tilfeeldigt med tilbagelaegning fra en aeske.

Indholdet af zesken er givet ved

10 F@)=1-(1-2)?

20 F@)==z Farve | Rgd | bld | grgn | gul
30 F(X)=d (3—1_3) Andel | 0.1 | 02| 03 | 0.4
40 F(z)=2a°

50  F(x)= 3

6 L1 Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.

02405 02405

9. forelaesning 31 9. forelaesning 32



Spgrgsmal 7

Hvad er sandsynligheden for at fa praecis 5 gule kugler i 20
traekninger

1 0O  Ingen af de nedenstiende

2 O ( 250 ) (0.4)%(0.6)'

30 <I>( 5—0.1-20 )

v/20-0.1-0.9
40 5.01
5—0.1-20
50 1-¢ (7/m)
6 L0 Ved ikke
9. forelaesning 02405 33
Spgrgsmal 9
Netop 25 trakninger for at fa 3 rgde.
25
10 (0.1)3(0.9)%2
3
20 ((0.1)(0.9)%*)3
30 (0.1)%(0.9)%2
24
4 U ( ) (0.1)%(0.9)22
2
50  ((0.1)%(0.9))3
6 L0 Ved ikke
02405
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35

=
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=
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=
—_
=

Spgrgsmal 8

M

Netop 2 rgde, 4 bla, 6 grgnne og 8 gule i 20 traekninger.

10 ( 240 ) (0.1)2(0.2)%(0.3)¢(0.4)8

20 8-6-4-2(0.1)2(0.2)4(0.3)%(0.4)®
30 05

40 %(0.1)2(0.2)4(0.3)6(0.4)8

50  52%5(0.1)%(0.2)4(0.3)5(0.4)%

6 LI Ved ikke

02405
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Afsnit 5.3 og 5.4

=
—_
=

Simultane kontinuerte fordelinger
P(X €dz,Y €dy) = f(x,y)dzdy

i

Uafhaengige normalfordelte variable (~ normal(p, %) = N (i, 02))
o flay) = fehe

o Fr(r) =P(V/X?24+Y2<r)=1—e3" (Rayleigh)

o X ~N\o%),Y ~N(u,)=X+Y ~ N+ pu,0%+712)
o For X; ~ N(0,1) er Y =57  X? x*fordelt (gamma).
Operationer med stokastiske variable

o P(Z=X+Y e€dz2) = fz(2)dz = [7_ f(2, 2z — x)dadz
o P(Z =% edz) = fz(2)dz = [*_|z|f(z, z2)dzdz

02405
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