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Simultane kontinuerte fordelinger
P(X edx,Y €dy) = f(x,y)dzdy

i

Uafhaengige normalfordelte variable (~ normal(u,0?) = N(p,0?))
o f(w,y) = gre =)

o Fr(r) =P(VXZ+Y2<r)=1—-e2" (Rayleigh)

o X ~N\o?),Y ~N(u7)=X+Y ~NA\+pu,o*+72)
o For X; ~ N(0,1) erY =>" X2 y*fordelt (gamma).

Operationer med stokastiske variable
o P(Z=X+Y edz) = f(z)dz = [*_ f(z,z — x)dzdz
o P(Z=%edz) = fz(z)dz = [7_|2|f(x, zz)dadz
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Sirmultan fordeling for kontinuerte va
P(X,Y) € B)
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P(X,Y)eB) = /Bf(a:,y)da:dy
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Sirnultan fordeling for kontinuerte variz

L

P(X,Y)eB) = /Bf(x,y)da:dy

Marginale fordelinger
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P(X,Y)eB) = /Bf(x,y)da:dy

Marginale fordelinger

fx(z)
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P(X,Y)eB) = /Bf(x,y)da:dy

Marginale fordelinger

- / (2 y)dy
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P(X,Y)eB) = /Bf(x,y)da:dy

Marginale fordelinger
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Simultan Tfordeling for kontinuerte variap

0

P((X.Y) € B) = [ fa.y)dady
B
Marginale fordelinger

fx(z) Z/f(:v,y)dy fr(y) :/f(xvy)dx

Hvis X og Y er uafhaengige
f(z,y) = fx(x) - fy(y)
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Jathzengige normalfordelte variaple
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Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er
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Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er
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Jathzengige normalfordelte variable

Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er

fla) = —==e2"

for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi
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Jathzengige normalfordelte variable

Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er

fla) = —==e2"

for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi

f(z,y)
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Jathzengige normalfordelte variable

Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er
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Jathzengige normalfordelte variable

Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er

for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi

Fla,y) = —me b e ¥ = L d

V2T V2T 2T
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Jathzengige normalfordelte variable

Tatheden for en standardiseret normalfordelt variabel er

for to uafhaengige normal(0, 1) variable X og Y far vi

fla,y) = —me b e B = L d

V2T V2T 2T

Bemeaerk rotationssymmetrien.
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Fordelingen er rotationsinvariant



Linearkombinationer af to norrnalfordelte variable
Lad X og Y vare uafthangige normal(0, 1)-fordelte variable.

Betragt Z = a X + 0Y.

1. Hvis a® 4+ b* =1, da er Z ogsd normal(0, 1)-fordelt.
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Linearkombinationer af to norrnalfordelte variable
Lad X og Y vare uafthangige normal(0, 1)-fordelte variable.

Betragt Z = a X + 0Y.

1. Hvis a® 4+ b* =1, da er Z ogsd normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat
| et drejet koordinatsystem.
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Linearkombinationer af to normalfordelte variable
Lad X og Y vare uafthangige normal(0, 1)-fordelte variable.
Betragt Z = a X + 0Y.

1. Hvis a® 4+ b* =1, da er Z ogsd normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat

| et drejet koordinatsystem.

2. Generelt:

a b
7 = a2 + b2 ( X + Y)
\/&2 _|_b? \/0,2—|—62
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Linearkombinationer af to normalfordelte variable
Lad X og Y vare uafthangige normal(0, 1)-fordelte variable.
Betragt Z = a X + 0Y.

1. Hvis a® 4+ b* =1, da er Z ogsd normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat

| et drejet koordinatsystem.

2. Generelt:

a b
7 = a2 + b2 ( X + Y)
\/&2 _|_b? \/0,2—|—62

... altsd er Z normalfordelt med middel 0 og varians a? + b2.
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Linearkombinationer af to normalfordelte variable
Lad X og Y vare uafthangige normal(0, 1)-fordelte variable.
Betragt Z = a X + 0Y.

1. Hvis a® 4+ b* =1, da er Z ogsd normal(0, 1)-fordelt.
Det skyldes rotationssymmetrien, Z er den nye fgrstekoordinat

| et drejet koordinatsystem.

2. Generelt:

a b
7 = a2 + b2 ( X + Y)
\/&2 _|_b? \/0,2—|—62

... altsd er Z normalfordelt med middel 0 og varians a? + b2.

Resultatet kan ogsa vises analytisk ved brug af afsnit 5.4
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Linearkombination
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L inearkompination

Summer af normalfordelte variable side 363
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L inearkormbination
Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige
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Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige og normalfordelt med henholdsvis
N (A, 0%) og N(u,7%)
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Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\,0°) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal( A+ p, 0% + 72)
fordelt.
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Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\,0°) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal( A+ p, 0% + 72)
fordelt.

For X; normal(u;,o?) fordelte og uafhangige
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Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\,0°) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal( A+ p, 0% + 72)
fordelt.

For X; normal(u;, o?) fordelte og uafhaengige er
Z=b4+> " a;X; normal(b+ " a;u;, y .., aio?) fordelt.
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Summer af normalfordelte variable side 363

Hvis X og Y er uafhaengige og normalfordelt med henholdsvis
N(X\,0°) og N(u,7%) sder Z =X +Y normal( A+ p, 0% + 72)
fordelt.

For X; normal(u;, o) fordelte og uafhaengige er
Z=b4+> " a;X; normal(b+ " a;u;, y ., aio?) fordelt.

(Denne star ikke direkte i Pitman, men kan dog let udledes af
resultatet side 364.)
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Antag at R, og R, er to uafhangige stokastiske variable med den
samme taethedsfunktion f(z) = ze 2% for & > 0. o1y

o
oo

Spgrgsmal 1
Teetheden af Y = min (R;, Ry) findes til

LU fr(y) =2ye™

20 fr(y) =1— (1 —ye 2¥)(1 —ye 2
3L fr(y) =€

40 fy(y) =2y%e?

50 fy(y) = 2% =

6 L1 Ved ikke

02405
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Honstanten 1/+/27m
(X,Y) har simultan taethed fyy(z,y) = c2e~ 214",
(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/4/27 for givet, men nu udleder

vi det!)

Pir <R<r+dr)



Honstanten 1/+/27m

(X,Y) har simultan taethed fyy(z,y) = c2e~ 214",

(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/4/27 for givet, men nu udleder
vi det!)

Pr<R<r+dr)=P(r <vX2+Y2<r4+dr)



Honstanten 1/+/27m
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af R direkte:
fr(r)



Honstanten 1/+/27m

(X,Y) har simultan taethed fyy(z,y) = c2e~ 214",

(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/4/27 for givet, men nu udleder
vi det!)
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Honstanten 1/+/27m

(X,Y) har simultan taethed fyy(z,y) = c2e~ 214",

(Bemeerk! Vi har hidtil taget ¢ = 1/4/27 for givet, men nu udleder
vi det!)

Pr<R<r+dr)=P(r <vX2+Y2<r+dr)

= e (n(r 4+ dr)? — mr?) = 2rcPre 7 dr + o(dr)

.. tegn en skitse af X, Y og R for at checke dette. Vi far taetheden

af R direkte: -
fr(r) =2mc r e 2"

Eftersom [~ fr(r) dr =1, ma vi have ¢ = 1/v/2.

2

fr(r) =re7 2"  P(R<r)=Fg(r)=1—e2"
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Storrelse af norrnalfordelt vektor side 358-3
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(J)

torrelse af norralfordelt vektor side 358-3

Hvis talparret (X,Y) er uafhaengige standardiserede

normalfordelte (normal(0,1)) variable,
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torrelse af norralfordelt vektor side 358-361

(J)

Hvis talparret (X,Y) er uafhaengige standardiserede

normalfordelte (normal(0,1)) variable,sd er R = v X2 + Y?
Rayleigh fordelt.
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Sterrelse af normalfordelt vektor side 358-361

Hvis talparret (X,Y) er uafhaengige standardiserede

normalfordelte (normal(0,1)) variable,sd er R = vV X2 + Y?
Rayleigh fordelt.

fr(T)
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normalfordelte (normal(0,1)) variable,sd er R = vV X2 + Y?
Rayleigh fordelt.
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(J)

torrelse af norralfordelt vektor side 358-3

Hvis talparret (X,Y) er uafhaengige standardiserede

normalfordelte (normal(0,1)) variable,sd er R = vV X2 + Y?
Rayleigh fordelt.
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torrelse af norralfordelt vektor side 358-3

(J)

Hvis talparret (X,Y) er uafhaengige standardiserede

normalfordelte (normal(0,1)) variable,sd er R = vV X2 + Y?
Rayleigh fordelt.
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En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan
beskrives ved 2 uafhangige standardiserede normalfordelte variablgypvor

o
o

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt. =
Spgrgsmal 2

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en cirkel med

radius £, er
10 e()-e(}
»O 1
30 1
4 [ 1—6_%

2

50 (2(3) —®(—3))
6 L1 Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardiseretoaaﬁ'gaIfordelt variabel.
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Fordelingen af S = R*
Fs(s) =P(S < s)
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Fordelingen at S5 =
Fs(S) — P(S <
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Fordelingen af S = R* = X? 4+ V*
Fs(s) =P(S < s) =P(VS < /5) =P(R < /5)

... altsa er S eksponentialfordelt med middelvaerdi 2.
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Fordelingen af S = R* = X? 4+ V* !
Fs(s) =P(S < s)=P(VS <+/s5)=P(R < /s)

... altsa er S eksponentialfordelt med middelvaerdi 2. Alternativt vi
kunne have brugt variabelskift fra afsnit 4.4.

02405

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning 12



http://www.dtu.dk

Fordelingen af S = R* = X? 4+ V* o
Fs(s) =P(S < s)=P(VS <+/s5)=P(R < /s)

... altsa er S eksponentialfordelt med middelvardi 2. Alternativt vi

kunne have brugt variabelskift fra afsnit 4.4.

Af eksponentialfordelingen fas i gvrigt

E(X*) =1 ()
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En skytte skyder mod en skydeskive. Skuddenes placering pa skiven kan
beskrives ved 2 uafhangige standardiserede normalfordelte variable, hvor

OTU

skivens centrum er koordinatsystemets nulpunkt. =
Spgrgsmal 3

Sandsynligheden for, at et skud rammer indenfor en afstand 1 fra
koordinatsystemets anden-akse, er

10 (1)
Jui

30 20(1) — 1
a0 1-—e3
50 1—e i
6 O Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.
02405
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okastiske variap

U)

Operationer mec

Vi har set max og min af stokastiske variable,
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tiske variable 5.4

m
m
(D
»
)
D

0

U)

Operationer mec

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle

former for summer.
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Operationer med stokastiske variaple 5.4

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle

former for summer.

For uafhaengige diskrete variable har vi tidligere set

PZ=X+Y =2)= ZfX ) fy (z — )

r——00
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Operationer med stokastiske variaple 5.4

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle
former for summer.

For uafhaengige diskrete variable har vi tidligere set
PZ=X+Y =2)= Z fx (@) fy(z — )

En foldning.
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Operationer med stokastiske variapl

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle

former for summer.

For uafhaengige diskrete variable har vi tidligere set

PZ=X+Y =2)= ZfX ) fy (z — )

r——00

En foldning.For ikke negative uathangige X og Y

P(Z=X+Y =2)= ZfX ) fy (z — )
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Operationer med stokastiske variaple 5.4

Vi har set max og min af stokastiske variable, samt specielle

former for summer.

For uafhaengige diskrete variable har vi tidligere set

PZ=X+Y =2)= ZfX ) fy (z — )

r——00

En foldning.For ikke negative uathangige X og Y
P(Z=X+Y =2) = ZfX ) fy (z — )

For kontinuerte taetheder far vi

f:vz—a:da:ua fx(x fyz—x)dx
-/ .
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Lad X, veere ligeligt fordelt pa enhedsintervallet og X5 vaere ligeligt
fordelt pa intervallet (0;2) og uafhaengig af X;. o1y

o
oo

Spgrgsmal 4
Tatheden f7(z) for Z = X1 + X, findes til
10 fr(z)=Lfor0<z<2

— 2

2L fz(z) =%

( % for0<z<1
3L fz(z) =« : for1<z<2

\352 for2 < z<3
40 fr(z)=35for0<z<3
50 fz(2) =3
6 L]  Ved ikke
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Lad X, veere ligeligt fordelt pa enhedsintervallet og X5 vaere ligeligt
fordelt pa intervallet (0;2) og uafhaengig af X;. o1y

o
oo

Spgrgsmal 5
Sandsynligheden P(X; + X5 < 2) findes til

w
= oot AW Wiy N

6 LI Ved ikke
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Enten brug f7(2)
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Enten brug f7(2)

Den simultane teethed af (X, X5) er
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Enten brug f7(2)

Den simultane teethed af (X, X5) er

f($1,372) = 9
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Enten brug f7(2)

Den simultane teethed af (X, X5) er

f($1,372) = 9
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Enten brug f7(2)

Den simultane teethed af (X, X5) er

% 0<z;<1,0< 2y <2
f(xlaxQ) — <
L 0 ellers
1
P(X1 + XQ S 2) — / —dxleCQ
x1+x2<2 2
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Enten brug f7(2)

Den simultane teethed af (X, X5) er

y

% 0<z; <1,0< 2y <2
f(xlaxQ) — <
L 0 ellers
1
P(X1 + XQ S 2) — / —dxleCQ
xr1+x2<2 2

Eller vi kan bruge arealbetragtninger og fa
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Enten brug f7(2)

i

Den simultane teethed af (X, X5) er

y

% 0<z;<1,0< 2y <2
f(xlaxQ) — <
L 0 ellers
1
P(X1 + XQ S 2) — / —dxleCQ
x1+x2<2 2

Eller vi kan bruge arealbetragtninger og fa P(X; + X, <2) = 2
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X~ N(0,1), Y ~ N(0,1) vafhzzengige

fx(2) = fr(2) = ¢(2) = —==e7

V =aX W =0Y

02405
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V =aX W =1bY v=g(x) =ax w = h(y) =by
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V =aX W =1bY v=g(x) =ax w = h(y) =by

o fx(x) ﬁe_g
dx
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V =aX W =bY v=g(x) =ax

1 _zZ
X N
folo) = P o
dg(x) al
dx
Tilsvarende
1 w2
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Z=aX+bY =V+W

(her med a > 0 og b > 0 uden tab af generalitet)

fz(z) =
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i =aX F+o0Yy =V +W

(her med a > 0 og b > 0 uden tab af generalitet)

/ Z fu(0) fur(z — v)do
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Z=aX+bY =V+W

(her med a > 0 og b > 0 uden tab af generalitet)

fz(2) /OO fv(v)fw(z —v)dv
<~ 1 V2

/ € 2a? ! e (2_1)12})2 dv
p— 2a 2
oo AN 2T b\ 21

02405
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Z=aX+bY =V+W

(her med a > 0 og b > 0 uden tab af generalitet)

fz(2) /OO fv(v)fw(z —v)dv
© 1 ,

v 1 (z—v)2
e 202 dv

— / e_ﬁ
oo AN 27T b\ 21

1 o0 _v2b2—|—(z—v)2a2
p— é 2a2b2 dv
2abm

— 0
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Z = axX + oY

N -

=

(her med a > 0 og b > 0 uden tab af generalitet)

fz(2)

/ Z Fu(0) fur(z — v)do
=

[t
oo AN 27T b/ 27

1 o0 _v2b2—|—(z—v)2a2
e 20252 dv
2abm J_

1 o0 . (a2—|—b2)2)2—2zva2—|—z2a2
e 20252 dv
2abm

— OO

(z—=v)?
e 202 do
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. v2 —2z'va2—|—z2

a2

2 4

2 2

—z%a"+z%a

2a2p2

dv
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Med a? -

2.4 2 4, 2 2

v2—2zva2+z —z%a"+z%%a

2a2b2

dv

1/OO
€
2abm ) _ .

1 __(l—a2)z2

e 252
V2T

_ (v=za7)° za2)2
" 2a2p2

/(X) ]
dv
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Med a? -

2.4 2 4, 2 2

v2—2z'va2—|—z —z%a"+z%%a

2a2b2

dv

1 /OO _
€
2abm ) _ .

1 _(1—0,2)2:2 o0 1 _ (v=za7)° za2)2
e 252 24282 du
V2T o ab\/ 27T
1 . (1—a2)z2
e 252

V2T
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Med a? -

2. 4, 2 2

v2—2z'va2—|—z2 4 —z%a"+z%a

2a2p2

dv

1 /oo _
€
2abm ) _ .

1 _(1—0,2)2:2 o0 1 _ (v=za7)° za2)2
e 262 24282 du
V2T o ab\/ 27T
1 (1—a2)z
e 252
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O
1 _v2—2zva2—|—z2a4—z2a4—|—z2a2
— é 2a2b2 d’U

2abm ) _ .

1 _(1—a2)z2 /OO 1 _(v—za2)2 d
— e 252 e 2a2b2 v
V2T oo bV 2T

1 . (1—a2)z2
p— é 252

1 2

_Z_
— (& 2

V2T

hvor vi har benyttet a? + b* = 1 ved det sidste lighedstegn
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urn af max og min aft to

@

(D

eksponentialtordelte variabl
Vi har tidligere set at for W; € exp ()
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urn af max og min aft to

0
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@

eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A\), X = min (W, W5) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane taethed:

f(z,y)
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urn af max og min aft to

0
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@

eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A\), X = min (W, Ws) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

fla,y) = 2X\%e7 oty
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urn af max og min aft to

0
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A\), X = min (W, Ws) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

flx,y) = INZe M) 0 < <.
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urn af max og min aft to

0
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@

eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

flx,y) = INZe M) 0 < <.

Fordelingen af Z = X + Y findes til
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

flx,y) = INZe M) 0 < <.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

fz(2)
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

fz(2) :/
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

fz(2) :/
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

fz(2) :/O

NN
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

z

o) = [ "2t
0
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

o) = [P
0

I\
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eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

I\

fz(2) = /2 2AZe @ET)d g = A(A2)e ™
0

02405

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning 21


http://www.dtu.dk

=
=
=

r

urn af max og min aft to

@

0
i

eksponentialtordelte variable
Vi har tidligere set at for W; € exp (A), X = min (W7, W3) og
Y = max (Wi, Ws) er den simultane teethed:

f(z,y) =222 Mo 0 < 2 < y.

Fordelingen af 7 = X + Y findes til

I\

fz(2) = /2 2AZe @ET)d g = A(A2)e ™
0

Overraskende?
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surmer af uathzengi

Med X € bin(n,p) og Y € bin
=X+Y

(
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2c Vdrl
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Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,
Z=X+Y €binn+m,p)
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)

Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er

L =X+Y
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
=X+Y
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )

Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er

L =X+Y
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z=X+Y € Gamma(r + s, \)

Summer af mange har normalfordelingen som graense
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z=X+Y € Gamma(r + s, \)
Summer af mange har normalfordelingen som graense

Summer af normalfordelte variable side 363
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z=X+Y € Gamma(r + s, \)
Summer af mange har normalfordelingen som graense
Summer af normalfordelte variable side 363
Med X € N(uy,0%) og Y € N(ug,03) er
Z=X+Y
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z=X+Y € Gamma(r + s, \)
Summer af mange har normalfordelingen som graense
Summer af normalfordelte variable side 363
Med X € N(uy,0%) og Y € N(ug,03) er
Z=X+4Y € N(uy + po, 07 + 03)
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surnmer af uathzengige variable
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €binn+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er
Z=X+4+Y € Pois(A+ )
Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z=X+Y € Gamma(r + s, \)
Summer af mange har normalfordelingen som graense
Summer af normalfordelte variable side 363
Med X € N(uy,0%) og Y € N(ug,03) er
Z=X+4+Y € N(u + ps,07 + 03)
o Med X € N(u1,02) og Y € N(po,03) er

W =aX +bY
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surnmer af uathzengige variable

Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er

Z=X+Y €binn+m,p)

Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er

Z=X+Y e NB(n+m,p)

Med X € Pois(\) og Y € Pois(u) er

Z=X+4+Y € Pois(A+ )

Med X € Gamma(r,\) og Y € Gamma(s, \) er

Z=X+Y € Gamma(r + s, \)

Summer af mange har normalfordelingen som graense

Summer af normalfordelte variable side 363

Med X € N(uy,0%) og Y € N(ug,03) er

Z=X+4+Y € N(u + ps,07 + 03)

o Med X € N(u1,07) og Y € N(,ug,ag) er
W =aX +bY € N(aps + bus, a’c? + b?c3)
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x~ tordelingen side 364-360, opgave 5.3.15 WU

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:

02405

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning 23



http://www.dtu.dk

2

X

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:

fordelingen side 364-3606, opgave 5.3.15 U

X; ~ normal(0,1), uafhaengige.
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x” tordelingen side 364-3

7\

o)
&)

, opgave 5.3.15 I

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhengige. Da har Y = > " X7
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X e

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7
teethed

|2

fordelingen side 364-366, opgave 5.3.15

o)
&)

1
_ (n/2)—1_—y/2
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2

X
Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7
teethed

fordelingen side 364-3606, opgave 5.3.15 U

1
_ (n/2)—1 _—y/2

.. og siges at vaere y* fordelt
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2 Ay

fordelingen side 36

A\
2%

Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7

teethed
1
_ (n/2)—1_—y/2

... og siges at vaere x° fordelt med n frihedsgrader.
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tordelingen side 364-360, opgave 5.3.15 WU

)]
)|

2

X
Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7

teethed
1
_ (n/2)—1_—y/2

.. og siges at vaere y? fordelt med n frihedsgrader.

(... det er ogsd en Gamma-fordeling I'(n/2,1/2))

02405

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning 23


http://www.dtu.dk

9
x~ tordelingen side 364-360, opgave 5.3.15 WU
Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7

teethed
1
_ (n/2)—1_—y/2

.. og siges at vaere y? fordelt med n frihedsgrader.
(... det er ogsd en Gamma-fordeling I'(n/2,1/2))
Reproduktion: Hvis Y7 ~ x?(n) og Y3 ~ x*(m),
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9
x~ tordelingen side 364-360, opgave 5.3.15 WU
Summer af kvadrerede uafhaengige standard normalfordelte variable:
X; ~ normal(0,1), uafhaengige. Da har Y = > " X7

teethed
1
_ (n/2)—1_—y/2

.. og siges at vaere y? fordelt med n frihedsgrader.
(... det er ogsd en Gamma-fordeling I'(n/2,1/2))

Reproduktion: Hvis Y7 ~ x?(n) og Y3 ~ x?(m), sa er
Y1+ Y5 ~ x*(n+m).
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DO

rordeling af Tforhold side 383

fz(2)

/ " el fx (@) fy (22)da
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[ fornold side 383

rordeling af
. Y .
Hvis Z = 5, hvor X og Y er uathaengige

2= | " el fx (@) fy (22)da

Se eksempel 5 side 383
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Y
Z =5 med X >00gY >0.

Fz(Z)
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Y
Z =5 med X >00gY >0.

Fz(Z) = P(Z < Z)
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Y
Z =5 med X >00gY >0.

P =P(Z<2) = [ [ radys

fz(2)
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Z=Xmed X >00gY >0.

X

Fy(2) = P(Z < 2)

fz(2)

/ ) / " f (e, y)dyda

dF(z)
dz

_dfy

=
=
=

i

f(x,y)dydx
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Z=Xmed X >00gY >0.

X

Fy(2) = P(Z < 2)

fz(2)

/ ) / " f (e, y)dyda

=
=
=

i

dF(z) dfo f(x,y)dydx

dz dz

/OO df” f(z,y)dy
0 dz

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning

02405

25


http://www.dtu.dk

Z=Xmed X >00gY >0.

X

Fy(2) = P(Z < 2)

fz(2)

/ ) / " f (e, y)dyda

=
=
=

i

dF(z) dfo f(x,y)dydx

dz dz

/OO df.” f(z,y)dy
0 dz

/OO x| f(x, zx)dx
0
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = %
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, i)
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, i) Sa
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, i) Sa

fy ()
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

fy(y) = /01Udu
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

Fr) = [ udu =3,
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0

fy(y)
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0

fr(y) = /0;
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgranserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0

fy(y) = /Oy udu
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1, 5). Sa

1
1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0

u 1
fy(y) = / udu = —, for 1 <y
0
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Opgave 5.4.10

Find taetheden af Y = % hvor U og V' er uathaengige
ligefordelte (0,1) variable.

Vi benytter fy(y) = [° |ulfu(u) fv(uy)du.

Integrationsgraenserne for u er fra 0 til min (1, i) Sa
! 1
fr(y) = / udu = 55 for y < 1
0

: for 1 <y

: y <1

FY(y){ ) B
L _Q_y’ 1<y
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(D
=
17
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@
D
—
=
(o,

) "
0 uathzengige
= pfu
2 e variahble =
X~ fordelte variable =
Y
Lad Y € x*(n) og X € x*(m) og betragt Z = &

o) = [ Zateo)fy (Lo

) dx
... efter en laengere raekke udregninger finder vi
1 3 B ['(r)0
fro) = o (B — s hvor Brs) = S
B(3.%) \m (1+22)2 I'(r+s)

Dette kaldes en F'(n,m) fordeling - den optraeder hyppigt som en
fordeling for teststgrrelser i statistikken.
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Udledningen at F-tor

delingen
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Udledningen at F-Tfordelingen

Med Y € x%(n) og X € x*(m),
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Udledningen at F-tordelingen
Med Y € x*(n) og X € x?(m),vil vi undersgge
fordelingen af Z = é }(/—11
F22) = [ at (@)oo
0
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rl

Udledningen at F-tordelingen

Med Y € x ( ) og X € XQ(m),vil vi undersgge
fordelingen af Z = é — ;{”_11
fz(z) = / T fx, () fvy (x2)dx
0

=
=
=

i

Af tetheden for Y fy(y), findes taetheden fy, (y) for Y7 = =
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Udledningen at F-tordelingen

DTU
Med Y € x ( ) og X € XQ(m),vil vi undersgge =
fordelingen af Z = é — ;{”_11
fz(2) = / T fx, () fyy(z2)d
0

Af taetheden for Y fy (y), findes taetheden fy, (y) for ¥; = L til
nfy(n-y)
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Jdledningen at F-tordelingen .
Med Y € x*(n) og X € x?(m),vil vi undersgge =
Y
fordelingen af Z = & ;(/—11

Af taetheden for Y fy (y), findes taetheden fy, (y) for ¥; = L til
nfy(n-y)

Ved indsattelse af f7(z) =

>C m —1 e mx n —1 L nxz
/ r-m-2" 21 (%) (mz)? te 2 n2 20 (E) (nzz)® ‘e 2 da
0
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> m —1 m mx n —1 n nrz
/ x2” 2T (%) (mz)2 tme 2 2721 (g) (nwz)2 'ne” 2 dx
0

S (2 ()

Funktionen under integralet er naesten en 1" taethed

N[3

©.@)
_ m n min 1 _minz
1m2n2/ r 2z te 2z “dgp
0
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> m —1 m mx n —1 n
/ x2” 2T (%) (mz)2 tme 2 2721 (g) (nxz)2 'ne
0

S (2 ()

Funktionen under integralet er naesten en 1" taethed

oom_|_nz (m—gnzx)m;n—l e
i m v
2
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> m —1 m mx n —1 n
/ x2” 2T (%) (mz)2 tme 2 2721 (g) (nxz)2 'ne
0

S (2 ()

Funktionen under integralet er naesten en 1" taethed

_ /OO m -+ nz (m;mx) m;n_le_%xdx
o 2 (="
(=)
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> m —1 m mx n —1 n
/ x2” 2T (%) (mz)2 tme 2 2721 (g) (nxz)2 'ne
0

S (2 ()

Funktionen under integralet er naesten en 1" taethed

_ /OO m -+ nz (m;mx) m;n_le_%xdx
o 2 r(m5)
r(me)
(megnz) *3
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> m —1 m mx n —1
/ x2 2T (%) (max)2 'me 2 272 (g) (nzz)
0

S (2 ()

Funktionen under integralet er naesten en 1" taethed

_ /OO m 4 nz (2522 m;n_le_%xdx
o2 (%)
CE) s (e (P)r(3)
m—+nz m;n 2 2
(5*=)
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o0 m-+nz
_ m + nz ( 5 x) 2 gy
0o 2 (=)
[(252) 5 ngm (0 ()0 (2)) " a5t nt
(m—gnz) 2 2 2
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o0 m—+nz
0 2 T (m;—n
m—4n o
[(252) 5 ngm (r(Z)r(2)) " o5t

Integralet er
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o0 m—+nz
0 2 T (m;—n
m—4n o
[(252) 5 ngm (r(Z)r(2)) " o5t

Integralet er 1.
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m-+n

1
e~ 2 ‘dx

B o
o 2 (=)
m-+n _
L) oo (r(3)r(3)) # mtad
(mgne) 2 20N

Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi

02405
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m-+n

1
e~ 2 ‘dx

B o
o 2 (=)
m-+n _
L) oo (r(3)r(3)) # mtad
(mgne) 2 20N

Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi

1 n\ % z2 1
f2(2) = = (=) —
B(5,5) \m/ (14 2,)"
02405
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m-+n

 [rmen (40
B 0 2

2
(=)

1
e~ 2 ‘dx

/N

m-+n _
) e () 0 (3))
() ’

Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi

1 n\ s 221
-5 ) G
|det ’ . DD (s)
(1 5) I'(r+s)

Bo Friis Nielsen 8/11 2024 — 9. forelaesning 30

=
=
=

i


http://www.dtu.dk

:/Oom+nz (mtnzg) 2 menzg
o2 T(m)

m-+n _
L) oo (r(3)r(3)) # mtad
(=) 2

Integralet er 1. Efter de sidste modifikationer far vi

1 n\ s 221
-5 ) G
|det ’ . DD (s)
(1 5) I'(r+s)

En F'(n,m) fordeling.
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Lad Y7, Y5 og Y3 vaere tre punkter, der vaelges tilfaeldigt og uathaengigt |

intervallet (0,1). Lad X vaere punktet taettest pa 1. DTU
Spgrgsmal 6 =

Fordelingsfunktionen for X er

10 Fl@)=1-010-2)°
20 Fx)==x

30 F(X) = (%)
40  F(z)=2a°

50  F(z) =23

6 O Ved ikke

Hvor ®(x) er fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt variabel.

02405
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ETE

o
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Farvede kugler traekkes tilfeeldigt med tilbageleegning fra en aeske.
Indholdet af aesken er givet ved

Farve | Rgd | bla | grgn | gul
Andel | 0.1 | 0.2 ] 0.3 |04
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Spgrgsmal 7

Hvad er sandsynligheden for at fa praecis 5 gule kugler i 20

traekninger

1 LI  Ingen af de nedenstiende

20
2 [ (0.4)°(0.6)1°
5

3 O <I>( 5—0.1-20 )

v/20-0.1-0.9
41 5.0.1
5—0.1-20
5L 1-9 (\/20-0.1-0.9)
6 LJ Ved ikke
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Spgrgsmal 8

Netop 2 rgde, 4 bla, 6 grgnne og 8 gule | 20 traekninger.

1 O ( 240 ) (0.1)(0.2)%(0.3)%(0.4)®

20 8.6-4-2(0.1)%(0.2)*(0.3)%(0.4)®
30 05

40 252(0.1)%(0.2)4(0.3)°(0.4)°

50 5290-(0.1)2(0.2)4(0.3)%(0.4)8

6 LI Ved ikke
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Spgrgsmal 9
Netop 25 traekninger for at fa 3 rgde.

1 O ( 235 ) (0.1)3(0.9)%

2 0 ((0.1)(0.9)%%)3
30 (0.1)%(0.9)%

4 [ ( 224 ) (0.1)3(0.9)2

50 ((0.1)%%(0.9))3
6 L1 Ved ikke
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Aferit § 5 AN
S ¥

Afsnit 5.3 o

0]
O

=
—
=

Simultane kontinuerte fordelinger
P(X edx,Y €dy) = f(x,y)dzdy

i

Uafhaengige normalfordelte variable (~ normal(u,0?) = N(p,0?))

o f(z,y) = e 2@+

o Fr(r)=P(WVX2+Y2<r)=1—e3" (Rayleigh)
6 X~ N(L02).Y ~ N(a,73) = X +Y ~ N+ 0% 4 7)

o For X; ~ N(0,1) erY =>" X2 y*fordelt (gamma).
Operationer med stokastiske variable

o P(Z=X+Y edz) = f(z)dz = [*_ f(z,z — x)dzdz
o P(Z=%edz) = fz(z)dz = [7_|2|f(x, zz)dadz
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