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Lad X vare en stokastisk variabel med fordelingsfunktion

F(z)=a%for0 <z < 1.

Spgrgsmal 1
Tatheden f(x) for X er

10 322for0<z<1.
20 latfor0<az <l
30 1for0<x<l1.
40 1-—a23for0<x<l.
50 3

6 L1 Ved ikke
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Dagens emner 5.1 og 5.2
Ligefordeling med to variable (5.1): P ((z,y) € C) = 501U
Simultane taetheder (5.2)
flz,y)dady ZP(x < X <z4de,y <Y <y+dy), fz,y) >0
Simultan fordelingsfunktion (5.2)

F(w,y)=P(X§x,Y§y)=/_y /_x f(z,y)dzdy

Repetition af maximum/minimum - 4.5
Finae(7) = [[12) Fi(2) Grin(2) = [[12, Gi(z)
Simultan fordeling af minimum og maximum
Repetition af “order statistics” - 4.6
n—1
fuy (@) =nf(z) . (F(2)) 11 = F(x))"™"
Simultan fordeling af “order statistics” (Example 3. p.352-355)

flz,y)=5la(y—z)(1—y) , for O<z<y<l

=1 - . o Lo . “
Flerdimensionale uniformt fordelte variable

DTU

Sandsynligheder som andele af areal =

Antag, at et punkt med sikkerhed falder i omrddet D med areal
A(D).

Sandsynligheden for, at et punkt (X,Y") falder i omradet C,
hvor C' C D, er lig den andel som A(C') udggr af det totale
areal: P ((X,Y) e C) = %.

Hvis X og Y begge er uniformt fordelt pa et interval og
uafhengige, da er (X,Y") uniformt fordelt pa et rektangel
(side 340).
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Lad (X,Y) vaere ligefordelt pd maengden
{(z;yy) e RxR:0<z<2N0<y<4Az<y}.

Spgrgsmal 2
Hvad er P(X < 1)

1
10 z
2 O %
5
30 2
4 0O 1—70
50 1—72
6 OO Ved ikke
8. forelaesning 02405
Fg@rst nevneren
1
P(Yz1—2X):1—P(Y<1—2X):1—Z:
sa teelleren
1 1 3 7
PlY>-Y>1—-2X)|=-.—-.— -2
( -2 > 31T 16
saledes at
1 T 7
PlY>=-|Y>1-2X :%:_
2 1 12
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Opgave 5.1.3 ]
Antag at X og Y er uafhangige ligefordelte pa enhedsintervaﬂ;t
(0,1).
Spm: Find

P(Y %‘Y> 1—2X>

Svar: Fgrst benytter vi P(A|B) = Puns)

P(B)
P Y> Y >1-2X P(Y227Y>1_2X)
P(Y >1-2X)
8. forelaesning 02405 —6

Sirnultan fordeling for kontinuerte variaple U
flz,y) =0, f(z,y)drdy =1

PCX.Y) € B) = [ Flavy)dady
B
Marginale fordelinger

- /_Z Fla,y)dy = /_Z flz,y)dx

Pz <X <z+dr,y <Y <y+dy) = f(z,y)dzdy

8. forelaesning 02405 —8
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Antag at (X,Y) er ligefordelt over omradet =
{(z,y) e RxR:0< |y| <z < 1}.
Spgrgsmal 3
Den simultane (joint) taethed f(z,y) af (X,Y") findes til

10 fley) =% O<pyl<z<l

20 f(z,y) =1, O0<lyl<x<1

30 flzy) ==ly, O<|y<z<l

40 flzy) = O<lyl<z<1

50U flry) = \y\ 0<[yl<z<1

6 L Ved ikke
8. forelaesning 02405
Opgave 5.2.3 ]

Et punkt valges i enhedskvadratet i henhold til den simultane
teethed f(z,y) = c(x® + 4xy) for 0 <z < 10g 0 <y < 1, for en
konstant c.

Spm: Bestem ¢

1= //f(x,y)dxdy = /01 /01 c(z?® + 4ay)dydz

1
4
= / c(x? + 27)dr = =
0 3

Svar:

2 ~_— 3
Sdc=
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Antag at (X,Y) er ligefordelt over omradet g
{(z,y) e RxR:0< |y| <z < 1}.
Spgrgsmal 4
Den marginale taethed fx(z) af X findes til
10 fx(x) =1, 0<z<l1
20 fx(z) =2, 0<z<l1
30 fx(z) =2z, 0<zr<l1
40 fx(z) =322, D<ax<l
50 fx(z) =2z|y|, 0<z<l
6 U Ved ikke
5. forelsning
Spm: Find P(X < a), 0<ax<l g

Svar:

a 1 a 3
3, 3 3/(d®
/0/04(:70 + 4zy)dydx /04(96 + 22)dz 4<3+a>

dette er fordelingsfunktionen for X evalueret i a
Spm: Find P(Y <b), 0<Y <1

Svar:

*3 1 3 (b
+4:Uydxdy—/ +2ydy< +b2>
// 0 4(3 ) 4\ 3

fordelingsfunktionen for Y evalueret i b

8. forelaesning



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

Uafhzengige kontinuerte variable o

De stokastiske variable X og Y med simultan tethed f(z,y) og
marginale taetheder henholdsvis fx () og fy(y) er uafhengige
hvis og kun hvis

f(fﬂay) = fx(fﬂ) : fY(y)

for alle (x,y).
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Opgave 5.1.7
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Lad U og V' veere to uafhaengige ligefordelte (0,1)

i

variable. Lad X vare den mindste af U og V.

o Repraesenter handelsen (X > z) (0 < < 1) som et omrade
i planen og find P(X > x) som arealet af dette omrade.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fordeling af maxirmurm og minirmurm

n identisk fordelte stokastiske variable X; med
fordelingsfunktion F'(z)

Den sorterede sekvens indekseres med X ;) saledes at

Xmin) = X(1) £ Xg) <+ < Xy = Xonaa

=
=
=

M

P(X(m) <) =P(max(X,;) <z)=P(X; <2, Xy <a,...,X, <

Hvis vi har uafhaengighed far vi

x)

P(Xpm) <2)=P(X; <2)P(Xy <x)---P(X, <) = F(x)"

P(Xq) <x)=1-P(X; >2)P(Xy >2)---P(X,, > )

—1-(1- F(z))"

8. forelaesning

Find fordelingsfunktionen og teetheden af X og skitser

grafen af disse funktioner.

02405
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PX<r)=Fx(x)=1-P(X>2)=1-(1-2)°

Vi finder tetheden ved differentation

fx(x)

- dz

=2(1 —x)

8. forelaesning
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Lad X = min (U, V) og Y = max (U,V), hvor U og V er

=
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uafhaengige uniformt(0,1) fordelte.

Spgrgsmal 5

Sandsynligheden P(z < X, Y < y) hvor 2 < y findes til

10 42— g2
20 (y—x)
30 1
y—x
40 y—=x
50 2y —a®
6 L0 Ved ikke
8. forelaesning 02405 17

Alternativt til den fgrste udledning kunne vi benytte:

DTU

v o[y v P
P(:U<X,Y§y)—/ / 2dvdu-/ 2y — u)du ==

[Zyu—u} =27 —9? —2ay +2° = (y — 2)?

Tilsvarende kunne vi udlede den simultane fordeling

Ty x
P(XSx,YSy)—//dedu—/2[y—u}du—
0 U 0

[Qyu—u] = 2zy — 2°

02405
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Pe< XY <y =Pla<U<yrxz<V <y)

M

=Pz <U<yPla<V <y =(y—uz?

Idet haendelsen (Y < y) kan skrives som foreningen af de to
disjunkte heendelser (z < X AY <y) og (X <axAY <y) far vi

PIX <2,Y <y)=F(z,y) =P(Y <y) -Plx < X,Y <y)

=y’ — (y—x)* =2zy —2°

Den simultane fordeling af maksimum og mini-

mum af to ligefordelte variable.

8. forelaesning

Fordeling af ordnede variable side 326 m

Lad X;, veere i.id. (i = 1,...,n) med fordelingsfunktion F'(x) og
teethed f(x).

Lad X igen benavne den k'te mindste, sa
Xy <X < <Xy < X

X har tethed fi.(z) givet ved

S =n| "7 f@)F@ 0 - Pt
kE—1

8. forelaesning
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Ordning af uniforme variable

Hvis X; er U(0,1) (d.v.s. uniformt fordelt pa [0,1]) er F'(z) = x.
Dermed bliver taethedsfunktionen for X ;:

k—l( )n—k:

(Teetheder side 328)

02405
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Example 3. p.352-355 -

Vihar U; € U(0,1),i = 1,...,5. Definer X = U og Y = U55.

Spm: bestem den simultane teaethed f(z,y) af (X,Y).

Svar:

f(z,y)dedy = P(x < U < v +da,y < Uy < y+dy)

:P(U(l) <z < Uy §$+d$§U(3) <y < Uy §y+dy§U(5) <1)

5!
= mxldfb’l(y —2)'dy' (1 —y)*'

=5-x-4-dx-3-(y—x)-2-dy-(1—vy)
= 5lz(y — x)(1 — y)dzdy
54: flay) = 5l(y — 2)(1 —y)

Betafordelingen
Lidt mere generelt siges en stokastisk variabel med taethed

f(a) = B(i, §

21— 2) 0<z<l1

for vilkarlige r > 0,s > 0 at vaere beta(r, s) fordelt.
Her er

B(r,s) = /0 21— 2)¥ de = 71—1‘1(8528))

Idet I'(r) = (r — 1)! for r heltallig.

Dermed er X fra fgr beta(k,n — k 4 1) -fordelt.
02405
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Marginale fordelinger:

fx(x) = / Sl (y — 2)(1 - y)dy
=20x(1 —2)?
foly) = / "Bla(y — 2)(1 - y)da

=20y°(1 —y)

Begge er Beta fordelinger som de skulle veere!

02405
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Opgave 5.2.9

Lad X = min (S,7") og Y = max (S,T"), hvor S og T er
uafhangige exponentialfordelte med intensitet A, i.e.
F(t)=1—e,

Spgrgsmal: Find den simultane fordeling af X og Y. Er X og YV

=
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uafhaengige? Svar:
Pa<X,)Y<y)=Pla<S<yrax<T<y) = (Fly) — F(x))?*

— (G—Az o e—)\y)z

Fxy(z,y) = Fy(y)—P(z < X,Y <y) = (1 —e )’ = (e — e )?

1—e 2 — 2N 4 9= Aty) fxy(z,y) = N2~ Maty)

Vi har Fx(z) =1—e 22 s8 Fyy(x,y) # Fx(z)Fy(y) - dvs. X
og Y ikke uafhangige. Overraskende?

Opgave 5.2.9 alternativt
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Svar:

Vi kan alternativt benytte et hazardrate argument til at udlede den
simultane taethed for X og Z:

f(z,2) = 2xe P\
Bestem den marginale fordeling af X og Z.

fz) =2 e 2" f(z) = e

X og Z er uafhaengige

02405
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Definer yderligere Z =Y — X. Spgrgsmal: Find den simultane
fordeling af X og Z. Er X og Z uafhaengige? Svar: Vi har

Fxz(z,z) =P(X <2,Z2<z)=P(X <zY-X<2)

=PX <z, Y <X+2) .

Ved brug af definitionen p3a taetheden far vi

T t+z
Fx z(z,2) = / / 2\2e AT dydt
o Jt

=(1—e™) (1 —e7) r>0, 220

Vi finder taetheden ved differentation f(x,z) = 2 e 2 \e™** og
den marginale fordeling af X og Z
flx) =2 e  f(2) = Ae™** X og Z er uathengige

4

Sumnrmer af uafhzengige variabl
Med X € bin(n,p) og Y € bin(m,p) er
Z=X+Y €bin(n+m,p)
Med X € NB(n,p) og Y € NB(m,p) er
Z=X+Y e NB(n+m,p)
Med X e P(\)og Y eP(p)er Z=X+Y e P(A\+ p)
Med X € Gammal(r,\) og Y € Gamma(s, \) er
Z =X+Y € Gamma(r + s, \)

Summer af mange har normalfordelingen som graense

=
=
=

i

Hvad med summer af normalfordelte variable?
Med X € N(u1,0%) og Y € N(po,032) er
Z=X+Y € N(u + pa, 07 + 03)
o Med X € N(uy,0?) og Y € N(po,03) er

W =aX + bY € N(ap; + bus, a*o? + b*03)
02405
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Haendelserne A, B og C' er defineret i et udfaldsrum. Find udtryk for

de fglgende sandsynligheder i form af oy
P(A),P(B),P(C),P(AN B),P(ANC),P(BNC) og =
P(ANBNC(C).

Spgrgsmal 6
Sandsynligheden for at netop to ud af A, B og C' indtreeffer.
10 PANB)+P(ANC)+P(BNC)
20 P(A)P(B)(1—P(C))+P(A)(1 —P(B))P(C) + (1 — P(A%))P(B)P(C)
30 PANB)+PANC)+P(BNC)—-3P(ANBNC)
40 1-P(AP(B)P(C) — P(A)P(B®)P(C*°)
50  Ingen af de ovenstiende

6 L1 Ved ikke
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i

Tjener denne udskiftningsstrategi et fornuftigt formal, og med
hvilken begrundelse?
1 O Ja der bliver faerre nedbrud

2 O Nej, der bruges flere komponenter end ngdvendigt uden at fa feerre
nedbrud

3 0  Ja, middellevetiden af komponenterne gges

4 [0 Nej, der bruges det samme antal komponenter og man far hverken
feerre eller flere nedbrud

50  Det ggr ingen forskel
6 L Ved ikke
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En type af elektriske komponenter har exponentialfordelte levetider
med middelvaerdi 48 timer. | en type af udstyr udskiftes oy

komponenten straks hvis den fejler og altid efter 48 timers
funktionstid.

Spgrgsmal 7

Middelfunktionstiden af en komponent findes til (afrund eventuelt
til naermeste heltal)

10 24 timer
2 0 30 timer
30 36 timer

4 0 42 timer
50 48 timer
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Dagens emner 5.1 og 5.2
Ligefordeling med to variable (5.1): P ((z,y) € C) = 501U
Simultane taetheder (5.2)
flx,y)dedy =Pz < X <z +dz,y <Y <y+dy), f(z,y) >0
Simultan fordelingsfunktion (5.2)

F(z,y) =P(X <2,Y <y) = /_io /; f(u, v)dudv

Repetition af maximum/minimum - 4.5

Fmax(m) - H;l:1 FZ(IL'> Gmm(x) = H?:l GZ(CC)

Simultan fordeling af minimum og maximum
Repetition af “order statistics” - 4.6

n—1

fuy(x) =nf(z)
(k) ko1
Simultan fordeling af “order statistics” (Example 3. p.352-355)

flz,y) =5lz(y —2)(1—-y) ,

(F(x)" (1 = F(z)"*

for 0<arx<y<l1



