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ordelingsfunktionen (c.d.f.) F'(x

For levetidsfordelinger indfgrte vi
overlevelsesfunktionen

G(t) = P(T > 1) :/tmf(s) ds -

For alle stokastiske variable X
indfgrer vi nu fordelingsfunktio-
nen

F(z) =P(X < z)

=
=

i

For kontinuerte variable er F(-)

kontinuert (!) og

For diskrete fordelinger pa Z har vi

agens emner afsnit 4.5 og 4.6

Kumulerede) fordelingsfunktion P(X < z) = F(x)
o Fraktiler F'(z,) = p - specielt median F'(z,,) = 0.5
Fordeling for maksimum og minimum F,,.,(z) = [[\_, F;
Fin(x) =1 =[], (1 = Fi(x))

Fordelinger af ordnede variable

n—1

fuy(x) = nf(x) - (F(z))* (1 = F(z))"*
Betafordelingen
1 -1 —1
_ T 1— s
@) = g ® 1)
med B f(] = 1 s ld.’E—
I‘ZTESS)) <: (r(rll;(il)l)'7 for (7“, 5) helta”ige)

-

for kontinuerte og diskrete variable
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6 00 Ved ikke

Vi betragter en eksponential(\) fordelt variabel X .
Spgrgsmal 1

Fordelingsfunktionen for X er

10 Flr)=Xe ™
20 F(z)=1-de ™
30 Flr)=1—e

)
)

40 F(r)=e®
)
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Geometrisk f. pd N 1 — (1 —p)*

Exponentialf. 1 — exp(—Az)

o
o

[l P . o r NF r Lt "
Eksempler pa fordelingsfunktioner

Binomialf.

Poissonf.

T A" -\
Zn:() Fe

i
. og endnu flere

— 2
Normalf. [ e 2(%") gt
Gammaf. 1 — Y1} Qo

T n n—
t=0 " pt(l_p) ! <
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P(X <m)=05

0.8
|

Nedre/gvre kvartil

P(X < nk) =025

0.4

P(X < gk) = 0.75

0.2
|

Generelt: p-fraktilen f, er givet ved S -

PIX</f)=p
(Lidt besveerligt for diskrete fordelinger)

Brug af dette
Matlab genererer tilfeeldige tal mellem 0 og 1 med rand
Transformation med —+ In (U)
Lav histogram over disse

Tilsvarende histogram over variable genereret med exprnd

DTU
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Givet en kontinuert voksende fordelingsfunktion F'.

1)
o~

(g

rl

1)

Sirnulering af stokastiske v

Spm: Hvordan kan vi sample en stokastisk variable X med
fordelingsfunktion F'7

Svar: Simulér fgrst U fra en uniform fordeling pa [0, 1].

Bestem dernaest
X =F1U)

d.v.s. x er u-fraktilen i F.

Hvorfor virker det? Fordi:

P(X <) =P(F(X) < F(z)) = P(U < F(x)) = F(x)
DTU
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Fordeling af maximurm og minirmum
Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?
Hvornar punkterer det fgrste deek?
Hvad er den stgrste bglgehgjde en bro vil blive udsat for?
Stgrste fil pd hjemmeside

Hvornar kommer den sidste, der skal med pa skituren?

DTU
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Fordelingsfunktionen for maxirum o Maksirmurn af to terningekast n
Start med n variable X;, i = 1,...,n. Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhangige terningekast.
.. med tilhgrende fordelingsfunktioner Fj(x). Lad Z = max{X,Y}.
Lad X,,.. veere maksimum: . ‘ 1 2 3 4 5 6
— 4 1 3 5 7 9 11
Xmam - miaXXz P(Z = Z) ‘ 36 36 36 36 36 36
Xinae €r da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion
Dermed far vi
Fraz(x) = P(Xppae <) =P(Vi: X; <1x)
|12 3 4 5 6
Hvis {X;, i =1,...,n} er uafhaengige far vi T 4 9 16 25 36
P(Z<2) | & & & & 2 o
Forae() = HE(;U) (for Fi(z) = F(x): Foaa(x) = F(z)") Bemark! Dette er lige netop (Fx(2))? med Fx(x) = z/6
i=1
02405 — forelaesning 7 DTU 13 02405 — forelaesning 7 DTU 14
= T LT N T SR S o
Fordelingsfunktionen for minimum
DTU Mlinirmt af to uniformt fordelte variable DU
Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(z). = Minimum af to uniformt fordelte variable =
Lad X,... vaere minimum: Lad X, Y vere uafhaengige og uniformt fordelt pa [0, 1].
Xonin = min X; Lad Z = min{X,Y}. o _
’ Da har vi
Xonin har fordelingsfunktionen P(Z <) 1 (12 : i
; = < f— — . — _ ; : . o 7|
Frnin(x) = P(Xmin < 2) = 1= P(Xnin > 7) =1=P(¥i: X; > z) Mere generelt, for X;, i = _
Hvis {X;, i =1,...,n} er uafhengige far vi nu 1,...,n, er uafhengige og °
. . U([0,1]), far vi: S
0 =10~ £ # Fuute) =1~ [0~ i) R B S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

For F;(z) = F(x): Fin(z) =1~ (1D—_|_5($))n DTU
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Eksempel /opgave

M

En kaede bestar af n led. Trakstyrken for hvert led har Vi definerer X til at vaere traekstyrken af det i'te led,

fordelingsfunktionen Traekstyrken af kaeden er da X,,;, = min; X; med

fordelingsfunktion:

1
F(x) = —a° 0<x<5
25 P(Xpin <z)=1—(1—F(x))"

Vi antager nu, at traekstyrken for hele kaeden skal veere mindst - 1oKe

Vi forlanger
med en sandsynlighed pd mindst 0,95. Hvor mange led ma den da
hgjst bestd af? P(Xmin <0,1)=1—(1—F(0,1))" <0,05

Lgs m.h.t. n:

log 0,95
S n <128
T log(1—F(0,1) 7"
02405 — forelaesning 7 DTU 17 hVOr F(O’ 1) = % : 07 12
En approksimation for fordelingen af minirmum ordeling af k'te mindste side 326 oy
Fordelingsfunktionen for X,,,;,, = min; X; i keedeeksemplet var Lad X;, vaere iid. (i = 1 n) med fordelingsfunktion F(z)
P(Xmin <) =1—(1—F(x))" Lad X ;) benzvne den k'te mindste.

Hvis n er stor og F'(x) er lille kan vi approksimere (Xmae = X(n) Knin = X))
(1 — F(2))" = exp(nlog(l — F(x))) ~ exp(—nz?/25)
Spm: Bestem P(z < Xy < v +dx) = fi(x) dx !
Der er X,,;, ca. Weibull-fordelt, opg. 4.3.4.
Svar: Under denne handelse ma der galde at:
en af X;'erne ligger i [z, x + dx]

For en generel F' kan vi approksimere F'(xz) med det dominerende pracis k — 1 af dem er mindre end eller lig «

led i dens Taylor-raekke, og dermed stadig fa en Weibull-fordeling. i
og resten (n — k) er stgrre eller lig .

DTU : DTU —
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kzade er ikke stezerkere end det svageste led ...



Multi/polynomialfordelingen

noemner @ Alternativ udledning: @
m kategorier = =
Et emne tilhgrer kategori j med sandsynlighed p; uafhaengigt af en af X,'erne ligger i [z, x + dx]
de andre emner. Lad NV; vaere antal emner : kategori j praecis k — 1 af dem er mindre end eller lig «
n: niy,.n Mo,
P(Ni=mn1,Na=mna,..., Ny = 1) = ! - - nm!p11p22 © Pm og resten (n — k) er stgrre eller lig x.
Lad N7 vere antallet af X; < z, og N, antallet af X i 1
n pa—
intervallet )z; z + dz], og endeligt N3 af X; > = + dz. fr(x)dz = nf(z)dx - F(x)*='- (1 — (F(x))"*
k—1
P(Nl :k—l,NQZ 1,N3:TL—]€)
n! séledes at
= F(x)"'(f(2)dx)' (1 — F(z 4 dz)" "
T @) @) (1 e d 1
|| n— N o
saledes at filo)=m| | S@F@ - )
n—1 k—1 n—k
ful@) =n f(@)F ()" (1 = F(x))
k - ]. 02405 — forelaesning 7 DTU 22
Fire studerende har aftalt, at mgdes pa Cafe Mig og Annie kl. 0.00. Antag at
hver persons ankomsttidspunkt kan beskrives med en normalfordeling med r . ¢ . - DTU
C g al unitorrne variaple
middelveerdi kl. 0.00 og med en standardafvigelse pd 5 minutter, uafhaengigt Ord ning at unirorme var ble =
af de andres ankomsttidspunkt. Hvis X; er U(0,1) (d.v.s. uniformt fordelt pa [0,1]) er F'(x) = x.
Spgrgsmal 2 Vi fandt det generelle resultat:
Sandsynligheden for, at den anden person kommer indenfor de n—1
fgrste 10 sekunder efter kl. 0.00, er (approksimativt): fe(z) =n L f(x)F(x)* (1= F(x))"*
11 —
10 5
20 4. 35\}%%% (%)2 Dermed bliver tathedsfunktionen for X y:
1
50 (1) 1
n J—
1 r)=n 2PN 1 — )k
4 O @(%)_%)2 fi() _— ( )
2
50 45755 (5)
6 U Ved ikke )
hvor ® betegner fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt (Tetheder side 328)
02405 — forelaesning 7 DTU 24
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Et hjzelperesultat o
Fordi fi er en teethedsfunktion har vi
1
/ fr(x) de =1
0
og dermed
! 1 L(E)T(n—k+1
/ xk—l(l_x)n—kdx: _ ( ) (TZ + )
0 n—1 I'(n+1)
n
k—1
(idet I'(n) = (n — 1)! for n heltallig)
02405 — forelaesning 7 DTU 25
Opgave 4.6.2
%3 r D.TE

Lad X vere beta(r, s)-fordelt.
Spm: Find E(X™) for m > 1.

Svar:

E(X™) = /0 L () = = (is) /0 L (1 - ) e

og dermed

B(r+m,s) T(r+m)I(r+s)
B(r,s)  T(r+m+s)D(r)

E(X™) =

DTU
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Betafordelingen
Lidt mere generelt siges en stokastisk variabel med taethed

f(a) = B(i, §

21— 2) 0<z<l1

for vilkarlige r > 0,s > 0 at vaere beta(r, s) fordelt.

Her er
I(r) I'(s)

B(r,s) = /0 71— z)¥ de = T ts)

Dermed er X fra fgr beta(k,n — k + 1) -fordelt.

DTU
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Opg. 4.6.2. (f): Fgrste momenter i en

Fr+1)T(r+s) 7

E(X):F(r—|—5+1) I'(r) r+s

CTr4+2)T(r+s) r(r+1)
S (r4s)(r+s+1)

(r+s)?(r+s+1)

Var(X) =E(X?) — (E(X))* =

DTU
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Vi har to aesker, en ulige @ske med 1 sort og 3 hvide marmorkugler,

og en lige @ske med 2 sorte og 2 hvide marmorkugler. Man velger en Nyg besreber | dag DTU
®ske tilfeldigt og dernaest vaelges en marmorkugle tilfeldigt fra denne = = =
Fordelingfunktionen F'(z) = P(X < z)
Eske.
Spgrgsmal 3 Fraktiler: f, er givet ved P(X < f,) =p
Givet vi traekker en hvid marmorkugle, hvad er da sandsynligheden ... specielt median, gvre og nedre kvartil (p=0.5, 0.75, 0.25)
for at den kommer fra den lige aske Simulation udfra fraktilerne
10 2 _
o Ekstremvardier
20 1 _ _
X Ordnede stokastiske variable
30 3
Betafordelingen.
40 2
3
50 Ingen af de ovenstdende
6 L0 Ved ikke
02405 — forelaesning 7 DTU 30

Afsnit 4.5 og 4.6
(Kumulerede) fordelingsfunktion P(X < z) = F(x)
o Fraktiler F'(z,) = p - (specielt median F'(x,,) = 0.5)
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Fordeling for maksimum og minimum F,,..(z) = [[\_, Fi(z) og
Fordelinger af ordnede variable

e =nfa) | "7 | #@)0- F
Betafordelingen
f(2) = o (L= 2)!
- B(r,s)
med B(r,s) = fol 21— z)*ldz =

FIEZT)iiS)) <: (r;}r)s!(jl_)l)!7 for (r,s) heItaIIige)



