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ens emner afsnit 4.5 og 4.6
Kumulerede) fordelingsfunktion P(X < x) = F(x)
o Fraktiler F'(z,) = p - specielt median F'(z,,) = 0.5
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Fordeling for maksimum og minimum F,..(z) = []._,
Foin(z) =1 - [[;21(1 — Fi(x))

Fordelinger af ordnede variable

fa) =nit@) [ "7 | F@y - P
Betafordelingen

fz) = B(i, S)xr—1(1 — )
med B(r,s) = [La7}(1 — 2)* dz =

'(r)I'(s r—1 ,
L) (: < M for (r, 5) heltallige)
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ordelingsfunktionen (c.d.f.)

For levetidsfordelinger indfgrte vi

overlevelsesfunktionen

G (1)
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Fordelingsfunktionen (c.d.f.) F(x)

For levetidsfordelinger indfgrte vi

overlevelsesfunktionen

G(t) =P(T > t)

DTU
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ordelingsfunktionen (c.d.f.) F(x)
For levetidsfordelinger indfgrte vi

overlevelsesfunktionen

G(t) = P(T > 1) = /too 7(s) ds
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| Ry . P
ordelingstunit

For levetidsfordelinger indfgrte vi

overlevelsesfunktionen

G(t) = P(T > 1) = /too 7(s) ds

For alle stokastiske variable X
indfgrer vi nu fordelingsfunktio-
nen

F(z) = P(X < 2)
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For kontinuerte variable er F'(-)

/ff

For diskrete fordelinger pa Z har vi

S b -

n=—oo

kontinuert (!)
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Vi betragter en eksponential(\) fordelt variabel X.

Spgrgsmal 1

Fordelingsfunktionen for X er
10 F(z) =X

20 Flr)=1- e
3 0 ()—1—6 AL
40 F(r)=e?
50 F(z)= [ e dx
6 LI Ved ikke
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Binomialf.
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Geometrisk f. pa N

Exponentialf.

sfunktioner
1—(1—p)°
1 — exp(—Ax)
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0g endnu Tlere
p=0,0=1
t— g*
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Median m:
P(X <m)=0.5
Nedre/gvre kvartil

P(X <nk)=0.25



Median m:

P(X <m)=0.5
Nedre/gvre kvartil

P(X <nk)=0.25

P(X < gk) =0.75



Median m:

1.0

P(X <m)=0.5

Nedre/gvre kvartil

0.6
I

P(X <nk)=0.25

0.4

P(X < gk) =0.75

0.2

Generelt: p-fraktilen f, er givet ved < -

P(X < f,) =0
(Lidt besveerligt for diskrete fordelinger)
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Simulering at stokastiske variapl

L

Givet en kontinuert voksende fordelingsfunktion F'.

Spm: Hvordan kan vi sample en stokastisk variable X med
fordelingsfunktion F'?

DTU
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Simulering at stokastiske variable

L

Givet en kontinuert voksende fordelingsfunktion F'.

Spm: Hvordan kan vi sample en stokastisk variable X med

fordelingsfunktion F'?

Svar: Simulér fgrst U fra en uniform fordeling pa [0, 1].

DTU
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Simulering at stokastiske variable

L

Givet en kontinuert voksende fordelingsfunktion F'.

Spm: Hvordan kan vi sample en stokastisk variable X med
fordelingsfunktion F'?

Svar: Simulér fgrst U fra en uniform fordeling pa [0, 1].

Bestem dernaest
X =F1U)

d.v.s. x er u-fraktilen 1 F'.

DTU
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Simulering at stokastiske variable

L

Givet en kontinuert voksende fordelingsfunktion F'.

Spm: Hvordan kan vi sample en stokastisk variable X med
fordelingsfunktion F'?

Svar: Simulér fgrst U fra en uniform fordeling pa [0, 1].

Bestem dernaest
X =F1U)

d.v.s. x er u-fraktilen 1 F'.

Hvorfor virker det? Fordi:

PIX<x2)=PF(X)< F(x)) =PU < F(x)) = F(x)
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Brug af dette
Matlab genererer tilfzldige tal mellem 0 og 1 med rand
Transformation med —+ In (U)
Lav histogram over disse

Tilsvarende histogram over variable genereret med exprnd

DTU
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rordeling af maximurm og minimurn
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Fordeling af maximurm og minirnurm

0
0

Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?
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Fordeling af maximurm og minirnurm

0
0

Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?

Hvornar punkterer det fgrste daek?
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Fordeling af maximurm og minirnurm

0
0

Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?
Hvornar punkterer det fgrste daek?

Hvad er den stgrste bglgehgjde en bro vil blive udsat for?

DTU
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Fordeling af maximurm og minirnurm

0
0

Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?
Hvornar punkterer det fgrste daek?
Hvad er den stgrste bglgehgjde en bro vil blive udsat for?

Stgrste fil pa hjemmeside

DTU
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Fordeling af maximurm og minirnurm

0
0

Hvor hgj er den hgjeste i en gruppe?

Hvornar punkterer det fgrste daek?

Hvad er den stgrste bglgehgjde en bro vil blive udsat for?
Stgrste fil pa hjemmeside

Hvornar kommer den sidste, der skal med pa skituren?

DTU
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rordelingstunktionen fo

rrnaxirnum

Start med n variable X;, 2 =1,...,n
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rordelingstunktionen for maximurm
Start med n variable X;, 1 =1,..., n.

. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).
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rordelingstunktionen for maxirmurn
Start med n variable X;, 1 =1,....n
. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,. vaere maksimum:

Xmaa: — Inax Xz
i
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rordelingstunktionen for maximurm
Start med n variable X;, 1 =1,..., n.

. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion

Fraz ()

DTU
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rordelingstunktionen for maximurm
Start med n variable X;, 1 =1,..., n.

. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion

Fma:c(x) — P(Xmax < ZC)

DTU
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rordelingstunktionen for maximurm
Start med n variable X;, 1 =1,..., n.

. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

chwc — Inax Xz
i

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion

Fra:(x) = P(Xpee <2)=P(Vi: X; < 1)

DTU
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rordelingstunktionen for maximurm
Start med n variable X;, 1 =1,..., n.

. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion
Fraz(x) = P(Xpee <2)=P(Vi: X; < 1)
Hvis {X;, i = 1,...,n} er uafhaengige far vi

Fmax (37)
DTU
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rordelingstunktionen for maxirmurn
Start med n variable X;,t=1,...,n
. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion
Fraz(x) = P(Xpee <2)=P(Vi: X; < 1)
Hvis {X;, i = 1,...,n} er uafhaengige far vi

ma;x H F
DTU
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rordelingstunktionen for maxirmurn
Start med n variable X;,t=1,...,n
.. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion
Fraz(x) = P(Xpee <2)=P(Vi: X; < 1)
Hvis {X;, i = 1,...,n} er uafhaengige far vi

Frnax( H Fi(x ( for Fi(x) = F(x):
DTU
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rordelingstunktionen for maxirmurn
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Start med n variable X;,t=1,...,n
.. med tilhgrende fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,,, veere maksimum:

Ximaz = Max X;
7

X,z €F da en stokastisk variabel med fordelingsfunktion
Fraz(x) = P(Xpee <2)=P(Vi: X; < 1)
Hvis {X;, i = 1,...,n} er uafhaengige far vi

Fonax( H Fi(x (for Fi(z) = F(2): Fas(z) = F(z)")
DTU
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Maksimurn af to terningekast

Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhaengige terningekast.

DTU
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Maksimurn af to terningekast

Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhaengige terningekast.

Lad 7 = max{X,Y}.

DTU
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Maksimurn af to terningekast

Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhaengige terningekast.

Lad 7 = max{X,Y}.

Z 1 2 3 4 §
P(Z=2) 3% 3% 3% 35 3 3

DTU
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Maksimurn af to terningekast

Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhaengige terningekast.

Lad 7 = max{X,Y}.

Z 1 2 3 4 §

1 3 5 9 11

P(Z=2)|3% 5% 3% 36 36 36
Dermed far vi

Z 1 4 5 0

1 4 9 16 25 36

P(Z<2)|35% 3% 36 3 36 30
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Maksimurn af to terninge:
Lad X og Y vare antal gjne pa to uafhaengige terningekast.

Lad 7 = max{X,Y}.

Dermed far vi

2z 1 2 3 4 5 6

1 4 9 16 25 36
P(Z < z) 36 36 36 36 36 36

Bemark! Dette er lige netop (Fx(z))? med Fx(x) = x/6
DTU
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rordeling S unktionen I'Of rinirnurm

—

(

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

DTU
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rordeling S unktionen l'Of rinirnurm

—

L

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = min X;

1

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm

L

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = min X;

1

X,in har fordelingsfunktionen

Fmin (:C)

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm

L

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = min X;

X,in har fordelingsfunktionen

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm

L

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = min X;

X,in har fordelingsfunktionen

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = min X;

X,in har fordelingsfunktionen

DTU
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

n

1 — Foin(z) = | [(1 = Fy())

1=1

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

n

1 — Foin(z) = | [(1 = Fi(2)) © Fun(2)

1=1

DTU
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r,lellr,s runktionen ror rinirnurm
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

n n

1 — Fin(z) = | [(1 = Fi(2)) © Fun(z) =1-] [(1 - Fi(2))

1=1 1=1

DTU
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Fordelingstunktionen for rinirnurm
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Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

n n

1 = Fin(z) = | [(1 = Fi(2)) © Fun(z) =1-] [(1 - Fi(2))

1=1 1=1

For Fi(z) = F(x): Eoin (2) DTU
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Fordelingstunktionen for rinirnurm

L

=
—
=

i

Samme n variable X;, samme fordelingsfunktioner F;(x).

Lad X,,;, vaere minimum:

KXmin = 1T X;

X,in har fordelingsfunktionen

Hvis {X;, i =1,...,n} er uafthaengige far vi nu

1 — Fin(z) = H(1 — F(z)) © Fpn(z) =1— H(1 — Fy(z))
For Fi(z) = F(x): Frm(z)=1—(1— F(x))"

DTU
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Minimurn af to uniforrnt fordelte variaple

Lad X, Y vare uafthangige og uniformt fordelt pa [0, 1].

DTU
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Minimurn af to uniforrnt fordelte variaple

Lad X, Y vare uafthangige og uniformt fordelt pa [0, 1].

Lad Z = min{ X, Y }.

DTU
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Minimurn af to uniforrnt fordelte variaple

Lad X, Y vare uafthangige og uniformt fordelt pa [0, 1].

Lad Z = min{ X, Y }.
Da har vi

P(Z<2)=1—(1-2)".

DTU
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Minimurn af to uniforrnt fordelte variaple

Lad X, Y vare uafthangige og uniformt fordelt pa [0, 1].

Lad Z = min{ X, Y }.
Da har vi

P(Z<2)=1—(1-2)".

DTU
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Minimurn af to uniforrnt fordelte variaple

i

Lad X, Y vare uafthangige og uniformt fordelt pa [0, 1].

Lad Z = min{ X, Y }.

Da har vi )
P(Z<2)=1—(1-2)". )
Mere generelt, for X,;, 1 = -
1,...,n, er uafhaengige og °
U([0,1]), far vi: S
P(mian- S 37) — 1_(1_33)71 g - | | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

DTU
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Eksermnpel /opgave
En kade bestar af n led. Traekstyrken for hvert led har

fordelingsfunktionen

F(r)=— 0<z<5h

x
25
Vi antager nu, at traekstyrken for hele kaeden skal veere mindst - K8

med en sandsynlighed pa mindst 0,95. Hvor mange led ma den da

hgjst besta af?

DTU -
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Vi definerer X; til at vaere traekstyrken af det 7'te led.

Traekstyrken af kaeden er da X,,,;,, = min; X; med
fordelingsfunktion:

P(Xpmin <2)=1—(1—F(x))"
Vi forlanger
P(Xmin <0,1)=1—-(1—-F(0,1))" <0,05

Lgs m.h.t. n:

log 0,95
< S n <128
"= log(1 — F(0,1)) "=

hvor F(0,1) = - - 0,17
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P(Xmin <z)=1-—(1—-F(z))"
Hvis n er stor og F'(x) er lille kan vi approksimere
(1 — F(2))" = exp(nlog(l — F(x))) ~ exp(—nz*/25)

Der er X,,,;,, ca. Weibull-fordelt, opg. 4.3.4.

For en generel F' kan vi approksimere F'(x) med det dominerende
led | dens Taylor-raekke, og dermed stadig fa en Weibull-fordeling.
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en af X;'erne ligger i [z, z + dx]
praecis k — 1 af dem er mindre end eller lig x
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Fire studerende har aftalt, at mgdes pa Cafe Mig og Annie kl. 0.00. Antag at
hver persons ankomsttidspunkt kan beskrives med en normalfordeling med
middelvaerdi kl. 0.00 og med en standardafvigelse pa 5 minutter, uathaengigt

af de andres ankomsttidspunkt.
Spgrgsmal 2

Sandsynligheden for, at den anden person kommer indenfor de
fgrste 10 sekunder efter kl. 0.00, er (approksimativt):

1 1

1L 5v/27 6
1 11 (1\2
20 4-3:7=55(3)

6 L1 Ved ikke
hvor ® betegner fordelingsfunktionen for en standardiseret normalfordelt

variabel.
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(

Hvis X; er U(0,1) (d.v.s. uniformt fordelt pa [0,1]) er F(z) = .
Vi fandt det generelle resultat:

A =n| ") f@F@ - Pyt
k—1

Dermed bliver taethedsfunktionen for X

n—1

fe(z) =n o
k—1
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Ordning af uniforre variable DTU
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X

Hvis X; er U(0,1) (d.v.s. uniformt fordelt pa [0,1]) er F(x) =
Vi fandt det generelle resultat:

(

A =n| ") f@F@ - Pyt
k—1

Dermed bliver taethedsfunktionen for X

fr(z) =n el (8 ) K

(Taetheder side 328)
DTU
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Et hjzelperesultat o
Fordi f;. er en taethedsfunktion har vi
1
/ fr(x) de =1
0
og dermed
! 1 T(k)T(n—k+1
/ Zl?k_l(l—x)n_kdx: _ ( ) (n + )
0 S I'(n+1)
n
k—1
(idet I'(n) = (n — 1)! for n heltallig)
DTU ~
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L akntavelals ~
Betatordelingen
Lidt mere generelt siges en stokastisk variabel med taethed

) = B(?l“ s)

for vilkarlige r > 0,s > 0 at veere beta(r, s) fordelt.

"1 — 2)¥ O<z<l1

DTU
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L akntavelals ~
Betatordelingen
Lidt mere generelt siges en stokastisk variabel med taethed

) = B(?l“ s)

"1 — 2)¥ O<z<l1

for vilkarlige r > 0,s > 0 at veere beta(r, s) fordelt.

Her er
I'(r) I'(s)

B(r,s) = /0 "1 —x) e = 0t s)

DTU
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Betaftordelingen

Lidt mere generelt siges en stokastisk variabel med taethed

1
f(x) = "1 — 2)¥ O<z<l1

for vilkarlige r > 0,s > 0 at veere beta(r, s) fordelt.

Her er

B(r,s) = /0 71— 2)¥ e = 0t s)

Dermed er Xy fra fgr beta(k,n — k + 1) -fordelt.

DTU
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Opgave 4.6.2
Lad X vere beta(r
Spm: Find E(X™)

s)-fordelt.

form > 1.
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Opgave 4.6.2

Lad X vare beta(r, s)-fordelt.
)

Spm: Find E(X™

Svar:

E(X™)

form > 1.
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Opgave 4.6.2
Lad X vere beta(r
Spm: Find E(X™)

Svar:

E(X™) = /O L () de

s)-fordelt.

form > 1.
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Opgave 4.6.2

=
=
=

i

Lad X vaere beta

(r, s)-fordelt.
Spm: Find E(X™) for m > 1.

Svar:
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Opgave 4.6.2

=
=
=

i

Lad X vare beta(r, s)-fordelt.
)

Spm: Find E(X™) for m > 1.

Svar:

E(X™) = /O o ()de — B(i,s) /O a1 )

og dermed
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Opgave 4.6.2
Lad X vare beta(r, s)-fordelt.
Spm: Find E(X™) for m > 1.

Svar:

E(X™) :/0 ™ f(x)dr = Birs)

og dermed

E(X™) B(r+m,s)

B(r,s)

1

I'(r4+m) I'(r+s)

- I'(r4+m+s) I'(r)
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B ['(r+2)I(r+s) B r(r—+1)
D(r4+s+2)0(r) (r+s)(r+s+1)

DTU
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IKT%—Q)IKT—%S)__ r(r—+1)
D(r4+s+2)0(r) (r+s)(r+s+1)

E(X2) =

Var(X)

DTU

Bo Friis Nielsen 25/10 2024 02405 — forelaesning 7 28

=
—
=

i


http://www.dtu.dk

Lr+2)T'(r+s) r(r—+1)

B(XT) = Cir+s+2)T(r) (r+s)r+s+1)

Var(X) = E(X®) = (E(X))”
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Lr+2)T'(r+s) r(r—+1)

B(XT) = Cir+s+2)T(r) (r+s)r+s+1)

(r+s)?(r+s+1)

Var(X) = E(X7) — (E(X))" =
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Vi har to asker, en ulige aske med 1 sort og 3 hvide marmorkugler,
og en lige aeske med 2 sorte og 2 hvide marmorkugler. Man veelger en
aeske tilfeldigt og dernaest vaelges en marmorkugle tilfeeldigt fra denne
aeske.

Spgrgsmal 3

Givet vi traekker en hvid marmorkugle, hvad er da sandsynligheden
for at den kommer fra den lige aeske

1 L %
2 U %
30 ¢
40 2

5 0 Ingen af de ovenstaende

6 LI Ved ikke



Fordelingfunktionen F'(z) = P(X < z)
Fraktiler: f, er givet ved P(X < f,) =»p

=
—
=

i

... specielt median, gvre og nedre kvartil (p=0.5, 0.75, 0.25)

Simulation udfra fraktilerne
Ekstremveaerdier
Ordnede stokastiske variable

Betafordelingen.
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Afsnit 4.5 og 4.6
(Kumulerede) fordelingsfunktion P(X < z)

= F(x)

=
=
=

i

o Fraktiler F'(x,) = p - (specielt median F(x,,) = 0.5)

Fordeling for maksimum og minimum F},,..(x) =

Fonin(x) =1 =1Lz, (1 = Fi(z))

Fordelinger af ordnede variable

[Iim) Fi(x) o

fa) =nit@) [ "7 | F@y - P
Betafordelingen

flx) = B(i, S)xr—1(1 — x)*!
med B(r,s) = [Lam (1 — 2)" \dz =

% (: (7“ rJlr)S(_l) : for (r, s) heltallige)
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