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Dagens emner: Afsnit 4.2, 4.3 og 4.4
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Poissonprocessen /eksponentialfordelingen f(z) = Ae™*

¢ Rate A Overlevelsesfunktion: G(z) = e™*

o Gammafordelingen f(z) = )\%e_m hvor I'(r) = (r — 1)!
for r heltallig. For 7 heltallig P(X < z) =1 — S/} Q' o-A

7!

Hazard-funktionen (hazard rate)

. PTe(tt+ AT >t)  f(1)
A= A e

Variabelskift, P(X € |z, 4+ dz]) = fx(x)dz, Y = g(X)
fx(g~ ()
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Antag, at rosinboller fra Genbrugsbageren har gennemsnitligt ==

3 friske og 2 radne rosiner pr. bolle.
Spgrgsmal 1

Hvad er sandsynligheden for ikke at fa nogen rosiner i en bid, der
tager 20% af en bolle?

10 2

2 LJ 0,368
30 02514
40 33
5 L1 0,0067
6 L1 Ved ikke

DTU
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Punktprocesser pa linien
Uheld I et vejkryds
Radioaktivt henfald
Opkald til internetudbyder

Produktionsfejl pa et kabel
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Antal | et tidsinterval

Tid mellem handelser

Et lille tidsinterval

Fzellestrzek: Vi kan modellere ...

T

D
—

—
n—¢ A
dt
¢ A
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cen grundlzeggende model: !
Poissonprocessen (side 289)

Antal handelser i et tidsinterval er Poissonfordelt (2. p.289)
Tiden mellem handelser er eksponential fordelt (3. p.289)

Konstant intensitet (sandsynlighed for en haendelse i At er
proportional med At) (1. p.289).

DTU

02405 — forelaesning 6 6



http://www.dtu.dk

=
—
=

i

Eksponentialtordelingen side 279
En eksponentialfordelt (\) variabel T har taethed

f(t) = xe™™

overlevelsesfunktion

Git)=P(T >t)=e M

middelvaerdi og varians
1 1

E(T) =1 Var(T) =

Parameteren )\ er intensiteten eller (dgds)raten (hazard rate).

Eksponentialfordelingen er uden hukommelse (side 279 nederst).
DTU —
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lalveringstid
N

Remaining fraction

00 02 04 06 08 1.0

Time [years]

50 100 150 200 250 300
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Antag at en type af radioaktive atomer har halveringstid 1 ar.
° DTU
Spgrgsmal 2 =

Sandsynligheden for, at et atom af denne type overlever 5 ar, er

1
10 2

2 [ e
1
3 )

40 1- (2

5 O 1-@(%)

6 LI Ved ikke
Hvor & som sadvanlig betegner fordelingsfunktionen for en

standardiseret normalfordelt variabel.

DTU
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Ventetid til r'te hzendelse: Garmmatordelingen
Ofte vil vi beskrive tiden til den r'te handelse.

Sammenhang mellem antal (N,) og tid (7).
PN, <r—1)=P(T, > t)

For Poisson-processen fas:

P(T, > t) Z

=0

Fra dette kan vi udlede taetheden for Gammafordelingen

d d (At"‘ 1

f(t) = = G(t) = ZP(T, 1) =

(r — 12}
02405 — forelaesning 6
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En Geigertaller opsamler baggrundsstraling med en gennemsnitlig

rate af en registrering pr. minut.

Lad 75 betegne det tidspunkt hvor den tredje partikel registreres

(malt i minutter).

Spm: Bestem P(2 < T3 < 4)

DTU

02405 — forelaesning 6 11



http://www.dtu.dk

Svar: T3 antages Gamma (3,1) fordelt (hvorfor?)
Saledes er
42
P(Ty > 4) = e <1+4+ —) = (0,238
22
P(Ty > 2) =e 12 (1+2+ 5) = 0,677
... og dermed

P(2<Ty<4)=P(T3 >2) — P(Ty > 4) = 0,439

DTU

02405 — forelaesning 6 12

=
—
=

i


http://www.dtu.dk

Garnratordeling med ikke-heltallig parameter
Definér Gammafunktionen (s. 291): @

I'(r) :/ t" et dt
0

For heltallig parameter r har vi I'(r) = (r — 1)!

Hvis X har taetheden

1
I'(r)

)\rtr—le—)\t

(t) =

sa er X Gammafordelt med formparameter r og skalaparameter \.

Gammafordelingen bruges ofte til beskrivelse af levetider etc., der

ikke kan beskrives ved eksponentialfordelingen.

DTU
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En kontinuert stokastisk variabel 7" har overlevelsesfunktionens=

G(t) = P(T > 1),
Spgrgsmal 3

Bestem P(a < T < b)
| O G0)-C

G(b)
2 [ G(CLC);(—GC)?(b)
30 G'(b) — G'(a)
40 Gla) — G(b)
50  G(b) — G(a)
6 0 Ved ikke

DTU
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rlazard rate side 296

i

Under service af en bil overvejer man praeventivt at skifte en
komponent (f.eks. en tandrem). Komponenen har allerede alderen
t, naste service er til tiden t + h, og komponentens levetid har

overlevelsesfunktion G ().

Spm: Hvad er sandsynligheden for, at komponenten svigter inden

naeste service?

DTU
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Svar:

G(t)

0.0 02 04 06 08 1.0

t+h

1.5

=
=
=

i

Det relevante er den be-
tingede sandsynlighed:

P(T<t+h|T>t)

som bestemmes til

G(t) — Gt + h)
G (1)

02405 — forelaesning 6
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Hazard rate
For korte tidsrum (,,serviceintervaller“) h har vi

Gt = Glt+h) _ f(t)
0 —@-tho(h)

Vi definerer nu hazard raten \(¢) for sandsynligheden for at

haendelsen indtraffer kort efter ¢, givet at den ikke er indtruffet fgr.

A(t) = %

Sandsynligheden for at overleve indtil naeste , service” findes som

P(I'>t+h|T>t) :exp(—/tt+h)\(s) ds)

Hazardraten bestemmer sandsynligheden for, at en haendelse
indtraeffer (fejl, dgd, ankomst) kort efter et givet tidspunkt ¢ givet,
at den ikke er indtruffet fgr.
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Vi har f(t) = de™ . S&

... d.v.s. eksponentialfordelingen er hukommelseslgs.

Eksponentialfordelingen er den eneste kontinuerte fordeling med
denne egenskab (opgave 4.3.1)

DTU
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D.v.s. G(t) Igser
G'(t)=-\t)-G(t) , G0)=1

som har Igsningen
G(t) — e fg )\(u)du

Eksponentialfordelingen som eksempel:

G(t) — o~ J5 adu _ N

DTU
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fty=-220) , GO)=1

Eksponentialfordeling ()

Gammafordeling (r,\)

02405 — forelaesning 6

Y Y )\rtr—l
F(t) = Ae (6= e g
G(t) =e ™M G(t)=e M Ti ()\lj!)k
k=0
DTU
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Forventningsveerdien | en overlevelsestordeling
Lad 1" vaere en ikke-negativ kontinuert stokastisk variabel.

T"s forventningsvaerdi er

E(T):/Oootf(t) dt:/OOOG(t) dt

hvor GG er overlevelsesfunktionen og ligheden skyldes partiel

integration. (Dette er den kontinuerte version af tail sum formula.)

For en eksponentialfordelt () variabel finder vi

E(T) = /OOO exp(—At) dt = %
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Opgave R.4.20

Et apparat har en kritisk komponent med konstant fejlrate A.

i

Apparatet har en tilsvarende komponent som backup. Nar den
fgrste komponent fejler, bliver dens funktion straks overtaget af den
anden, som derefter har konstant fejlrate A uafthaengigt af, hvornar
den fgrste komponent fejlede.

Lad 7' vaere levetiden af apparatet bestemt ved det tidspunkt
erstatningskomponenten fejler.

Spm: Bestem taethedsfunktionen for 7T'.

DTU
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Vi beskriver komponenternes levetid ved stokastiske variable X;.

Levetiden I" af apparatet er da givet ved T' = X + Xos.

N
o

Da X, er uafhaengige og eksponential-
fordelte (\) er T Gamma(2,\) fordelt.

f(t) /A
0.2

0.1

ft) = Nte™™

0.0
|

O
=
N
w
N

Spm: Bestem overlevelsesfunktionen

Svar:

G(1)
0.0 02 04 06 08 1.0

G(t) = e M(1 4+ At)

O
= —
N
w
N —
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Spm: Bestem  fejlfunktionen 4]
(hazard-rate) f i
Svar: é S
)\Qt — At )\ N
Mt) = —m— = T .

e M1+ M) 1+ + 3

tA

Med A\ = 1 per time, hvad er da sandsynligheden for, at et apparat,
der har virket i to timer, fejler | det naeste minut

1 | 1 1-(1-2)1 1
PlT<24+—t T >21t = \N2)— = —
( < 2+ g timer | 'mer> = T31.260 — 90

DTU
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Variabelskirt
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Givet en stokastisk variabel X med taethed f(z),
og en funktion g : R — R.

Det definerer en ny stokastisk variabel

Y = g(X)

Vi har for eksempel

02405 — forelaesning 6
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Hvad er fordelingen at ¥ 7

i

Bestem for eksempel overlevelsesfunktion

(Y > ) =Ellvoy) = [ () do

{z:9(z)>y}

... men hvordan bestemmer vi teetheden af Y ud fra teetheden af
X7

DTU
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Variapelskift

DTU

o
o
oo

Givet X med teethedsfunktion fx(x), og relationen Y = g(X).

1.5 20

1.0

0.5

0.0
I

Hvis g er voksende:

Pyps <Y <o) =

Plg  y1) < X < g ' (1))

Dermed er fordelingen af Y
fastlagt!

02405 — forelaesning 6
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tern tzetnedstunktionen for Y

=
=
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Y = g(X) med g(x) voksende
Indfgr Fx(z) = [*_ fx(u)duog Fy(y) = [”_ fy(v)dv

Tathedsfunktionen fy-(y) kan findes ved at differentiere:
fy(Wh=Ply<Y <y+h)=Fr(y+h)—Fr(y)

=P(g'(y) < g 1Y) < g7 (y+h)) = Fx(g ' (y+h)—Fx((g7(v))

og dermed

hvor x = g~ (y)

Opgave 4.4.1, 4.4.2, 44.3, 4.4.6 og 4.4.10 er af denne type
DTU
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Variabelskift teknisk: V' = g(X)
For en strengt monoton funktion y = g(x) kan vi bestemme fy (y)

ud fra fx(x) ved
_ Ix(@)

| $w)

fy(y)

hvor vi erstatter £ med y ved brug af den omvendte funktion

=g "(y)

DTU
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Antag at X er en eksponential () fordelt stokastisk variabel.@

oo

Spgrgsmal 4
Tatheden f(y) af Y = cX for ¢ > 0 er
10 f(y) = A

20 f(y) = exe

30 fly) = de

40 fly) = Fre2mV
50 f(y) = e 20797
6 L0  Ved ikke

DTU
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Modificeret opgave 4.4.3 D1U
Antag, at X er ligefordelt pa | — 1; 0.
Spm: Find teetheden for X2.
Svar: Viindfgrer Y = X2 siledes at X = —Y_ og g—i(az) = 2.
fx(z) 1 1
= - =——0<y<l
X

DTU
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Mange til een Tunktion

0%

Lad X veere ligefordelt pa [0, 27]; lad Y = sin(X).
Spm: Find taetheden for Y.

Taetheden af X er %
For hvert skaeringspunkt er

_ _ /\\ bidraget

1.0

1 1

27 | cos x|

g (x)
0.5
|
\\

med z = sin~'y. | alt f3s

0 1 2 3 4 5 6 fy(y)zl

-1.0 -0.5 0.0
I




Mange-til-een funktioner, generelt U
Hvis funktionen g(z) er strengt monoton i delintervaller galder:
fx(x
fy(y) = dy
{zg(x)=y} |dr )
DTU
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Opgave 4.4.4 oy

Antag at X er ligefordelt pad | — 1;1[. Spm: Find taetheden af
Y = X?.

Svar: Ligningen z* = y har de to Igsninger z; = VY 08 T2 = — /1.

Bade for x; og for x5 finder vi:

1 dy
felar) = felas) = 5 08 | ()| =2l
Dermed:
Sx (@) 2 1
fy(y) = 2 =2—=—=—"0<y<l1
X

02405 — forelaesning 6 DTU
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Antag at X er ligefordelt pd [—1;2]. Find taetheden af X2,

For Y i intervallet [0; 1] har vi to Igsninger til y = 2, medens vi

har en Igsning for Y i intervallet |1;2]. Vi far saledes:

, 0<y <1
fy(y) = v

02405 — forelaesning 6 DTU
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Atsnit 4.2, 4.3 og 4.4 .

)
e

i

Poissonprocessen /eksponentialfordelingen f(z) = Ae™*

¢ Rate A Overlevelsesfunktion: G(z) = e™*

o Gammafordelingen f(z) = )\%e_m hvor I'(r) = (r — 1)!
for r heltallig. For 7 heltallig P(X < x) =1 — Z;‘:—Ol (o)’ A

7!

Hazard-funktionen (hazard rate)

. P ett+A)T>t)  f(t)
M= Al = &)

Variabelskift, P(X € |z, 4+ dz]) = fx(x)dz, Y = g(X)
— W)

g
ke
dz| hry
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P(Y € ly,y +dy]) = fx



http://www.dtu.dk

