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Den hypergeometriske fordeling har mindre variation end

binomialfordelingen.
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Dagens emner: Afsnit 3.3 og 3.4

e Varians/standardafvigelse

Var(X) = E[(X — E(X))?) = Y (¢ — E(X))?P(X = 77

P (a < Sn

DTU
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alle

Normalfordelingsapproksimation/den Centrale Graenseveerdisatning

Y o B
T/ﬁq)w@(b) o(a)

e Markovs og Chebychevs uligheder for ekstreme udfald

P(XZa)gM

P(T=i)=(1-p)"'p

Indikatorfunktioner 14 = {

Definition af varians

1

P(X ~ B(X)| > KSD(X)) <

Et udpluk af diskrete fordelinger

P, =i)= ( Hill )pr(l—p)i

1 hvis A indtraeffer
0 hvis A€ indtreeffer

Var(X) = B[(X — E(X)7 = 3. (¢ — B(X))’P(X = 2)

alle x

Beregningsformel for varians (vigtig) p.186

Var(X) =

“Shift and scale”

E(X?) - (BE(X))?

Var(aX + b) = a*Var(X)

Sum af vafhaengige variable

Hvis X1,..., X, er uafhaengige, sa

Var (i Xz) = iVar(Xz)
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Varians af et tal trukket fra en liste Standardafvigelse

i

Givet en liste af tal
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( ) Normal p.d.f.
T1,To, ..., Ty
b SD(X) = /Var(X) 3
Lad X veere en stokastisk variabel: Et tilfeeldigt element af listen. o
2 o | Vendetang|
Lo “Shift and scale” s e
EX)=2=— i g
SD(CLX + b) = ’a‘SD(X) 3 2 -1 0 1 2 3
1 « x
V. == 2 _ x2
ar(X) . ;xz T
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‘ o ‘ Spredningen i binomialfordelingen (n, p)
Bestem variansen i binomialfordelingen (n, p)!

Fgrst, skriv X ~ Bin(n, p) som

X=X1+--+X, hvor X;~ Bernoulli(p) 5 E /// x

Dernaest, variansen i en Bernoullifordeling (p): 00 02 04 06 08 10

SD

0.0 0.3

E(X;)=p, BE(X})=p, Var(X;) = p(1 —p)

Kombinér: o

SD
1 3
L 111

Var(X) = np(1 — p) 0 20 40 60 80 100

=
=

m

DTU — DTU

02405 — forelaesning 4 7 02405 — forelaesning 4



Lad X veere antallet af dage i en maned valgt tilfeeldigt blandt
_ 365

arets tolv maneder i et ikke-skudar. Det anfgres at E(X) =

Spgrgsmal 1
Man finder SD(X) til

10 o071
20 076
30 081
401 0.86
50 0091
6 O Ved ikke
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Store tals svage lov

Lad X; veere |.I.D. med
middelveerdi i og
spredning o.

Ve > 0:
n — 0o =
P(|X, —pu| <€) =1

(X, konvergerer mod 1
i sandsynlighed)
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Average
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Kvadratrodsloven
Lad X; vaere I.1.D. (Independent and Identically Distributed).
Definér summen S,, = X; +--- + X,
Definér gennemsnittet X,, = %Sn.

B(S,) =nB(X) , SD(S,) = ViSD(X,)

_ — 1
E(X,) =FX,) , SD(X,) = —=SD(X,
(Xn) = E(X,) (Xn) NG (Xn)
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Den centrale graensevaerdisztning p.196
Lad X,..., X, vaere |.I.D. med middelvaerdi i og varians o2

Definér S,, = X; +--- + X,,.

For store n geelder approksimativt

P<a§w<b) ~ ®(b) — ®(a)

DTU
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Betydning

e CGS er et centralt resultat i sandsynlighedsregningen og
statistikken (og findes i mange varianter)

e Budskabet er, at stokastiske variable, der er dannet gennem en

sum af mange mindre bidrag, med god tilnermelse kan beskrives

ved en normalfordeling

e Vi har allerede set denne sztning i anvendelse for
binomialfordelingen (og Poissonfordelingen)

DTU
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Om en stokastisk variabel X, der beskriver et rumindhold, oplyses

det, at den har middelveerdi £(X) = 10.
Spgrgsmal 2

Den mindste gvre graense for P(X > 20) findes til

10 %

2 0 %

30 3

40 10 (20)

5 0  En sadan graense kan ikke bestemmes ud fra det oplyste
6 L Ved ikke

Hvor ® som sadvanlig betegner fordelingsfunktionen for en
standardiseret normalfordelt variabel.

DTU
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Markovs ulighed p.174 o1y

>
-

e For ikke negative stokastiske variable, kan vi angive en gvre
graense for sandsynligheder ved brug af middelvardien.
E(X)
a

P(X >a) <

Chebychevs ulighed p.191

e Huvis vi ogsad kender variansen kan vi skaerpe denne graense

1
P(IX — B(X)| 2 kSD(X)) <
02405 — forelaesning 4 DTU 14
Et udvalg af diskrete fordelinger o
e En rakke grundlaeggende mekanismer
e Se pp.475 "Distribution summaries”
02405 — forelaesning 4 DTU 16



Spgrgsmal 3 @

>

Hvis en rakke tal ¢; udggr en sandsynlighedsfordeling, hvad ma der

sa geelde om ¢;?

1 0  Der er ingen specifikke krav

2 D Zi C; = 1
30 ¢ kan bestemmes fra en formel som ¢; = n pi(1—p)nt
)
4 O C; Z 0
50 Ingen af de ovenst3ende er tilstrekkelige
6 L Ved ikke
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T, Antal forsgg indtil rte succes o

Negativ binomialfordeling

e Y, Antal fiaskoer til den r'te succes i en sekvens af
Bernoulliforsgg

e Hvor mange kameraer skal vi kassere fgr vi far r, der passerer
kvalitetskontrollen

Tr:)/;'+r

e (Har i gvrigt mange andre fortolkninger)

DTU
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Den geometriske fordeling

T : antal Bernoulli forsgg indtil fgrste succes
P(T=1d)=(1-p)"'p
P(T > i) = (1 - p)
Middelveerdi

:iP(T>z’):—

Varians

DTU
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Spgrgsmal 4

Hvad er middelvaerdi og varians for en N B(r,p) fordeling?

10 B(Y,) = "2 var(y,) = 12
20 B(Y,) = "2 var(y;) = )
30 EB(Y,)= Var( SERS
40 E(Y,) =1 Var(y,) = L2
50 EY,)= ,Var(Yr) = 1%

6 0 Ved ikke

18
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Negativ binomialfordeling udledning

Antal fiaskoer fgr r'te succes.

En sekvens af Bernoulli forsgg: fffsffsfs

Vi skal placere r — 1 successer pa i + r — 1 forsgg f@r vores

“ - "
endelige” succes.

Derfor

itr—1 - .
P(Y, =i) = P (1 —p)p
r—1
1+r—1
= p'(L—p)
r—1

02405 — forelaesning 4

Indikatorfunktionen (p.155), p.168

1 hvis A indtraffer
0 hvis A€ indtraffer

Iy =

Spgrgsmal 5
Hvad er E(I,4)

10
20
30
40
50
60

0.5

1

A

P(A)

Kan man ikke sige generelt

Ved ikke
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Middelvaerdi og varians o1y

Y, ~ NB(r,p) Y, =T —r T.=W,+--+W. "
hvor W; er ventetiden fra den 7 — 1te til den 7te succes.
W; er 1ID; geometrisk (p) fordelt: Lad X; veere antallet af fiaskoer
mellem succes i — 1 og 7.

Vi har da

r

YT:iXZ-:Z(Wi—l):iWi—r
i=1 i=1

i=1

Derfor:

02405 — forelaesning 4 22

Hvornar kan man bruge indikatorfunktioner?)

-

Man kan bruge indikatorfunktionen nar vi kan skrive en stokastisk
variabel X som

X=1Ig +1ay+- 414,
- dvs. X teller, hvor mange af handelser Aq, ..., A, der er
indtruffet.
E(X)=P(A) + P(As) + ... P(4y)
bruges nar P(A;) kan bestemmes (let), men fordelingen af X ikke
kan. (F.eks. opgave 3.2.14)

DTU
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Find E(N)

Opgave 3.3.8 oy
Lad A;, Ay og Az veere haendelser med sandsynlighederne -
N =14 +14,+ 14,
P(A)) = é , P(Ay) = % , P(A3) = % Vi tager forventning péd begge sider
Lad NV betegne antallet af disse handelser, der indtraffer. E(N) = E(La; + La, + Lay)
Opskriv N udtrykt ved indikatorvariable Dermed

e Variablen I antager vardien 1, hvis B indtraffer, ellers 0. E(N) = E(I4,)+ E(In,) + E(I4,) Hvorfor?

N =1y, +14,+ 14,

E(N) = P(Ay) + P(As) + P(As) = ;*_g

=
=

m
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Beregn Var(lN) nar

e Ay, As og Ajs er gensidigt udelukkende
e Ay, Ay og Az er uafthaengige

o A C Ay C A3

02405 — forelaesning 4
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Var(N) ndr A; er gensidigt udelukkende

| dette tilfeelde har vi

P(N >1)=0

P(N =1) = P(A)) + P(As) + P(As) = E(N)

Eksperimentet er altsd et Bernoullieksperiment og vi har

Var(N) = p(1 —p)

4713

6060

=0,170 = 0,412?

26
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Var(N) ndr A, Ay og As er uathzngige

Var(N) = Var(IAl + 14, + IA3) = Var(IAl) + Var(IA3) + Var(IA3)

For hver A; har vi

Var(Iy,) = P(A;) - P(AS)

Altsd

14 4 3

Var(la,) = 55 = o5 Var(la,) = 6 Var(1a,)
Sa
2051
N)="— = ~ 0.755
V(N) = Zpoo ~ 0,570 ~ 0.755
DTU

7
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Beregn Var(IN) nar

A, Ay og Az er gensidigt udelukkende
Ay, As og Az er uafhaengige
Ay C Ay C A3

Kan vi forklare/forsta resultatet?

Var(N) = 0.4122
Var(N) = 0, 7552

29

Var(N) = 1,17?
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Beregn Var(IN) ndr A} C Ay C A3

ETE
1 ..-:
P(N =3) = P(A4) = R
Vi har ved brug af differensreglen p.22
1
P(N =2) = P(A\A1) = P(As) — P(A1) = 20
1
P(N =1) = P(A3\As) = P(A3) — P(Ay) = 1
Dermed: 0 4 . 119
EIN)="+ 4+ - ="=
(V) 5 + 20 * 12 60
4931
Var(N) = E(N?) — (E(N))* = —— = 1,370 = 1, 170?
3600
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Tail sum formula n

Hvis X kan antage veerdier 0,1, ...
E(X) =Y P(X >4
i=1

(En tilsvarende formel gaelder for kontinuerte variable; kap. 4)

Bevis:
X :[(A1)+[(A2)+"'

hvor
A ={X >i}

DTU
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Et par nyttige sumformler o Sammenhaeng mellem fordelinger o
Z ] Nt al # e X ~ Bin(ny,p) og Y ~ Bin(ng,p): X +Y ~ Bin(ny + ng,p)
@' = ——, al #1
— l—a o X ~ Pois(\) og Y ~ Pois(\s): X +Y ~ Pois(\; + \2)
<. 1 e X ~ Geom(p): X — 1~ NB(1,p).
Ya=—— o<1
i=0 I—a e X ~NB(ry,p) og Y ~NB(rq,p): X +Y ~ NB(ry +12,p)
i a o e Bin(n, \/n) — Pois(\) ndr n — oo
.| -
=0 e HyperGeom(n, N,G) — Bin(n,p) ndr N,G — oo mens
e For a; >0 og b; > 0 har vi: G/N = p.
0o 00 0o i 00 i e Summer kan generelt approksimeres med normalfordelingen
(Z ai) (Z bi) = Z <Z akbik> = Z G Ci = Z arbi
i=0 i=0 i=0 \ k=0 i=0 k=0
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Afsnit 3.3 og 3.4
Nye begreber i afsnit 3.3 og 34 ] e Varians/standardafvigelse DU
= Var(X) = E[(X — E(X))| = Y (¢ — E(X))2P(X = 77
e Varians og standardafvigelse alle &
e Markovs og Chebychevs uligheder e Normalfordelingsapproksimation/den Centrale Greensevardisaetning
Sn — Ny
e Indikatorfunktion P (a < Tovn < b) ~ ®(b) — ©(a)
e Den centrale graenseverdisztning (3.3) e Markovs og Chebychevs uligheder for ekstreme udfald
e Geometrisk fordeling P(X >a)< E(X) P(|X — E(X)| > kESD(X)) < %
a

e Negativ binomial fordeling

Et udpluk af diskrete fordelinger
e Poisson fordeling (

PT=i)=0-pYp PT=i=|"""" ! ) P (1-p)'p

r—1
1  hvis A indtraeffer
0 hvis A€ indtreeffer

Indikatorfunktioner 14 =
DTU
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