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Dagens emner: Afsnit 3.3 og 3.4
Varians/standardafvigelse DU
Var(X) = E[(X —E(X))’] = ) (¢ —E(X))’P(X = o)~
alle x

Normalfordelingsapproksimation/den Centrale Graensevaerdisaetning

P<a< SU\} <b) ~ ®(b) — ®(a)
Markovs og Chebychevs uligheder for ekstreme udfald
P(X > a) < %X) P(IX ~ E(X)] > KSD(X)) <
Et udpluk af diskrete fordelinger
PT=i)=1-p)'p P, =1i)= o I : p"(1—p)
r

1 hvis A indtraeffer
\ 0 hvis AC indtraeffer

Indikatorfunktioner 14 = <
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Den hypergeometriske fordeling har mindre variation end

binomialfordelingen. DTU
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Definition af varians
Var(X) = E[(X —E(X))?] = ¥ (¢ — E(X))?P(X = x)
alle x

Beregningsformel for varians (vigtig) p.186

Var(X) = E(X?2) — (E(X))?

“Shift and scale”

Var(aX + b) = a*Var(X)

Sum af uafhaengige variable

Hvis X1,..., X, er uathangige, sa er

Var (i X7;> — En:Var(Xi)



Varians af et tal trukket fra en liste 1Y

i

Givet en liste af tal
(371, Loy o ,Q?n)

Lad X vaere en stokastisk variabel: Et tilfeldigt element af listen.

1 n
EX)=2=-9
(X)=z n;x

1 n
Var(X) = - fo — 7
i=1

DTU
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Bestemn variansen i binomialfordelingen (n, pJY
Fgrst, skriv X ~ Bin(n, p) som

X=X, +---+X, hvor X, ~ Bernoulli(p)

Dernzest, variansen i en Bernoullifordeling (p):

E(X;)=p, E(X})=p, Var(X;) =p—p° =p(1 — p)

Kombinér:

Var(X) = np(1 — p)

DTU
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Lad X veere antallet af dage i en maned valgt tilfeeldigt blandt

arets tolv maneder i et ikke-skudér. Det anfgres, at E(X) = 22.

Spgrgsmal 1
Man finder SD(X) til

14 0,71
2 00 0,76
30 0,81
411 0,86
50 0,91
6 L Ved ikke

DTU
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Xvadratrodsloven
Lad X; vaere |.I.D. (Independent and Identically Distributed).
Definér summen §,, = X; +---+ X,

Definér gennemsnittet X,, = %Sn.

E(S,) =nE(X;) . SD(S,) = vnSD(X;)

E(X,) =E(X,) , SD( n):%SD(Xn)

DTU
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(i
Store tals svage lov

Lad X, veere [.I.D. med 10

)
e

i

middEIV&rdi //L Og 0- ég 0?0 0?2 l 0!4 | 0!6 l
spredning o. o
100
* §3 | | "i'|||||||||||||||“'i"
\V/E > O : 0.0 0.2 0.4 - 0.6
1000
n — oo = .3 A

0.0 0.2 0.4 0.6

P(1X, — | <€) — 1

(X,, konvergerer mod s N . .
i sandsynlighed)
DTU
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D
Lad Xl, ..

(P

0

Definér S5,, = X; +---+ X,,.

For store n geelder approksimativt

P<a§

Sn—n,u<

a\/n

n centrale greenseveerdiszetning p.196

DTU
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Betydning

i

CGS er et centralt resultat i sandsynlighedsregningen og
statistikken (og findes i mange varianter)

Budskabet er, at stokastiske variable, der er dannet gennem en
sum af mange mindre bidrag, med god tilnaermelse kan beskrives
ved en normalfordeling, som vi strengt taget fgrst stifter

bekendtskab med i naeste uge

Vi har allerede set denne satning i anvendelse for

binomialfordelingen (og Poissonfordelingen)

DTU
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Markovs uligned p.174 !

For ikke negative stokastiske variable, kan vi angive en gvre
granse for sandsynligheder ved brug af middelvardien.

E(X)

P(X >a) <
(X >a) < =

Cn

(D
o

ychevs ulighed p.191

Hvis vi ogsa kender variansen kan vi som regel skarpe denne

granse

P(IX — E(X)| > KSD(X)) < 7

DTU
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Om en stokastisk variabel X, der beskriver et rumindhold, oplyses
det, at den har middelvardi E(X) = 10. D1U

o
oo

Spgrgsmal 2

Den mindste gvre granse for P(X > 20) findes til

10 1
»0 1
30 3
4 O 1-@(23—2_(1)0>

5 LJ  En sadan graense kan ikke bestemmes ud fra det oplyste
6 L1 Ved ikke
Hvor ® som sadvanlig betegner fordelingsfunktionen for en

standardiseret normalfordelt variabel.

DTU
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Et udvalg af diskrete fordelinger

0

En raekke grundlaeggende mekanismer

Se pp.475 “Distribution summaries”
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ETE

Spgrgsmal 3 —

oo

Hvis en raekke tal ¢; udggr en sandsynlighedsfordeling, hvad ma der

sa gxlde om ¢;?

1 U
2 U

30

4O
5 [
6 O

Der er ingen specifikke krav

26 =1

c; kan bestemmes fra en formel som ¢; = pi(1 —p)n?

CZ'>O

Ingen af de ovenstdende er tilstraekkelige

Ved ikke

DTU
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Den geometriske fordeling

o

T : antal Bernoulli forsgg indtil fgrste succes

Middelvaerdi
=~ 1
E(T) =) P(T>i)=-
1=0 p
Varians
l—p
Var(T) —, SD(T) =
p
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T, Antal torsgg indtil rte succes

i

Negativ binomialtordeling

Y. Antal fiaskoer til den r'te succes i en sekvens af
Bernoulliforsgg

Hvor mange kameraer skal vi kassere f@r vi far r, der passerer
kvalitetskontrollen

I.=Y. +r

(Har i gvrigt mange andre fortolkninger)

02405 — forelaesning 4 DTU
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Spgrgsmal 4

Hvad er middelvaerdi og varians for en N B(r,p) fordeling?

E(Y,) = "2 var(y,) = "2
E(Y;) = 152, Var(y;) = L2
E(Y,) = 1, Var(v;) = "2
E(Y;) = §, Var(Y;) = 57
E(Y,) = &, Var(Y;) =

Ved ikke

02405 — forelaesning 4
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Negativ binomialtordeling udledning
Antal fiaskoer f@gr r'te succes.
En sekvens af Bernoulli forsgg: fffsffsts

Vi skal placere r — 1 successer pa ¢ + r — 1 forsgg fgr vores
“endelige” succes.

Derfor
1+1r—1 B .
P(Y, =1i) = P (1 —p)'p
r—1
1+r—1
— p?“(l_p)z
r—1

02405 — forelaesning 4 DTU 21
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Middelvzerdl og
Y, ~NB(rp) Yi=T,—r T,=Wi+--+W,

hvor W, er ventetiden fra den ¢ — 1te til den 7te succes.
W; er 1ID; geometrisk (p) fordelt: Lad X; vare antallet af fiaskoer

mellem succes 7 — 1 og 1.

o)
o

Vi har da

Derfor:

02405 — forelaesning 4 22
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Indikatorfunktionen (p.155), p.168

1  hvis A indtraeffer
0 hvis A¢ indtraeffer

Spgrgsmal 5
Hvad er E(14)

10 05
20 1
30 A
40 P(A)

5 U  Kan man ikke sige generelt
6 L0  Ved ikke

02405 — forelaesning 4
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J

Hvornar kan man bruge indikatorfunktioner 70l

o
oo

Man kan bruge indikatorfunktionen nar vi kan skrive en stokastisk

variabel X som
)(:]Al—|—]A2—|—"'—|—]Al_c

- dvs. X taller, hvor mange af haendelsernene A4, ..., A, der er
indtruffet.
E(X) — P(A1) + P(Az) + ... P(Ak)

bruges nar P(A;) kan bestemmes (let), men fordelingen af X ikke
kan. (F.eks. opgave 3.2.14)

DTU
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Dpgave 3.3.8

i

Lad A, Ay og A3 vaere haendelser med sandsynlighederne

P(A) =7, P(A)=7 . P(ds)=1

Lad NV betegne antallet af disse haendelser, der indtraeffer.
Opskriv N udtrykt ved indikatorvariable

Variablen Ig antager vaerdien 1, hvis B indtraffer, ellers O.

N:IA1+IA2‘|‘IA3

DTU
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Find E(V)

N =15 +14,+ 14,
Vi tager forventning pa begge sider
E(N)=E(la, + 14, + 14,)
Dermed

E(N) = E(I4,) + E(I4,) + E(Is,) Hvorfor?

E(N)=P(A;) + P(As) + P(A3) = %

DTU
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Beregn Var(V) nar
Ay, Ay og As er gensidigt udelukkende
A1, Ay og As er uathangige
A C Ay C As

02405 — forelaesning 4

DTU

27

=
—
=

i


http://www.dtu.dk

N
(D
=
o
(D
w—)
—
e

Var(IV) nar A; er gensidigt udeluk

i

| dette tilfeelde har vi
P(N>1)=0

P(N=1)=P(A;UA;UA3) =P(A;) + P(Ay) + P(A3) = E(N)

Eksperimentet er altsa et Bernoullieksperiment og vi har

47 13
Var(N) = p(1 —p) = e =0 170 = 0,412

DTU
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Var(N) = Var(l4, + 14, + 14,) = Var(la,) + Var(la,) + Var(l4,)

For hver A; har vi

Var(14,) = P(4;) - P(Aj)

14 4 3 2
Var(ls,) = =F T 98 Var(l,) = G Var(la,) = 9

2051
V(N) = 250~ 0,570~ 0.755°

DTU
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1
Vi har ved brug af differensreglen p.22
1
P(N =2) =P(Ax\Ay) = P(A2) — P(Ay) = 20
1
P(N =1) = P(A3\Az) = P(A3) — P(As) = 12
Dermed: )
9 1 119
EN) =2+ — 4+ — = —
(V%) 5 i 20 i 12 60
4931
Var(N) = E(N?) — (E(N))? = % — 1,370 = 1,1707

DTU
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Beregn Var(V) nar

Ay, Ay og Az er gensidigt udelukkende Var(N) = 0.412°
Ay, Ay og As er uathengige Var(N) = 0, 755
Al C AQ C Ag Var(N) = 17 172

Kan vi forklare /forsta resultatet?

DTU

02405 — forelaesning 4 31

=
=
=

i


http://www.dtu.dk

)
e

Tail surn forrmula

Hvis X kan antage vardier 0,1, ...

oo

E(X) =) P(X >i)

(En tilsvarende formel gzlder for kontinuerte variable; kap. 4)

Bevis:
X o0
X=> 1=) Ixs
1=1 1=1
E(X)=E (Z 1X>Z.> =Y E(lxs) =) P(X>1i)
1=1 1=1 1=1
DTU
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Et par nyttige surnformler
N
1=Vt
S0
1=0
oo Z 1
Za =T la] <1
1=0
o
> -
2!
1=0

For a; > 0 og b; > 0 har vi:

B ) 5
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Sammenhzeng mellem fordelinger o1y

X ~ Bin(ny,p) og Y ~ Bin(ny,p): X +Y ~ Bin(n; + ny, p)
X ~ Geom(p): X — 1~ NB(1,p).
X ~NB(ry,p) og Y ~ NB(re,p): X +Y ~ NB(r; + 2, p)

HyperGeom(n, N,G) — Bin(n,p) ndar N,G — oo mens
G/N — p.

Summer kan generelt approksimeres med normalfordelingen

DTU

02405 — forelaesning 4 34


http://www.dtu.dk

2 9 2/

Nye begreper i afsnit 3.3 og 3.

O

Varians og standardafvigelse

Markovs og Chebychevs uligheder
Indikatorfunktion

Den centrale grensevardisetning (3.3)
Geometrisk fordeling

Negativ binomial fordeling
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Afsnit 3.3 og 3.4
Varians/standardafvigelse DTU
Var(X) = E[(X — E(X))’] = )  (z—E(X))*’P(X =27~
alle x

Normalfordelingsapproksimation/den Centrale Graensevaerdisaetning

P (a < SJ\_/, < b) ~ ®(b) — P(a)
Markovs og Chebychevs uligheder for ekstreme udfald
P(X > a) < S p(x — E(X)| 2 KSD(X)) <
Et udpluk af diskrete fordelinger
. 1 , r+r—1 1 .
P(I'=1i)=(0-p)" p P =1)= - p’ (1=p)'p

)
1 hvis A indtraeffer
\ 0 hvis AC indtraeffer

Indikatorfunktioner 14 = <
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