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Corlpmeiiala ympimbla lome 2
Stokastiske variable kap.3 n
>

Beskriver eksperimenter, hvor udfaldet kan karakteriseres ved et
eller flere tal

Ggr det muligt at definere gennemsnit og andre beregninger

Ggr notation og formulering mere smidig

DTU
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Dagens emner

Stokastiske variable: udfald identificeres med reelle tal
Fordeling P(X = x) >, PX=2)=1
Simultan(joint) fordeling

Plz,y) =P(X=2Y=y) >, PX=2Y=y=1
Marginal fordeling

Px(z)=P(X =2)=3 P(X =2,Y =y)

e

<

O

<

P(x=zy=y) _ Pay)
P(x=a) Px (x)

O

Betinget fordeling P(Y = y|X =x) =
Uafhengighed P(z,y) = Px(x)Py(y)
PY =y X=2)=PX=x)PY =y), V(r,y)
Multinomialfordelingen

Middelverdi E(X) =Yz - P(X = 12)

Forventningsvaerdi mere generelt E(g(X)) = > g(z)-P(X = x)
Linearitet E(aX + bY + ¢) = aE(X) + bE(Y) + ¢

<

Eksempel pd anvendelse n

For binomialfordelingen indfgrte vi haendelserne S; for i succeser
Haendelsen H; hgjst i successer blev skrevet som U’_,S;

S& P(H,) =P (Ui_,S;) = Y%, P(S;) Hvorfor?

Vi kunne gnske mere kompakt notation, faerre symboler

Den stokastiske variabel X betegner antallet af succeser
Hvordan vil vi skrive handelsen S5 ved hjaelp af X7

Hvordan vil vi skrive haendelsen Hy ved hjalp af X7

En stokastisk variabel er en “funktion”, der beskriver udfaldet af
vores eksperiment, fgr vi har udfgrt det.
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r i acetielsa = B = ~
Fordele ved stokastiske variable
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Mange problemer formuleres mere enkelt

Giver os mulighed for at danne nye stokastiske variable ved

funktioner
Knytter en forbindelse mellem udfaldsrummet og de reelle tal

Formelt P(X =2) =P ({w € Q: X(w) = z})
Originalmangden /urbilledet

P(X<z2)=P{HweQ: X(w) <z}
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Kabenhavnske boliger 1989 (antal) o

Antal beboere: 0 1 2 3 4 5

1 vaerelse 3166 23554 2038 260 69 19

2 veerelser 4874 73508 26670 3826 955 248

3 vaerelser 2408 31193 29023 8781 3735 925

4 varelser 1343 12301 14374 6487 4380 1064

5 veerelser 436 2877 4376 2487 1977 538

6 veerelser 442 1553 2748 1775 1543 615

6

8
145
565
585
264
521

En bolig er sdledes her karakteriseret ved to egenskaber stgrrelse

og antal beboere

DTU
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Vi lader den stokastiske variabel X betegne antallet af krone i tre

kast med en retferdig mgnt, og definerer en ny stokastisk variabel

Y

— X -1,

Spgrgsmal 1

Angiv sandsynligheden for P(Y = 1).

10
20
30
40
5 0
6 O

wlot N[= W = ool

Ved ikke
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Relative andele

Antal beboere 0 1 2 3 4 5
1 veerelse 0,011 0,085 0,007 0,001 0,000 0,000
2 verelser 0,017 0,264 0,096 0,014 0,003 0,001
3 veerelser 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003
4 verelser 0,005 0,044 0,052 0,023 0,016 0,004
5 veerelser 0,002 0,010 0,016 0,009 0,007 0,002
6 veerelser 0,002 0,006 0,010 0,006 0,006 0,002

=
—_
=

i

0,000
0,001
0,002
0,002
0,001
0,002
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Histogram over bolighyppigheder m
Copenhagen residentals
Number of rooms 0 Number of inhabitants
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Brug af den simultane fordeling n

Hvad er sandsynligheden for, at en tilfaldigt valgt bolig har
hgjst to vaerelser og hgjst 3 beboere?

2 3
>3 Pz,y) =0,011+...0,014 = 0,4978

=1 y=0

Hvad er sandsynligheden for, at en tilfeldigt valgt bolig vil have

flere vaerelser end beboere?

6
Z P(x,y) = 0,01140,017+0, 26440, 009+- - -+0, 002 = 0, 7160

DTU

02405 — forelaesning 3 11

Flerdimensionale stokastiske variable
Vi indfgrer nu symbolet X til at betegne antallet af vaerelser i en
tilfeeldigt valgt bolig og Y til at betegne antallet af beboere i
denne bolig.
En bolig er saledes karakteriseret ved parret (X,Y) - en
todimensional stokastisk variabel.
Vihar P(X =1z) =
en bolig
Og P(Y =y) =
bolig.
Som en ny ting far vi brug for P(z,y) = P(X = z,Y = y) til at
beskrive de samlede egenskaber ved en bolig.

Px (x) til at beskrive antallet af vaerelser i

Py (y) til at beskrive antallet af beboere i en

Den simultane fordeling

02405 — forelaesning 3 DTU 10

Hvis vi kun interesserer os for antal beboere U
Antal beboere 0 1 2 3 4 5“ 6
1 vaerelse 0,011 0,085 0,007 0,001 0,000 0,000 0,000
2 vaerelser 0,017 0,264 0,09 0,014 0,003 0,001 0,001
3vaerelser 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003 0,002
4 varelser 0,005 0,044 0,052 0,023 0016 0,004 0,002
5varelser 0,002 0,010 0,016 0,009 0,007 0,002 0,001
6 vaerelser 0,002 0,006 0,010 0,006 0,006 0,002 0,002
Boliger i alt 0,045 0,520 0,284 0,085 0,045 0,012 0,007

Dvs. kun Y
DTU
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altsa v

P(Y =v)

0

0 1 2 3 4 5 6

Den marginale fordeling af Y (Py(y))
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Antallet a
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[ beboere i en 3 vzerelses bolig
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Hvis vi ved, at en bolig har 3 veerelser, betyder det sd noget for

fordelingen af an-

tal beboere? Fra raekken med 3 veerelses boliger i tabellerne har vi:

Beboere: 0 1 2 3 4 5 6 Alle
Antal: 2408 31193 29023 8781 3735 925 565 76630
Andel: 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003 0,002 0,275
Andel af 3

vaerelses 0,031

0,40r 0,379 0,115 0,049 0,012 0,007 1,000

Hvordan udtrykker vi dette symbolsk/matematisk?

02405 — forelaesning 3
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rlvis vi kun interesserer os for st@rrelsen
| sa fald interesserer vi os for X oy

=Y P(X=2,Y=y) =) P(z,y) = Px(z)

1 2 3 4 5 6

Den marginale fordeling af X (Px(z))

DTU
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Betinget sandsynlighed /fordeling,

i

ar
For handelser A og B har vi definitionen

P(AN B)

P(B|A) =
(BIA) =500
Sa for haendelserne X =z og Y = y far vi

P(X =xY =y)
P(X =ux)

P(Y =3IX =) =

Den betingede fordeling. Konkret far vi
PIX=3Y=y) P@3y)

P(Y =ylX =3) = =
(Y =y ) P(X = 3) 0,275
som i tabellen
02405 — forelaesning 3 DTU 16
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Definition pa uafhzengige stokastiske variable

X og Y er uafhangige hvis
PX=xY=y)=PX =zx)PY =y)
eller udtrykt med P-funktionerne
P(z,y) = Px(x)Py(y)
for alle x,y

Giv et eksempel pa uafhangige X og Y (gode kandidater)

02405 — forelaesning 3 DTU 19

Uafhzengige stokastiske variable m

Vi har set, hvordan den betingede fordeling fremkommer ved
hjelp af betingede sandsynligheder.

Nogle gange ved vi intuitivt (antagelse), at en stgrrelse
(stokastisk variabel) ikke vekselvirker med en anden stokastisk
variabel.

o Terningeeksempler

Hvad er en naturlig definition pd uafhangige stokastiske
variable?

Er X og Y uafhangige i boligeksemplet?

02405 — forelaesning 3 DTU 18
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Opgave 3.12 n

o
>

Lad X og Y veere resultatet (talveerdi) fra to traekninger fra en
aeske med 4 sedler, med numrene 1,2,3 og 4.

Angiv den marginale fordeling og simultane fordeling for X og
Y. For

o Stikprgvetagning med tilbagelaegning
o Stikprgvetagning uden tilbageleegning
Beregn P(X <Y)

Er X og Y uafhaengige?

02405 — forelaesning 3 DTU 20



Med tilbagelzegning far vi

X\Y 1 2 3 4
1 % % 1 i6
2 1 1 1 1
6 16 16 16
1
3 16 Tla T16 116
1 1 1 1
4 % 16 16 16
P(X=1) =P =i)=—- = Px(i) = Py (1)
4 4
P(X <Y) ZP x,y) ZZP(QU Y
<y =1 y=x
4 Y 4
1 10 5
= P = —
;; (z.9) X_:ym 16 8
02405 — forelaesning 3 DTU 21

Kunne vi have indset dette direkte?

02405 — forelaesning 3 DTU
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Uden ti

1
P(X =1 :Z:PX(Z)
X\Y 1 2 3 4
1
1 0 % & =
2 5 0 05 on
3. % ou 005
4 % om0
- 1
PY =i) = ZP(:C,Z) =—=P(1)
=1
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runktioner af stokastiske variable
Fra boligeksemplet:
© Zyp : antal beboere pr. vaerelse 7, =

© Zsg @ antal veerelser pr. beboer Z; =

02405 — forelaesning 3 DTU 2
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7. (uproblematisk?)
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| karakteri

Fordeling af vzerelser pa antal boliger m Enkel ke stik af fordeling m

Spgrgsmal 2

Hvilket af fglgende tal ville du veelge til at karakterisere fordelingen

af antal vearelser i en bolig?

10 2
20 3
30 35
L ——— 40 1-0,104+2-0,396+3-0,275+4-0,145+5-0,046 + 6 - 0,033
veerelser: 1 2 3 4 5 >6 =2,729
andel: 0,104 0,396 0,275 0,145 0,046 0,033 50 Noget andet
6 [0 Ved ikke
YT — DTU —, Y — DTU —
Middelvzerdi(forventning) p.162(163) g Spgrgsmal 3 g
E(X) = Z 2P(X = x) Hvad er middelveerdien /forventningsvaerdien ved kast med en
alle x terning?
Fordelingens tyngdepunkt 10 Alle verdier {1,2,3,4,5,6}
Gennemsnit af stort antal udfald, eksperimenter 20 3
Beregningsmaessig bekvem 3035
40 4
50 45
6 O Ved ikke
DTU T — DTU —,
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Bernzerk n Skatteindtzegt fra bolig n
Middelvaerdien af X, E(X) behgver ikke at vaere en mulig veerdi Skatteindtaegten fra en bolig afhaenger af antallet af vaerelser kr.
for X

2.500 pr. veerelse.
Plus et fast belgb - kr. 7.500

Hvad er den forventede skatteindtaegt fra en bolig?

02405 — forelaesning 3 DTU 29 02405 — forelaesning 3 DTU 30
Linezere funktioner af stokastiske variable 1 Forventning af en funktion af en stokastisk 1Y
E(aX +b) = aE(X) +b variabel p.175
i Eksemplet far vi: 7 : skatteindtaegt fra bolig Lidt mere generelt far vi for en vilkarlig funktion g(z):
E(Z) = E(2.500 - X + 7.500) E(9(X)) = > 9(x)P(X =x)
alle z
= 2.500 - E(X) + 7.500 = 14.322, 50
Af szrlig interesse har vi g(z) = 2", s&
E(XF) = ) a*P(X =)
alle =
det k'te moment af X
02405 — forelaesning 3 DTU 31 02405 — forelaesning 3 DTU 32



Antag, at E(X?) =3, E(Y?) =4, E(XY) = 2.

Spgrgsmal 4
E[(X +Y)?] findes til

10 7
20 9
30 11
40 13
50 15
6 L1 Ved ikke
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Relative andele af boliger

Antal beboere 0 1 2 3 4 5

1 vaerelse 0,011 0,085 0,007 0,001 0,000 0,000

2 verelser 0,017 0,264 0,096 0,014 0,003 0,001

3 veerelser 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003

4 veerelser 0,005 0,044 0,052 0,023 0,016 0,004

5 varelser 0,002 0,010 0,016 0,009 0,007 0,002

6 varelser 0,002 0,006 0,010 0,006 0,006 0,002

=
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=

M

=
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6
0,000
0,001
0,002
0,002
0,001
0,002

Hvordan ville | beregne den forventede verdi af antallet af

beboere pr. vaerelse?

02405 — forelaesning 3
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Forventning af en funktion af flere stokastiske
variable p.176
Generelt har vi:
EgX, V)= Y gl yPX =z =y)
alle (z,y)
Additionsregel E(X +Y) = E(X) + E(Y) (altid) p.167.
Multiplikationsregel, hvis X og Y er uafhangige p.177
E(XY) = E(X)E(Y)
02405 — forelaesning 3 DTU 34
C. encaetning /funktioner af stokacticke DU
J:Jfflffl':fl:»:,ﬁ.r.fllrlg/fUﬂr;ElOﬂdr al STO¥astisKe =

variable

Fgrst definerer vi X som antal veerelser i en bolig, dernaest Y

som antallet af beboere.

Y

Vi danner en ny variabel Z = %

E(Z) = E(Y/X) = Y. Y YP(ay)

DTU
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som antal beboere pr. veerelse



r T (o
Afsnit 3.1 og 3.2

]\Jye begreber i afsnit 3.1, 3.2 @ Stokastiske variable: udfald identificeres med relle tal @

<&

Fordeling P(X = x) >, PX=2)=1
Simultan(joint) fordeling

P(z,y) =P(X =2,Y =y) YuyPX =2V =y)=1
Marginal fordeling

Simultan (eng.: joint) fordeling Px(z) =P(X =z)=> P(X =2Y =y)

Betinget fordeling

Stokastisk variabel

<

Fordeling/marginal fordeling

Flerdimensional stokastisk variabel

O

Betinget fordeling P(Y = y| X = ) = P(é(jf’_yjy) = Fu

Uafheengighed P(Y =y, X =2) =P(X =2)P(Y =y)

o

Uafhaengige stokastiske variable

O

Middelvaerdi/Forventning Multinomialfordelingen

Middelveerdi E(X) = >z - P(X = x)
Forventningsvaerdi mere generelt E(g(X

) =229(x) - P(X =)
02405 — forelaesning 3 DTU 37 Llnearltet E(aX + bY + C) - CLE(X) + bE(Y) + C




