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Vigtigste nye emner i 1.1 - 1.6
Udfald (w), udfaldsrum (2), haendelse (A, B) o1y

Komplementarhaendelse: A¢, felleshandelse: AN B og
foreningshaendelse: AU B.

Aksiomer: 0 < P(A) < 1,P(Q2) =1,P(AUB) =P(A) + P(B)
for A og B disjunkte.

Betinget sandsynlighed P(A|B) = Pg(‘;f)

o Multiplikationsformlen P(A N B) = P(B)P(A|B)
Uafhaengighed (Generaliseres til k£ haendelser)

P(A|B) =P(A|B°) =P(A) < P(AN B) =P(A)P(B)

Bayes szetning

_ P(B;NA) - P(A|B;)P(B;)
P = = = S p(alB,)P(B)

Teknikker ved sekvensforsgg - fgdselsdagseksemplet

=
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rlvad er sandsynlighedsregning?
Formel/matematisk made til at handtere tilfeeldigheder

M

Intuition kan veere staerkt misvisende men kan blive voldsomt
forbedret ved brug af sandsynlighedsregning
rursus form
2 timers forelaesning
2 timers gvelser
2-3 timer til leesning, studie, forstaelse
2-3 timers arbejde med opgaver og eksempler
Introduktionsskrivelse pa hjemmeside

Ugentlige forslag til hjemme opgaver

Igsninger til de fleste opgaver pd hjemmeside, kort Igsning til
opgaver med ulige numre i lzerebogen
Transparenter tilgaengelige pad hjemmeside

C cagoUe a | an al
Grundlzeggende begreb
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Vi vil lave en (matematisk) model for et eksperiment
Et udfald(outcome)

Samlingen af alle mulige udfald kaldes udfaldsrummet (eng.
outcome(sample) space)

En samling/maengde af udfald er en handelse (an event)

DTU
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Grundlzeggende definitioner |

) DTU | ige eandevnlio Y DTU
sandsynlighedsregning = Lige sandsynlige udfald p.3 =
Udfald " Intuitivt tiltraekkende
Haendelse A B Hvis alle udfald i en endelig mzengde €2 er lige sandsynlige, sa er
Udfaldsrum 0 Maengden af mulige udfald sandsynhghe.den for haendelsen A lig antallet af udfald |
(elementer) i A delt med antallet af udfald (elementer) i 2
Komplementaer haendelse Ac=O\A
: Udfaldet er i mindst _ #(4)
Foreningshaendelse AUB een af A og B P(A) = #(Q)
Falleshandelse ANB Egjalollet er]; _
ade 4 og Standard eksempler er mgntkast, korteksempler, terningkast,
Den tomme eller umulige handelse 0] lotto
Se Tabel 1 i Pitman page 19 Vi far dog brug for mere generalitet end dette
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(Naturlige) regler for sandsynligheder
Vi tilknytter sandsynligheder (mal) til haendelser @ Aksiomer o og forste afledede resultater @
Sandsynligheden for en haendelse er ikke negativ og hgjst €n~ 0 < P(A) < 1 P — 1 -
0<P)<1 <P(A) <1, (€) =

Den totale sandsynlighed er een: P(2) = 1

P(AUB)=P(A)+ P(B for ANB =
Addition af sandsynligheder for ikke-overlappende handelser. For ( ) (4)+P(B) o 0

A og B gensidigt udelukkende, dvs. Hvoraf udledes
ANB=0=P(AUB) =P(A) + P(B) (additivitet)

Bemaerk i leerebogen (Pitman “Probability” pp.20-21) defineres

med n haendelser, og begrebet partitionering indfgres

P(0) =0, P(A°) =1—-P(A)

n P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
i#j:BiNB;=0, B=UL. B =PB)=)Y PB o . _
: (inklusion- eksklusionsformlen, udvides opg. 1.3.11 og 1.3.12)

| overensstemmelse med, hvad der galder i tilfeeldet med lige

sandsynlige haendelser - en generalisering 02405 — forelacsning 1 DTU



Antag, at 15% af svenske graznder har dobbelt svgmmehud og
ekstra lange nab, at 30% har dobbelt svgmmehud, og, at 32.5%
har ekstra lange nab.

Spgrgsmal 1

Hvad er andelen af svenske grazender, der hverken har dobbelt
svgmmehud eller ekstra lange naeb?

10 225%

20 375%

30 525%

40 675%

50  6875%

6 0 Ved ikke
T — DTU —,
Betinget sandsynlighed - fortolkning o

>

Hvis vi ved, at vores udfald er i mangden B (B er indtruffet)
Delvis men ikke fuld information om udfaldet
For P(B) > 0 er P(A|B) veldefineret og vi far:

P(AN B)

P(ANB) = PIAIBIP(B) & P(AIB) = —5

P(AN B) = P(A|B)P(B) multiplikations reglen

DTU

02405 — forelaesning 1 11

=
—_
=

Betinget sandsynlighed

M

Der galder:
P(AN B) <P(B)

Der eksisterer da et tal 0 < ¢ <1 sa:
P(ANB)=P(B)-c

Vi kalder tallet ¢ for den betingede sandsynlighed for A givet B
og skriver ¢ = P(A|B)

DTU
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Antag, at 15% af svenske graznder har dobbelt svgmmehud og
ekstra lange nzb, at 30% har dobbelt svgmmehud, og, at 32.5%
har ekstra lange nab. En svensk ornitolog observerer en graand
med ekstra langt nzeb i sin kikkert.

Spgrgsmal 2

Hvad er sandsynligheden for, at den observerede grdand har dobbelt

svgmmehud?
10 175%
20 30,0%
30 32,5%
40 46,2%
50  50,0%
6 00 Ved ikke
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Uafhzengighed
Model for begivenheder, der ikke pavirker hinanden.
Kendskab til, at en handelse er indtruffet, vil ikke pavirke

=

TU

M

sandsynligheden for, om den anden er indtruffet
Det virker rimeligt at formode, at handelserne “min bil vil starte

imorgen” og “aktiemarkedet vil stige mere end 1%" ikke
vekselvirker og sdledes kan antages at veere uafhangige
Hzendelserne: Toget bliver forsinket; det vil sne imorgen - er
naeppe uafhaengige

Uafhaengige haendelser (den matematiske definition)

P(A|B) = P(A|B°) = P(A) P(AN B)=P(A)P(B)

Et meget vigtigt begreb og ofte en ngdvendig forudsatning for
mange beregninger

DTU

02405 — forelaesning 1 13

Vi betegner heaendelserne, at k veerker er i drift, med Fj

Vi har F, = V] NV, saledes at P(Fy) = P(V1 NV;). Da V) og Vs er
uafhaengige far vi P(Fy) = P(VinV,) = P(V4)P(V3) = 0,4-0,5 = 0,2
Vihar Fy = (ViUVy)® = VENV3. P(Fy) = P(VENVy) = P(VE)P(V5)
idet V/° og V er uafthangige da Vi og V, er uafthaengige. Med stan-
dardreglen P(V) =1 — P(V1) fér vi

P(Fp) = P(V)P(Vy) = (1 = P(V1))(1 = P(13)) = 0,6-0,5= 0,3

Endeliger F; = (ViNVy)U(VENVs) = (V1UVR)\(ViNV,). Ved brug af
det f@rste udtryk far vi P(F}) = P(VinV)U(VeENTs)). Da ViNVy og
VNV, er gensidigt udelukkende fas P(Fy) = P(ViNVy)+P(VENTL).
Endelig far vi ved brug af uafhangigheden

P(Fy) = P(V)P(VY) + P(VI)P(V2) = 0,5 (=1-0,2-0,3).

Opgave 1.4.10

=
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To kraftvaerker sikrer strgmforsyningen til et givet omrade.
Kraftveaerkerne er i drift med sandsynlighed 0,4 henholdsvis 0,5.
Hvis begge kraftvaerker er i drift, er der tilstraekkeligt med strgm. Hvis
kun et af dem er i drift, er stgmforsyningen tilstraekkelig med sandsyn-
lighed 0,6. Hvis ingen er i drift, er strgmforsyningen utilstraekkelig.
Hvad er sandsynligheden for, at strgmforsyningen er tilstraekkelig?
Hvad er sandsynligheden for, at netop k vaerker er i drift? k =0,1,2
Betegn haendelserne, at kraftvaerk i er i drift, med V;

Betegn handelsen, at der er tilstraekkelig strgm, med S
Oplysningerne fra opgaveteksten kan nu skrives formelt

P(Vi) = 0,4, P(V3) = 0,5, P(S|VinVa) =1
PSI(MNV)U(VENYs)) = 0,6, P(SI(ViUVe)®) = PISIVENY;) = 0
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Beregn sansynligheden for, at der er tilstaekkelig strgm.De givne oplys-
. (] 11]
ninger kan udtrykkes ved brug af haendelserne Fj,. =

Vi kan altsa svare, nar vi ved, hvilken af handelserne Fj,, der er ind-
truffet. Det virker vel umiddelbart fornuftigt, at svaret er en slags gen-
nemsnit - et vaegtet gennemsnit. Reglen om gennemsnittet af betin-
gede sandsynligheder formaliserer - beviser, at dette er rigtigt. De tre
handelser Fy, F1, F5> udggr en partitionering af 2. Vi finder siledes

P(S)=P(SNQ)=P(SN(F,UF UF))
=P((SNE)U(SNF)U(SNFy)) = P(SNEy)+P(SNF)+P(SNFy)
= P(S|Fo)P(Fo) + P(S|F1)P(Fy) + P(S|F2)P(F2)
=0-0,3+0,6-0,5+1-0,2=0,5



id

Hvis vi opdeler en mangde B i et antal indbyrdes disjunkte

(93]
N

0 m

Partitionering /klassedeling

=]

0
(9

mangder B;, kaldes samlingen B; en klassedeling af B

P3 precis tilsvarende vis kan vi opdele en handelse B i et antal
gensidigt udelukkende (mutually exclusive) haendelser B;. Vi
kalder dette en partitionering af B

Formelt er B;,i = 1,...,n en partitionering af B, hvis:

B;NB; =0 fori+#jog U, Bi=DB

Ethvert udfald (element) i B findes i een og kun een af
handelserne B;

DTU
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n

P(ANB)=P(ANBy)+---+P(ANB,) => P(ANB)
i=1

=
—_
=

t!X

benytter vi multiplikationsreglen for P(A N B;) far vi
P(ANB) = P(A|By)P(By)+---+P(A|B,)P Z P(A|B;)P

For B = 2 far vi

n

P(A|B,)P(B,) = Y P(A|B,)P(B;)

i=1

P(A) = P(A|B)P(By) + - +

Reglen om gennemsnit af betingede sandsynligheder p. 41

DTU

02405 — forelaesning 1 19

Endelig additivitet !

For en partitionering {B;},i = 1,...,n af B har vi fra reglen

om additivitet, at

P(B) =P(B)) + P(B,) + -+ + P(B,) = Z P(B

Hvis {B;},i = 1,...,n er en partitionering af B ma
{ANB;},i=1,...,n veere en partitionering af AN B. Sa:

P(ANB)=P(ANB,)+---+P(ANB,) ZPAmB

DTU
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Opgave 1.5.4

Et digitalt kommunikationssystem bestdr af en sender @

og en modtager. | et transmissionsinterval sender senderen enten
et signal, der skal fortolkes som O eller et signal, der skal
fortolkes som 1. Ved hvert intervals afslutning, foretager
modtageren et bedste gaet af om det afsendte signal skal
fortolkes som O eller 1. Betragt nu haendelserne:

o Ty “Senderen sender 0"

o T, “Senderen sender 1"

o Ry “Modtageren modtager 0"

o R; "Modtageren modtager 1"

Antag at P(Ro|Ty) = 0,99, P(R;|T1) = 0,98, og P(T}) = 0,5
Find sandsynligheden for en transmissionsfejl

Find sandsynligheden for en transmissionsfejl givet R;

DTU
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ndsynligheden for en fejl givet R,
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Vi indfgrer haendelsen E: “Transmissionsfejl”.
E=(TyNR)U(TiNRy).

Sandsynligheden for en

transmissionsfejl.P(E) = P((To N Ry) U (T1 N Ry)) =
P(To N Ry) + P(Ty N Ry) = P(R1|To)P(Th) + P(Ro|T1)P(Ty) =
0,01-0,540,02-0,5=0,015

P(E|Ry) = P(Ty|R1) (Bayes satning)

oI P(R,) P(R.|To)P(Ty) + P(R.|T1)P(TY)
0,01-0,5 0 01
001 0,54+0,98-0,5 0,99
02405 — forelaesning 1 DTU 21

Vi betragter en produktion af integrerede kredslgb. Over lang tids produk-
tion er andelen af defekte kredslgb 20 %. En grundig afprgvning ?]?Uhver
enkelt kredslgb er meget dyr, s man overvejer at bruge en =

billigere men ikke helt pélidelig testprocedure. Alle intakte kredslgb ac-

cepteres af testen men desvaerre accepteres ogsa 10 % af de defekte.

Spgrgsmal 3

Givet et kredslgb har passeret den ikke helt palidelige test, hvad er

da sandsynligheden for, at det er intakt.

10
24
30
40
50
6 U

o gy -

10

40
a1

1
Ved ikke

DTU
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Den generelle Bayes sztning m
For en partitionering By, ..., B,, af udfaldsrummet (2,
B;NA P(A|B;)P(B;
o514 — PBNA) __ PUAIBIP(B)
P(A) Zj:l P(A‘BJ)P(BJ')
“Ombytning af betingning”
Begreberne apriori, aposteori sandsynligheder
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Et redicinsk problem o

En patient har et sarligt symptom. Man gnsker at bestemme
sandsynligheden for, at patienten lider af en given sygdom.
Patienten tilhgrer en subpopulation for hvilken man ved, at 10%
lider af sygdommen. Af dem, der lider af sygdommen, har 75%
symptomet. 5% af patienterne, der ikke lider af sygdommen, har
symptomet.

¢ Hvad er sandsynligheden for, at patienten har sygdommen?

o /Endrer denne sandsynlighed sig, hvis forekomsten af
sygdommen i subpopulationen er 1% snarere end 10%?

Forsgg fgrst at geette et svar?

DTU
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Definer haendelsen S: patienten har symptomet
Definer haendelsen D: patienten lider af sygdommen
Vi har to mulige partitioneringer (S, S¢), and (D, D¢).
Den relevante sandsynlighed er: P(D|S)

Vi ved at P(D) = 0,1, P(S|D) = 0,75, P(S|D°) = 0, 05.

Vi har alle ingredienserne til brug af Bayes' satning
P(S|D)P(D)
(S|D)P(D) + P(S|D)P(De)

P(DIS) = 5

0,75:0,1 _
0,075+0,05(1-0,1) 0,625
0,75:0,01 = 0,13

0,0075+0,05(1—0,01

Numerisk fas

Med de xndrede vardier

DTU
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Populationsandele /forklaring n

Kategori P(D)=0,1 P(D)=0,01
Sygdom og symptom (P(D N .S)) 0,075 0,0075
Sygdom uden symptom (P(D N S¢)) 0,025 0,0025
“Rask” og symptom (P(D°NS)) 0,045 0,0495
“rask” uden symptom (P(D°n S¢)) 0,855 0,9405
Hvor vi har brugt multiplikations (kaede) reglen:
P(DNS)=P(S|D)P(D) gentagne gange
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Sekvens af hzendelser 1.6 m
Multiplikationsreglen:P(A N B) = P(A)P(B|A)
For tre haendelser A, B, er C, kan vi benytte
multiplikationsreglen rekursivt
P(ANBNC) = P(ANB)P(C|ANB) = P(A)P(B|A)P(C|ANB)
Dette generaliserer til n handelser p.56
PN A;) = (P(A1A2A;--- A)))
= P(A)P(As|A1)P(A3]A1 N As) - -P(ALJAT N Ay - N A, 1)
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Uafhzengigned af n hzendelser

Fodselsdagseksemplet o1y P(B|A) = P(B|A%) = P(B) m
Hvad er sandsynligheden for at mindst to blandt 25 personer har -
samme fgdselsdag? (Antag, at alle dage er lige sandsynlige og se P(ClANB) = P(ClA“N B) = P(C|AN B)
bort fra skudar) = P(Cl|A°N B°) =P(C)

Vi vil teenke sekventielt, eksempelvis ved at spgrge dem en ad
gangen. Det kan vises, at denne definition svarer til at forlange, at for
D,, er nu haendelsen, at alle blandt de fgrste n spurgte har alle delmaengder af & haendelser gaelder
forskellige fgdselsdage. P(Ai, N A, -+ 1 As) = P(A;)P(Ay) - H P(A;
Det er abenbart, at P(D;) =1 2
For P(Dy) far vi P(Ds) = P(D; N Dy) = P(D;)P(D,|D;) Dvs. at for k vilkérlige haendelser gaelder, at sandsynllgheden for
Man finder P(Ds|D,) = 364 feelleshaendelsen er lig produktet af sandsynlighederne for de
365
Og generelt P(D,41|D,) = 363%? enkelte handelser
P(Dys) =138 31— 44 Uafhaengighed er typisk meget svaer (umulig) at vise i virkelige
e DTU problemstillinger
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Sandsynlighedsregningens grundregler
0<P(A) <1 P(Q)_l P@) =0
ANB=0=P(AUB)=P(A)+ P(B)
Komplementaer regel p.21: P(A°) =1 — P(A)
Differens regel p.22, for A C B: P(BN A¢) =
Inklusion, eksklusion for 2 handelser p.22:
P(AUB)=P(A) +P(B) - P(ANB)
Betinget sandsynlighed for A givet B (partiel information) p.36:

P(B) —P(4)

P
DTU P(A|B) = PA;;B)
=2 I\/Iult|pl|kat|onsreglen p.37: P(AN B) = P(B)P(A|B)

Gennemsnit af betingede sandsynligheder (loven om den totale sand-
synlighed) p.41: (B; er en partitionering), P(A) = >, P(B;)P(A|B;)

Bayes satning p.49: (B; er en partitionering): P(B;|A) =
_PB)P@)
>, Pas)P ;)
Uafhaengighed p.42: P(A|B) = P(A|B°) (P(ANB) =P(A)P(B))



