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Sandsynlighedsregningens grundreglerSandsynlighedsregningens grundregler
• 0 ≤ P (A) ≤ 1 P (Ω) = 1 P (∅) = 0

• A ∩B = ∅ ⇒ P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

• Komplementær regel p.21: P (Ac) = 1− P (A)

• Differens regel p.22, for A ⊂ B: P (B ∩ Ac) = P (B)− P (A)

• Inkusion, eksklusion for 2 hændelser p.22:

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

• Betinget sandsynlighed for A givet B (partiel information) p.36:

P (A|B) = P (A∩B)
P (B)

• Multiplikationsreglen p.37: P (A ∩B) = P (B)P (A|B)

• Gennemsnit af betingede sandsynligheder (loven om den totale sand-

synlighed) p.41: (Bi er en partitionering), P (A) =
∑

i P (Bi)P (A|Bi)

• Bayes sætning p.49: (Bi er en partitionering): P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)∑
j P (A|Bj)P (Bj)

• Uafhængighed p.42: P (A|B) = P (A|Bc) (P (A ∩ B) = P (A)P (B))

Bo Friis Nielsen 7/12 2012 02405 – forelæsning 13 3
IMM

Afsnit 2.1, 2.2 og 2.5Afsnit 2.1, 2.2 og 2.5

• Binomialfordelingen p.81 : P (ksuccesser) =





n

k



 pkqn−k

• Normalfordelingsapproksimationen p.99

P (mellem a og b) = Φ

(

b+ 1
2
− n · p

√
n · p · q

)

− Φ

(

a− 1
2
− n · p

√
n · p · q

)

• Hypergeometrisk fordeling - stikprøve uden tilbagelægning - p.125

P (g gode og b d̊arlige) =





G

g









B

b









N

n




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Afsnit 3.1 og 3.2Afsnit 3.1 og 3.2

• Stokastiske variable: udfald identificeres med relle tal

⋄ Fordeling P (X = x)
∑

x P (X = x) = 1

⋄ Simultan(joint) fordeling P (X = x, Y = y)

⋄ Marginal fordeling PX(X = x) =
∑

y P (X = x, Y = y)

⋄ Betinget fordeling P (Y = y|X = x) = P (X=x,Y=y)
PX(X=x)

⋄ Uafhængighed P (Y = y,X = x) = PX(X = x)PY (Y = y)

• Multinomialfordelingen

• Middelværdi E(X) =
∑

x · P (X = x)

• Forventningsværdi mere generelt E(g(X)) =
∑

g(x) ·P (X = x)

• Linearitet E(aX + bY + c) = aE(X) + bE(Y ) + c



Afsnit 3.3 og 3.4Afsnit 3.3 og 3.4
• Varians/standardafvigelse

Var(X) = E[(X − E(X))2] =
∑

alle x

(x− E(X))2P (X = x)

• Normalfordelingsapproksimation/den Centrale Grænseværdisætning

P

(

a ≤ Sn − nµ

σ
√
n

≤ b

)

≈ Φ(b)− Φ(a)

• Markovs og Chebychevs uligheder for ekstreme udfald

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a
P (|X − E(X)| ≥ kSD(X)) ≤ 1

k2

• Et udpluk af diskrete fordelinger

P (T = i) = (1−p)i−1p P (Tr = i) =





x+ r − 1

r − 1



 pr−1(1−p)ip

• Indikatorfunktioner IA =







1 hvis A indtræffer

0 hvis Ac indtræffer

Afsnit 3.5 og 4.1Afsnit 3.5 og 4.1

Poissonfordelingen

P (X = x) =
µx

x!
e−µ

• Kontinuerte stokastiske variable

⋄ Tæthed (density):

f(x) ≥ 0,
∫

f(x)dx = 1, P (X ∈ dx) = f(x)dx

⋄ Middelværdi, varians (momenter): E(X) =
∫

xf(x)dx

E(g(X)) =
∫

g(x)f(x)dx, E
(

Xk
)

=
∫

xkf(x)dx

• Normalfordelingen: f(x) = 1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ

σ )
2

Z = X−µ

σ

⋄ Den centrale grænseværdisætning
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Afsnit 4.2, 4.3 og 4.4Afsnit 4.2, 4.3 og 4.4

• Poissonprocessen/eksponentialfordelingen f(x) = λe−λx

⋄ Rate λ Overlevelsesfunktion: G(x) = e−λx

⋄ Gammafordelingen f(x) = λ
(λx)r−1

Γ(r)
e−λx hvor Γ(r) = (r− 1)!

for r heltallig. For r heltallig P (X ≤ x) = 1−∑r−1
i=0

(λx)i

i!
e−λx

• Hazard-funktionen (hazard rate)

λ(t) = lim
∆t→0

P (T ∈ (t, t+∆t)|T > t)

∆t
=

f(t)

G(t)

• Variabelskift, P (X ∈ [x, x+ dx]) = fX(x)dx, Y = g(X)

P (Y ∈ [y, y + dy]) =
fX(g

−1(y))
∣

∣

∣

dy
dx

∣

∣

∣

Afsnit 4.5 og 4.6Afsnit 4.5 og 4.6

• (Kumulerede) fordelingsfunktion P (X ≤ x) = F (x)

⋄ Fraktiler F (xp) = p - (specielt median F (xm) = 0.5)

• Fordeling for maksimum og minimum Fmax(x) =
∏n

i=1 Fi(x) og

Fmin(x) = 1−∏n

i=1(1− Fi(x))

• Fordelinger af ordnede variable

f(k)(x) = nf(x)





n− 1

k − 1



 (F (x))k−1(1− F (x))n−k

• Betafordelingen

f(x) =
1

B(r, s)
xr−1(1− x)s−1

med B(r, s) =
∫ 1

0
xr−1(1− x)s−1dx =

Γ(r)Γ(s)
Γ(r+s)

(

= (r−1)!(s−1)!
r+s−1)

, for (r, s) heltallige
)



Dagens emner 5.1 og 5.2Dagens emner 5.1 og 5.2
• Ligefordeling med to variable (5.1): P ((x, y) ∈ C) = A(C)

A(D)

• Simultane tætheder (5.2)

f(x, y)dxdy = P (x ≤ X ≤ x+dx, y ≤ Y ≤ y+dy), f(x, y) ≥ 0

• Simultan fordelingsfunktion (5.2)

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(x, y)dxdy

• Repetition af maximum/minimum - 4.5

Fmax(x) =
∏n

i=1 Fi(x) Gmin(x) =
∏n

i=1Gi(x)

• Simultan fordeling af minimum og maximum

• Repetition af “order statistics” - 4.6

f(k)(x) = nf(x)





n− 1

k − 1



 (F (x))k−1(1− F (x))n−k

• Simultan fordeling af “order statistics” (Example 3. p.352-355)
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Afsnit 5.3 og 5.4Afsnit 5.3 og 5.4

• Simultane kontinuerte fordelinger

P (X ∈ dx, Y ∈ dy) = f(x, y)dxdy

• Uafhængige normalfordelte variable (∼ normal(µ, σ2) = N(µ, σ2))

⋄ f(x, y) = 1
2π
e−

1
2
(x2+y2)

⋄ FR(r) = P (
√
X2 + Y 2 ≤ r) = 1− e−

1
2
r2 (Rayleigh)

⋄ X ∼ N(λ, σ2), Y ∼ N(µ, τ 2) ⇒ X + Y ∼ N(λ+ µ, σ2 + τ 2)

⋄ For Xi ∼ N(0, 1) er Y =
∑n

i=1X
2
i χ2-fordelt (gamma).

• Operationer med stokastiske variable

⋄ fZ(z)dz = P (Z = X + Y ∈ dz) =
∫∞
−∞ f(x, z − x)dx dz

⋄ fZ(z)dz = P
(

Z = Y
X

∈ dz
)

=
∫∞
−∞ |x|f(x, zx)dx dz
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Afsnit 6.1 og 6.2Afsnit 6.1 og 6.2

• Betingede diskrete fordelinger P (Y = y|X = x) = P (X=x,Y=y)
P (X=x)

⋄ P (Y = y) =
∑

x P (X = x)P (Y = y|X = x)

• Betinget middelværdi (det diskrete tilfælde)

⋄ E(Y |X = x) =
∑

y yP (Y = y|X = x)

⋄ E(Y |X) en stokastisk variabel

⋄ E(Y ) = EX(EY (Y |X)) =
∑

x P (X = x)E(Y |X = x)

⋄ E(g(X,Y )|X = x) = E(g(x, Y )|X = x)

⋄ E(XY |X) = XE(Y |X)

Afsnit 6.3 og 6.4Afsnit 6.3 og 6.4

• Betingede kontinuerte fordelinger f(y|X = x) = f(x,y)
fX(x)

• Integralformel for gennemsnit af betingede sandsynligheder

P (A) =
∫

P (A|X = x)fX(x)dx
• Betinget forventning E(Y ) = E(E(Y |X))
• Kovarians/korellation

Cov(X,Y ) = E[(X−E(X))(Y−E(Y ))] = E(XY )−E(X)E(Y )

Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )

SD(X)SD(Y )

• (X,Y ) uafhængige ⇒ Corr(X,Y ) = 0

• Varians af sum af variable

V ar
(

∑N

k=1Xk

)

=
∑n

k=1 V ar(Xk) + 2
∑

1≤j<k≤nCov(Xj , Xk)

• Bilinearitet af kovariansen

Cov
(

∑n

i=1 aiXi,
∑m

j=1 bjYj

)

=
∑n

i=1

∑m

j=1 aibjCov(Xi, Yj)



Afsnit 6.5Afsnit 6.5

• Den standardiserede bivariate normalfordeling

f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
e
−x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2)

Y = ρX +
√

1− ρ2Z, X,Z uafhængige standard NF

• V = µV + σVX, W = µW + σWY er bivariat normalfordelt med

E(V ) = µV , E(W ) = µW , V ar(V ) = σ2
V , V ar(W ) = σ2

W ,

samt Cov(V,W ) = ρσV σW .

V =
∑

i

aiZi, W =
∑

i

biZi med Zi ∼ normal(µi, σ
2
i ) uafhængige

⇒ V ∼ normal
(

∑

aiµi,
∑

a2iσ
2
i

)

,W ∼ normal
(

∑

biµi,
∑

b2iσ
2
i

)

,

Cov(V,W ) =
∑

i

aibiσ
2
i (V,W ) bivariat normalfordelte


