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Bivariat NF - en lille forhistorie
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o givet X med fx(z) = ﬁe‘ég@
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e Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = x har

o E(Y|X =x)=pz, hvor -1 < p <1
o Var(Y|X =xz)=1— p?

* Y givet X = x normalfordelt.
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Dagens nye emner afsnit 6.5

=
—_
=

e Den bivariate normalfordeling

M

1 _ 2% 2pzyty?
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Y =pX +/1—p2Z, X, Z uafhaengige standard NF

o V=ypy+oyX, W= puw+owY er bivariat normalfordelt med
E(V) =y, EW) = pw, Var(V) = o, Var(W) = o,
samt Cov(V, W) = poyow.

V=> aZ, W= bZ medZ ~normal(u;,o}) uafhengige

=V~ :"Lormal (Z aiuz, Z a?a?) , W ~ normal (Z bifti, Z 6%01'2) )

Cov(V.W) = Z aibio? (V. W) bivariat normalfordelte
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forhistorie fortsat
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e Den simultane fordeling f(x,v)
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flz,y) = e 2
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V2ry /1= p?
1 _12%-2pmyiy?
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2w/ 1 — p?

e Udtrykket er symmetrisk i  og y sd Y er ogsa standard normal
fordelt.
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Et kapitel til i forhistorien o
e Vi betragter nu Z = %, og far
o E(Z)=0
2 _ Y24p2X2-2pXY
o B(X?) =E(Y?) =1

o B(XY) = Ex(Ey(XY|X)) = Ex(pX?) =p
o Altialt: E(Z%) = 1.
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P& en passende normeret skala beskriver X og Y vaegten af
henholdsvis mgrbraden og svinekammen hos slagtesvin. Man Kah
antage, at vaegtene kan beskrives ved en standardiseret bivaridt
normalfordeling med korrelationskoefficient p = %

Spgrgsmal 1

Bestem andelen af slagtesvin, hvor summen af de normerede vaegte
overstiger 1.

10 1-9(\/3%)
20 1-a(1)?
30 1—-@
40 1-3(1)
50 1-9(,/1)
6 01 Ved ikke

Slut pa forhistorie
Fordelingen af (X, Z)? P(X € dx,Z € dz) = g(z, z)dzdz
Vi finder - noget heuristisk -
f(x,y)dzdy = f(z, pr + /1 — p?z)dady
dzdy = dz (p(:ﬂ +dz) + /1 —p%(z +d2) — (pr+ /1 — p22)>
= /1 — p2dadz
g(z,2)dxdz = f(z,y)dzdy = f (x,px ++/1 - pQZ) dry/1 — p?dz
_ 1 e,%1272m<pz+\/?;%+<pz+@z>2 dxﬂdz
2w/ 1 — p?
1 10 1
= —e _—
V2 V2
e si X og Z er uafhangige standard normalfordelte
e og vi kan skrive Y = pX + /1 — p?Z

=
—_
=

M

1,2
e 2% dxdz
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Standardiseret bivariat normal fordeling 1

>

e Samtidig fordeling af to ikke-uafhaengige (korrelerede stgrrelser)
¢ Hgjde og vaegt af mennesker
¢ En lang raekke biologiske og tekniske malinger

e For to standardiserede normalfordelte variable finder vi

1 _ 22— 2pmy+y?

flay) = — e

2my\/1 — p?
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e Hvis X og Y er standardiseret bivariat normalfordelt med

korellation p, kan vi skrive Y som

Y =pX++/1-p*Z

=
=
=
=
=
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Betinget teethed

1 1 _ 1 (e—py)?
fxaly =y = LY _ e

frly) — Vom JT=p?

e De betingede teetheder i normalfordelingen er igen normale

M
M

e hvor X og Z er uafhangige standardiserede normalfordelte

variable
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Generel bivariat normalfordeling
e U og V er bivariat normalfordelt hvis (X,Y) med
xoUThe oy

ou Oy

V — uy

e er standardiseret bivariat normalfordelt

9 forelaesning 12 02405 10
n Faedre og sgnners hgjder !

>

e Baseret pa 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan
beskrives ved en bivariat normalfordling.

e Lad U vzre en faders hgjde, og V' vare en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

e E(U)=172,5cm, E(V) = 175cm, SD(U) = SD(V') = 5cm
samt p = 0.5.

e Man gnsker at bestemme den forventede hgjde af en sgn, hvis
fader er 185cm.
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Generel bivariat normalfordeling
e Vidanner (X,Y) ud fra U og V

X:U—172,5cm7 Y:V—175cm

5em 5em

o U=18cm & X =25
o E(Y|X =2,5)=0,5-2,5=1,25
o E(V|U = 185¢m) = 175¢m + 1,25 - 5em = 181, 25¢m

Regression towards the mean
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Linearkombinationer af uafhaengige normal
fordelte variable

e Z; € normal(u;,0?) uafhengige
V = ZCLZ'Zi, W = Zb,ZZ

e Parret V, W er bivariat normalfordelt med

Hy = Z Qi b Hw = Z bifbi
o =Y aio; o =Y bio}

(2

Cov(V,W) = Z aib;o?
" 02405
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Fglgende tabel angiver amerikanske studerendes resultater ved
kvalifikationsprgver til college

=
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=

M

PSAT score gennemsnit:1200 SD:100
SAT score  gennemsnit:1300 SD:90

korrelation: 0,6

Spgrgsmal 2

Hvor stor en andel af de studerende, der fik 1000 i PSAT score scorede
samtidigt over gennemsnittet i SAT score?

10 09332
20 0,8413
30 05

400 0,1587
50 0,0668
6 L Ved ikke
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e Vihar Z; € normal(3,4) og Zy € normal(—1,9).
e Vidanner V =27, + 272 og W =27, — Zs.

EV)=3+2-(-1)=1 EW)=2-3—(-1)=7
Var(V) =444-9 =40 Var(W)=4-4+9 =25
Coo(V,W)=1-2-442-(-1)-9=-10

—10 -1
orr{ ) Vv40v25 V10
02405

forelaesning 12 16



Ukorrelerede variable er uafhangige m

<
>

e To linear kombinationer af V' =" a;Z; og W = . b;Z; af
uafhaengige normal(j;, o?) fordelte variable er uafhaengige hvis
og kun hvis de er ukorrelerede. Det vil sige hvis >, a;b;0? =0

e Med Z; € normal(0,1)i=1,20g V = % W = % far

COU(V,W)Z\}5'\}5'1+(_;)'\}§'1:O

e dvs. V og W er uafhangige

e Summen og differensen af to standardiserede normalfordelte
variable er uafhaengige
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Den simultane fordeling af mgdres og dgtres hgjder kan beskrives
ved en bivariat normalfordeling med korrelation 0.5. P& passefide

standardiseret skala galder for begge enkeltvariable, at
middelvardien er 0 og standardafvigelsen er 1.

Spgrgsmal 3

Hvad er andelen af dgtre, der er over gennemsnitshgjde og
samtidigt mindre end deres mgdre?

10 L
20 |
30 4
40 1
50 1
6 O Ved ikke
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Eksempel 2 side 457... .

e Parret (X,Y) er bivariat standardiseret normalfordelt mede<
korrelation p.

e Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?
e P(X>0,Y>0)=PX>0,pX++/1—-p2Z>0)=
—p
P((X >0,7 > MX>

Herefter bruger vi rotationsinvariansen af den bivariate normal

fordeling for uafhangige variable

P(X>0,Y>0):P<X>O,Z>_7PQX>

-7

T p
5 + Arctan ( 1_p2>

N 2w

Afsnit 6.5

e Den standardiserede bivariate normalfordeling @
1 _ 2% —2pwy+y?
f(:L’7y) - ¢ 2(1-p2)

2w/ 1 — p?

Y =pX ++1—p*Z, X, Z uafhangige standard NF

o V=ypy+oyX, W= puw+owY er bivariat normalfordelt med
E(V)=py, EW) = pw, Var(V) = o2, Var(W) = o,
samt Cov(V, W) = poyow.

V= ZaiZi, W = Z biZ; med Z; ~ normal(u;, o) uafhengige

=V~ ;ormal (Z ai,u:, Z a?a?) , W ~ normal (Z biti, Zb?(fi?) )

Cov(V,W) = Z aibio? (V, W) bivariat normalfordelte



