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Den bivariate normalfordeling

i

1 _ 22 2payty?
f(x,y) = e 209

214/ 1 — p?

Y =pX ++1—p?Z, X, Z uafthaengige standard NF

V=puy+oyX, W= puw + owY er bivariat normalfordelt med
E(V) = puy, EOWV) = pyw, Var(V) = i, Var(W) = o3/, samt
Cov(V, W) = poyow.

V = Z a;Z;, W = Z b; Z; med Z; ~ normal(u;, 02-2) uathangige

= V ~ normal (Z a; I, Z afaf) W ~ normal (Z bi s, Z 1)?03) ;

Cov(V, W) = Zaibia&? (V, W) bivariat normalfordelte
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Sivariat NF - en lille forhistorie

Bo Friis Nielsen 29/11 2024 — 12. forelaesning

02405

=
=
=

i


http://www.dtu.dk

Sivariat NF - en lille for

givet X med fx(x) =
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Sivariat NF - en lille forhistorie

i

1,2

givet X med fx(z) = \/%—We_f’”

Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har
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Sivariat NF - en lille forhistorie

i

1,2

givet X med fx(z) = \/%—We_f’”

Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har
o E(Y|X = x) = pz,
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Sivariat NF - en lille forhistorie
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1,2

givet X med fx(z) = \/%—We_f’”

Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har
o E(Y|X =2x)=pzx, hvor -1 <p <1
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Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har

o E(Y|X =2x)=pzx, hvor -1 <p <1
o Var(Y|X =x2)=1— p?

Bo Friis Nielsen 29/11 2024 — 12. forelaesning

02405



http://www.dtu.dk

Sivariat NF - en lille forhistorie

1 —ig2

givet X med fx(z) = Vo

=
—
=

i

Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har

o E(Y|X =2x)=pzx, hvor -1 <p <1
o Var(Y|X =x2)=1— p?

Y givet X = x normalfordelt.
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Sivariat NF - en lille forhistorie

i

1.2

givet X med fx(z) = \/%—We 2
Vi indfgrer en stokastisk variabel Y der for givet X = z har
o E(Y|X =2x)=pzx, hvor -1 <p <1
o Var(Y|X =x2)=1— p?

Y givet X = x normalfordelt.

FllX = a) = = A
y = ) = (& 1—p
' V21 /1 — p?
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Den simultane fordeling f(x,y)
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Den simultane fordeling f(x,y)

f(z,y)
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Den simultane fordeling f(x,y)

f(gj, y) — \/12_7‘-6%:1:2
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Den simultane fordeling f(x,y)
1 1_2

1

flz,y) = \/%6_5"”

V214 /1 — p?

1 (y—p)?

e 2 1-p°
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Den simultane fordeling f(x,y)

1 1,2 1 _ 1 (y—px)?

Qj) — 6_2 e 2 1—/)2
f@y) V2T V214 /1 — p?
1

T o1 2

_1 22 —2pzy+y?
e 2 1-p7
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Den simultane fordeling f(x,y)

1 (y—p)?
e 2 1-p

Flo,) = oo b —
x,y) = e
Y V2T V214 /1 — p?
1 1 2% —2pzyty?
e 2 1-p°

T o1 2

Udtrykket er symmetrisk i = og y
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Den simultane fordeling f(x,y)

f(x,y) 1 —1g2 1 —%(yf#
aj) — 6 6 -P
Y V2T V214 /1 — p?
1 _ 122 —2pay+y?
e 2 1-p°

Comy/1— p?
Udtrykket er symmetrisk | x og y sa Y er ogsa standard normal
fordelt.
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Vi betragter nu Z = , og far

3

E(Z) =0
E(Z2)
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E(Z) =0
E(72) = E (Y 2exy)
E(X2) =E(Y?) =1
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Vi betragter nu Z =
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(
E(Z2) = (Y2+p2X2 2 2pXY)
(

E(X?) = E(Y?) =1

E(XY) = Ex(Ey(XY]X)) =

Alt i alt: E(Z%) = 1.
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P(X <2,V <pX +T—p%2) =
S SOV f(u, y)dydu =
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P(ng,Zgz):P(ng,z;%gz>:

P(X <2,V <pX +T—p%2) =
S SOV f(u, y)dydu =

2_, 2
fCU pu++/1—p?z 1 e_u 2(1p_u32J;y
— o0 — OO 2 1_p2
/ 5 _(y—pU)2+(1—p2)u2
e R p—— 20-07)  dydu
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P(ng,Zgz):P(ng,Y pX <z>

1—,02

p (X <Y < pX 4+ /1 —,022)
J7 PV Fu, y)dydu =

2 2
1—p2 _u”—2puy+ty
fx Ut e e 2007 dydu =
—00

- 21/ 1—p?
/ (y—pw)?+(1—p?)u?
fx puty/1-p*z 1 e 2(1—p2) dydu =
—00 J—00 2 1—,02

(y—pu)?

02 A/ 1—p2 _
fx ——e [ VT A L_e 2067 dy] du
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2 2
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—00

- 21/ 1—p?
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P(ng,Zgz):P(ng,Y 22 <z>

1—,02

p (X <Y < pX 4+ /1 —,022)
J7 PV Fu, y)dydu =

2 2
1—p2 _u”—2puy+y
[ VI L om0 dydu =
— 0

—© 24/ 1—p?
/1 2 _ (y=pw)24+(1—p?)u?
/- SO A e 20-p%)  dydu =
—00 J—00 27T A /1 ,02

(y—pu)?

ffoo_ _UT [fpu+V1 Pz 1 =€ 2(1p2)dy] du

\/277 \/1 02

x _u? u++/1—p“z—pu
= [ e =0 (p T; 7 ) du = &(2)d(2)

sa X og Z er uafhaengige standard normalfordelte
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f(x,y)dxdy = f(x, px + /1 — p?2)dady

dxdy:dx(p(x+dx)+ 1 —p%(z+dz) — px+\/1—pz)

= /1 — p?dzdz

g(x,z)dzxdz = f(x,y)dxdy = (x pr + /1 — ,022) dr+/1 — p3dz
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1 122 —2pz(pzt/1- p z)+(pw+\/1 p2z)*
e 2 —p? dzv/1 — p?dz

_27'('\/1—,02
1 1.2 1 1.2

— e 2% e 2% dxdz

V2T V2T
sa X og Z er uafthangige standard normalfordelte
og vi kan skrive Y = pX + /1 — p?Z
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Pa en passende normeret skala beskriver X og Y veaegten af
henholdsvis mgrbraden og svinekammen hos slagtesvin. Man Kd
antage, at vaegtene kan beskrives ved en standardiseret bivaridt™

normalfordeling med korrelationskoefficient p = 2

3,
Spgrgsmal 1

Bestem andelen af slagtesvin, hvor summen af de normerede vagte

overstiger 1.
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Samtidig fordeling af to ikke-uafhangige (korrelerede stgrrelser)
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o Hgjde og veegt af mennesker
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Standardiseret bivariat normal fordeling U

Samtidig fordeling af to ikke-uafhangige (korrelerede stgrrelser)
¢ Hgjde og vaegt af mennesker

¢ En lang raekke biologiske og tekniske malinger
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Standardiseret bivariat normal fordeling U

Samtidig fordeling af to ikke-uafhangige (korrelerede stgrrelser)
o Hgjde og veegt af mennesker
¢ En lang raekke biologiske og tekniske malinger

For to standardiserede normalfordelte variable finder vi

1 22— 2pzy+y?
f(x)y) — e 2(1—p?)

214/ 1 — p?
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Hvis X og Y er standardiseret bivariat normalfordelt med
korellation p, kan vi skrive Y som

Y =pX ++/1—p*7
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Hvis X og Y er standardiseret bivariat normalfordelt med
korellation p, kan vi skrive Y som

Y =pX ++/1—p*7

hvor X og Z er uafhangige standardiserede normalfordelte
variable
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Betinget tzethed D1U
1 1 1 (z—py)?
fX(:E]Y _ y) _ f(llfay) _ .~ 1_/;:'42

fr(y) V21 /1 — p?

De betingede taetheder i normalfordelingen er igen normale
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Generel bivariat normalfordeling
U og V er bivariat normalfordelt hvis (X,Y) med

U — e V-
X=2—t y_ I

oy Oy
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Generel bivariat normalfordeling
U og V er bivariat normalfordelt hvis (X,Y) med

U — e V-
X=2—t y_ I

oy Oy

er standardiseret bivariat normalfordelt
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og
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Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

E(U) =172, 5cm,
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

E(U) =172,5cm, E(V) = 175cm,
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

E(U) =172,5cm, E(V) = 175cm, SD(U) = SD(V) = bcm
samt
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

E(U) =172,5cm, E(V) = 175cm, SD(U) = SD(V') = bcm
samt p = 0, 5.
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Fzedre og sgnners ngjder !

Baseret pd 1078 par af engelske maend og deres (voksne) sgnner
har man fundet, at den simultane fordeling af hgjderne kan

beskrives ved en bivariat normalfordling.

Lad U vare en faders hgjde, og V' veere en sgns hgjde.
Eksperimentelt vides da, at

E(U) =172,5cm, E(V) = 175cm, SD(U) = SD(V') = bcm
samt p = 0, 5.

Man gnsker at bestemme den forventede hgjde af en sgn, hvis
fader er 185cm.
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

Bo Friis Nielsen 29/11 2024 — 12. forelaesning

02405

14

=
—
=

i


http://www.dtu.dk

G

(D

nerel bivariat normalfordeling
Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U = 185¢em

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =

V —175¢em

hem

02405

Bo Friis Nielsen 29/11 2024 — 12. forelaesning

14

=
—
=

i


http://www.dtu.dk

Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =2.5

V —175¢em

hem
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G

(D

nerel bivariat normalfordeling
Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =2.5
E(Y|X =2,5)

V —175¢em

hem
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nerel bivariat normalfordeling
Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =2.5
E(Y|X =25 =0,5-

V —175¢em

hem
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nerel bivariat normalfordeling
Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=18cm < X =2.5
E(Y|X =25)=0,5-2,5=1,25

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =2.5
E(Y|X =25)=0,5-2,5=1,25
E(V|U = 185¢m)

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=185cm & X =2.5
E(Y|X =2,5)=0,5-2,5=1,25
E(V|U = 185¢m) = 175em

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=18cm < X =2.5
E(Y|X =2,5)=0,5-2,5=1,25
E(V|U = 185¢m) = 175¢m + 1,25

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm
dbem

X: Y:

)

U=18cm & X =25
E(Y|X =2,5)=0,5-2,5=1,25
E(V|U = 185¢m) = 175e¢m + 1,25 - 5em

V —175¢em

hem
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Generel bivariat normalfordeling

(D

Vi danner (X,Y) ud fraU og V

U—172,5cm V —175cm

X: Y:

)

hem hem

U=18cm & X =25
E(Y|X =2,5)=0,5-2,5=1,25
E(V|U = 185¢m) = 175e¢m + 1,25 - bem = 181, 25¢m

Regression towards the mean
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Fglgende tabel angiver amerikanske studerendes resultater ved
kvalifikationsprgver til college

=
—
=

i

PSAT score gennemsnit:1200 SD:100
SAT score  gennemsnit:1300 SD:90

korrelation: 0,6

Spgrgsmal 2

Hvor stor en andel af de studerende, der fik 1000 i PSAT score scorede
samtidigt over gennemsnittet i SAT score?

1 00,9332
2 L 0,8413
30 05

4 L1 0,1587
5 L  0,0668

6 LI Ved ikke
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Linearkombinationer af uafhzengige
rordelte variaple
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nearkormbinationer at ua

ordelte variable
Z; € normal(p;, 0?) uafhengige

V = Z CliZZ'7

fhzengige norral

W:ZbZZi
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Linearkompinationer af uatnzengige normal

rordelte variable
Z; € normal(p;, 0?) uafhengige

Parret V., W er bivariat normalfordelt med

Ky = Z g i Hw = Z bifti

o = Z azo; oy = Z bio?
COV(‘/7 W) = Z CLZ'bZ'O'Z-Q
. 02405
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Vi har Z; € normal(3,4) og Zs € normal(—1,9).
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Vi har Z; € normal(3,4) og Zs € normal(—1,9).
Vi danner V = Zl + QZQ og W = 221 — ZQ.

E(V)=3+2-(-1)=1 EW)=2-3—(-1)=7
Var(V) =4+4-9 = 40 Var(W) =4-4+9 =25
Cov(V,W)=1-2-44+2-(=1)-9=—10

—10 —1
C VW)= = ——
orr( ) NN AR
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Jkorrelerede variable er uathzengige o

To linear kombinationer af V' = > . a,Z; og W = ). b;Z; af
uafhengige normal(p;, 0?) fordelte variable er uafhaengige hvis
og kun hvis de er ukorrelerede. Det vil sige hvis > . a;b;o7 =0

02405
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Jkorrelerede variable er uathzengige U

To linear kombinationer af V' = > . a,Z; og W = ). b;Z; af
uafhengige normal(p;, 0?) fordelte variable er uafhaengige hvis
og kun hvis de er ukorrelerede. Det vil sige hvis > . a;b;o7 =0

Med Z; € normal(0,1) i =1,2 0g V = % W = % far
Vi

bt =t
Cov(V,M/)—\/§ 7 1+ 75 1=0
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Jkorrelerede variable er uathzengige o

To linear kombinationer af V' = > . a,Z; og W = ). b;Z; af
uafhengige normal(p;, 0?) fordelte variable er uafhaengige hvis
og kun hvis de er ukorrelerede. Det vil sige hvis > . a;b;o7 =0

Med Z; € normal(0,1) i =1,2 0g V = % W = % far

; L S G VO T
V2 \f V2 V2

dvs. V og W er uathaengige

Cov(V, W) =
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Jkorrelerede variable er uathzengige ol

oo

To linear kombinationer af V' = > . a,Z; og W = ). b;Z; af
uafhengige normal(p;, 0?) fordelte variable er uafhaengige hvis
og kun hvis de er ukorrelerede. Det vil sige hvis > . a;b;o7 =0

Med Z; € normal(0,1) i =1,2 0g V = % W = % far

; L S G VO T
V2 \f V2 V2

dvs. V og W er uathaengige

Cov(V, W) =

Summen og differensen af to standardiserede normalfordelte
variable er uafhaengige

02405
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Parret

(D

X
korrelation

mpel 2 side 457...
(

Y)
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crxsempel 2 side 457...
Parret (X,Y) er
korrelation p.
Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?
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r bivariat standardiseret normalfordelt medw

“

crxsempel 2 side 457...
Parret (X,Y) er
korrelation p.
Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?

P(X >0,Y > 0)
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crxsempel 2 side 457...
Parret (X,Y') er bivariat standardiseret normalfordelt medw

“

korrelation p.
Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?

P(X>0,Y >0)=P(X >0,pX ++/1—p2Z >0)
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crxsempel 2 side 457...
Parret (X,Y') er bivariat standardiseret normalfordelt med@

oo

korrelation p.
Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?

PIX>0Y>0=PX>0,pX++/1—p22Z>0)=

Pl(X>07>—"2-X
(=025 x)
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crxsempel 2 side 457...
Parret (X,Y') er bivariat standardiseret normalfordelt med@

oo

korrelation p.
Hvad er sandsynligheden for at punktet ligger i fgrste kvadrant?

PIX>0Y>0=PX>0,pX++/1—p22Z>0)=

Pl(X>07>—"-X
((c>0.2> x)

Herefter bruger vi rotationsinvariansen af den bivariate normal

fordeling for uafhaengige variable

P(X>O,Y>O)P<X>O,Z> il X)

V1 —p?

5 + Arctan ( 1”p2>

2T
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Den simultane fordeling af mgdres og dgtres hgjder kan beskrives

ved en bivariat normalfordeling med korrelation % P4 passendgl

o
oo

standardiseret skala gaelder for begge enkeltvariable, at
middelvaerdien er 0 og standardafvigelsen er 1.

Spgrgsmal 3

Hvad er andelen af dgtre, der er over gennemsnitshgjde og
samtidigt mindre end deres mgdre?

w
[]
Wi~ I~ O~ 0ol 5|*—‘

6 LI Ved ikke
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Afsnit 6.5

Den standardiserede bivariate normalfordeling @
1 _$2—2pmy+y2
flz,y) = e 20-7)

21/ 1 — p?

Y =pX ++1—p?Z, X, Z uafhangige standard NF

V =py+oyX, W= puw +owY er bivariat normalfordelt med
E(V) = uy, EOWWV) = py, Var(V) = i, Var(W) = o3, samt
Cov(V, W) = poyow.

V = Z a; Z;, W = Z b; Z; med Z; ~ normal(p;, o}) uafhaengige

= V ~ normal (Z a; i, Z afaf) W ~ normal (Z bi s, Z 1)?03) ;

Cov(V, W) = Zaibia&? (V, W) bivariat normalfordelte

()
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