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Betingede fordelinger i det kontinuerte tilfeelde

Fgrste skud kunne veere at se pd de betingede sandsynligheder:
P(Y <y|lX =2)

.. men de er ikke veldefinerede fordi den haendelse vi betinger med,

X =z, har sandsynlighed 0.

| stedet betinger vi pd X € dz, og lader intervallet dx gd mod
punktet x.

Gransen er veldefineret ndr (X,Y) har simultan tethed fxy(x,y)
og den marginale taethed af X er forskellig for 0 i x:

P(Y € dylX € du) = Wﬁ(dy) _ %(xy))dy

Det geometriske billede pd s. 412 er meget nyttigt!

+o(dy)

Dagens nye emner afsnit 6.3 (og 6.4)

e Betingede kontinuerte fordelinger f(y|X = z) = ;E{L(xy;

=
=
=

M

e Integralformel for gennemsnit af betingede sandsynligheder
P(A) = [ P(A|X = z)fx(z)dx
e Betinget forventning E(Y) = E(E(Y]X))

e Kovarians Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] =
E(XY)—-EX)E(Y),
e Korellation Corr(X,Y) = %
e Varians af sum af variable
Var (Z;V:l Xk) = 0 Var(X,) + 23 e Cov(X;, Xy)
e Bilinearitet af kovariansen
Cov (Z?:l a; X5, 27:1 ij}') =i Z;n:1 a;b;Cov(X;,Y))

Kontinuerte betingede fordelinger m

o
>

Maskineriet kgrer som i det diskrete tilfalde; erstat summer med

integraler.

F.eks. multiplikationsreglen:
fxv(z,y) = fx(@) fy(y|X = )
Betinget forventningsveerdi af en funktion:
EG()IX =) = [ g (ulX =)y

Ubetingede forventningsveerdier:

B(o(¥)) = [ Blg(V)IX = o) fx(a)ds
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Antag at (X,Y) er ligefordelt over omradet
{(z,y) e RxR:0< |y| <z < 1}.

Spgrgsmal 1

Den betingede taethed af X givet Y f(x|Y = y) findes til
10 f(:z?]Y:y):2 O<|yl<z<1
20 f(zlY =y 0<z<l
A0 flz|]Y =y
50 f(z|lY =y
6 [0 Ved ikke

|y‘2, O0<ly<z<l1

) =

30 f(wley)—xly! 0<fyl<z<1
) =
) = el O<|yl<z<1
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Integralformel for gennemsnit af betingede
sandsynligheder

P(A) = /P(A|X =) fx(x)dx

e Betragt (I1,Y") hvor II er ligefordelt (0,1) og
P(Y =y[ll=p) = (;)p"(1 —p)""
e Hvad er P(Y =y)?

1 Y (n41)! _
= / n+ 1) p!(1L—p)"Ydp
0o Y

n+1 (n —y)!
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Eksempel pa betinget fordeling

e For givet X =z er Y € exponential(x), hvor

=
—_
=

M

X € exponential(1)
e Vi finder den marginale taethed af Y ved

/ fxydx—/ fr (X = 2) fx(2)dz

= ze "l -e zdx—i + 1)e"Wtzgy
/O sl (y Je

e Integralet er middelvaerdien af en eksponentialfordelt variabel
med middelvaerdi yﬁ Vi finder
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Man har den stokastiske variabel X > 0 med taethed
fx(z) = M2xe™>* samt den betingede fordeling af Y givet X = ,
der er Poisson(z).

Spm: Hvad er fordelingen af Y7

Svar:

P =y) = / T P(Y = y|X = 1) fx(x)dz

.y )\2 00
= / x—'e_x)\%e Mdr = — ¥t~ Dzg,
o Y Y-
A G\ 1)M67<A+1)zdxﬁ
y! (y+ 1)! (A + 1)v+2

X y+1 ANV
~ Oyl Y 0r1)
En negativ binomialfordeling
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Den kontinuerte stokastiske variabel 0 <Y < 1 har teethedens=

fy(y) = 6y(1 —y), yderligere har man at den betingede fordeling af

X givet Y =y er binomial(3,y).
Spgrgsmal 2
| X veerdimangde finder man P(X = z) til

10 i

20 H(z+1)4—ux)
30 &

40 (s

50 ()1 -y
6 O Ved ikke
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Betinget forventning

Man har den ligefordelte ([0;1]) kontinuerte stokastiske variabel X,

02405
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og den stokastiske variabel Y, der givet X = z, fglger en

normal (x3 — z, x) fordeling.
Spm: Hvad er middelvaerdien E(Y) af Y7

Svar: Vihar E(Y|X =z)=2* —2s8 E(Y|X)= X3 - X

EY)=EEY|X))=EX?-X)

]

1
4

N~
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Betinget forventning

E(Y|X =) = / yf (WX = 2)dy

Y

=
=
=

M

Regneregler for betinget forventning er uandret fra det diskrete

tilfeelde

Man har stadig fortolkningen af E(Y|X) som en stokastisk

variabel, og

E(Y) = E(E(Y]|X))
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Antag at (X,Y) er ligefordelt over omradet

{(z,y) e RxR:0< |y| <z < 1}.
Spgrgsmal 3
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Den betingede forventning af X givet Y E(X|Y = y) findes til

10 4
20
3
40 M
50 4
6 U Ved ikke
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Kontinuerte og diskrete variable

Man har den stokastiske variabel X > 0 med taethed

fx(z) = Nze™>* samt den betingede fordeling af Y givet X = x,
der er Poisson(z).

Spm: Hvad er E(Y)?

Svar: Vi kan benytte resultatet fra fgr, at Y fglger en negativ
binomialfordeling. Eller:

E(Y|X) =X, sd E(Y) = E(E(Y|X)) = E(X) =

> o

Ved det sidste lighedstegn har vi udnyttet, at X fglger en
gamma(2, \) fordeling. Som kontrol kan vi beregne middelveerdien

i den negative binomialfordeling

2 255 2
A+1
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Kovarians/korellation -

Cou(X,Y) = E[(X — ECXO))Y — E(Y))] = E(XY) - E(XFR(Y

e hvor (for kontinuerte variable)

E(XY) //:L' yf(z,y)dydzx

e Generel regel for varians af sum
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = SD(X)SD(Y)

e En slags mal for afhangigheden mellem X og Y
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Nggletal for fordelinger

e Vi har middelvaerdi og varians som nggletal for marginale

fordelinger fx(x) og fyv(y).

o Mal for fordelingens placering og variation, med varierende

informationsindhold.

=
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=
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e Kovarians, korrelation er et tilsvarende fgrste mal for en eventuel

sammenhang/afhaengighed af to variable.
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Relative andele

Antal beboere
1 vearelse
2 vearelser
3 veerelser
4 verelser
5 veerelser

6 vaerelser

0
0.011
0.017
0.009
0.005
0.002
0.002

1
0.085
0.264
0.112
0.044
0.010
0.006

2
0.007
0.096
0.104
0.052
0.016
0.010

3
0.001
0.014
0.032
0.023
0.009
0.006

4
0.000
0.003
0.013
0.016
0.007
0.006

5
0.000
0.001
0.003
0.004
0.002
0.002

=
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=
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6
0.000
0.001
0.002
0.002
0.001
0.002
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n Positiv/negativ afhzngighed o1y

E(XY)=1-1-0.08541-2-0.007+---46-6-0.002 = 4.9711 e For to handelser A og B har vi defineret uafhaegighed, hvis
P(A|B) = P(A|B°) = P(A), der er ensbetydende med
e For korrelationskoefficienten finder vi P(ANB) = P(A)P(B).
E(XY)—
Corr(X,Y) = (XY) — B(X)E(Y) = 0.4257 o Nar dette ikke er tilfeeldet, kan vi have P(AN B) > P(A)P(B)
SD(X)SD(Y) . : :
positiv afhaengighed, eller P(AN B) < P(A)P(B) negativ
afhaengighed.
e Sammenhang med correlationskoefficienten for
indikatorvariablene 14 og Ip.
forelaesning 11 02405 17 forelaesning 11 02405 18
Man har de to handelser A og B, saledes at P(A) = 0.3
P(B) = 0.4 og P(AU B) = 0.5. o Bilinearitet af kovariansen o
Spgrgsmal 4 <2N: > i Z -
Var Xe | =) Var(Xy)+2 Cov(X;, Xk)
Heendelserne A og B er Pt et I <j<h<n
1 00 Positivt afhangige " " 0 m
20  Uafhzngige Cov <Z a; Xi, ) ijj> =) abCov(X.,Y))
3 0  Negativt afhaengige = =t =t
4 0 A afhaenger af B, medens B er uafhaengig af A e Bemaerk igvrigt: Cov(X, X) = Var(X)
500 A og B er gensidigt udelukkende. e Kovariansen kan ses som en generalisering af variansen

6 L1 Ved ikke
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Man har de to handelser A og B, saledes at P(A) = 0.3
P(B)=040g P(AUB) =0.5. Ladnu X =4 og Y = IgJll

>

hvor I er indikatorfunktionen for haendelsen C'.
Spgrgsmal 5

Kovariansen C'ov(X,Y’) mellem X og Y findes til
10  —0.16

20 0

30 0.04
40 0.08
50 0.16

6 L Ved ikke
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Afsnit 6.3 og 6.4

Betingede kontinuerte fordelinger f(y|X = z) = £&¥ 01U

T fx(@) =

Integralformel for gennemsnit af betingede sandsynligheder
P(A) = [ P(AIX = z)fx(z)dx

e Betinget forventning E(Y) = E(E(Y]X))
e Kovarians/korellation

Cov(X,Y) = E[(X—E(X))(Y—E(Y))] = E(XY)—E(X)E(Y)

Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = SD(X)SD(Y)

(X,Y) uafhaengige = Corr(X,Y) =0
Varians af sum af variable
Var (S0 Xe) = S0, Var(X) +2 52, < e, Cov(X;, Xo)

Bilinearitet af kovariansen
COU (Z:-L:l (LiXi, Z;nzl bJY;) = Z:-L:l Z;nzl aib]‘CO’U(Xi, Y;)



