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10. forelzaesning 02405 —2
En virksomhed, der producerer elektriske paerer, har afdelinger i to
byer. Fabrikken i by A stér for % af produktionen. Resten oy oy
produceres i by B, udaf disse er 1% defekte. = r@benhavnske bol]ger 1989 (: ntz I) =
Spgrgsmal 1 Antal beboere: 0 1 2 3 4 5 6
Hvor stor en andel af det samlede antal paerer, der produceres af 1 vaerelse 3166 23554 2038 260 69 19 8
virksomheden, fremstilles som intakte i by B? 2 vaerelser 4874 73508 26670 3826 955 248 145
O L
L 300 3 veerelser 2408 31193 29023 8781 3735 925 565
20 198
3(1)0 4 verelser 1343 12301 14374 6487 4380 1064 585
30 L
- 19090 5 vaerelser 436 2877 4376 2487 1977 538 264
4 2
500 6 veerelser 442 1553 2748 1775 1543 615 521
5[0  Spgrgsmalet kan ikke besvares pga. manglende oplysninger
6 L1 Ved ikke En bolig er séledes her karakteriseret ved to egenskaber stgrrelse

- X og antal beboere - Y
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Relative andele n
Antal beboere 0 1 2 3 4 5 6
1 vaerelse 0,011 0,085 0,007 0,001 0,000 0,000 0,000

2 veerelser 0,017 0,264 0,096 0,014 0,003 0,001 0,001
3 veerelser 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003 0,002
4 vaerelser 0,005 0,044 0,052 0,023 0,016 0,004 0,002
5 veerelser 0,002 0,010 0,016 0,009 0,007 0,002 0,001
6 veerelser 0,002 0,006 0,010 0,006 0,006 0,002 0,002

Disse relative andele kan fortolkes som sandsynligheder, f.eks.
P(X =1,Y =0) = 0,011 - for hvilket stokastisk eksperiment?

10. foreleesning 02405
Betinget sandsynlighed /fordeling 01U

>

Husk formlen for den betingede sandsynlighed af handelsen Y =y,
givet haendelsen X = x (kapitel 1):

P(Y =y, X =2)

PY =ylX=x) = PX — 1)

Betragter vi x som en fast parameter i dette udtryk og y som en
variabel, er P(Y = y|X = x) en sandsynlighedsfordeling for en
stokastisk variabel (check det!).

Vi kalder den Den betingede fordeling af Y givet X = .
Konkret far vi

PY =y X=3) PX=3Y=y)

PX=3) 0,275

P(Y =y|X =3) =

som i tabellen.

/ . PR ~ AN & & 9 mavaleaes | .
Antallet af beboere | en 3 vzerelses bolig

Hvis ,,nogen" har valgt en tilfeldig bolig, og fortzller os, at den
har tre veerelser, hvilken sandsynlighedsfordeling vil vi sa tillegge
antallet af beboere?

Fra raekken med 3 veerelses boliger i tabellerne har vi:

Beboere: 0 1 2 3 4 5 6 Alle
Antal: 2408 31193 29023 8781 3735 925 565 76630
Andel: 0,009 0,112 0,104 0,032 0,013 0,003 0,002 0,275
Andel af 3

veerelses 0,031 0,407 0,379 0,115 0,049 0,012 0,007 1,000

Nar vi ved, at boligen har 3 veerelser, normerer vi

sandsynlighederne, sd de summerer til 1 henover 3-vaerelsers

boliger.
Betinget fordeling afsnit 6.1 m

For fastholdt vaerdi af X = x kan Y variere over hele eller dele
af sit udfaldsrum.

Vi kalder fordelingen af Y for fastholdt X = x for den betingede
fordeling af Y givet X ==z
PIX=zY=y)

PY=ylX=x) = PIX — 1)

Vi har den meget vigtige:
PV =y)=> PY=ynX =z)=) P(Y =y[X =2)P(X =z

Reglen om gennemsnit af betingede fordelinger
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Opgave 6.1.2 n

| en bestemt by har 10% af familierne ingen bgrn, 20 % har et barn,
40% har to bgrn, 20 % har tre bgrn og 10 % har fire bgrn. Antag,
at der er 50% chance for, at det enkelte barn er en pige uafhaengigt
af antallet af bgrn i familien. Bestem sandsynlighedsfordelingen for
antallet af piger i en familie.

Vi definerer fgrst relevante stokastiske variable:C' antallet af
bgrn i en familie, og G antallet af piger i en familie.

| en familie med C = ¢ bgrn finder vi

—ilC = ¢) = z Z , 1=0,...c
i 2 2

10. forelaesning

Det var for 0 piger. For de andre muligheder far vi:

; m
P(G=i)=) P(G=iC=)P(C=j)  —
7=0
Det vil sige:
1 1 1 11 41 1
P(G=4)—= — . — — 9y — .2 -
(@ ) 16 10 160 ( 3) 8 5+1610 20
2 17
P(G=1)=- P(G=2)=—
G=1=: PG=2-

Den generelle formel er:

PV =y) =) P =y|X =2)P(X =)

T
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Vi fandt for en familie med C' = ¢ bgrn

— il =¢) = - Z , 1=0,...c
i 2 2

Vi skal nu finde den ubetingede fordeling af antallet af piger G.
Vi benytter reglen om gennemsnittet af betingede sandsynligheder
(boksen side 41 eller Chapter 1 summary side 73).

P(G =0)=P(G =0|C =0)P(C =0)+P(G=0]C=1)PC=1)

+ 4+ P(G=0/C =4)P(C =4)

P(G=0|C=c)P(C =c)

4
c=0

(LY 2 A (2 1y L s
S \2 10 2 10 2/ 10 2 10 2/) 10 160

Man kaster tre mgnter. De mgnter, der lander “plat” kastes igen.
Lad X betegne antallet af “krone” efter fgrste kast og Y betegne
antallet af “krone” efter andet kast (0 < X <Y < 3).
Spgrgsmal 2

Angiv den betingede fordeling fy (y|X = z) = P(Y = y|X = z) af
Y for X =2

10 X =2 = Gy 8 y=x,...,3

20 fHrX =2) = godams y=g2,...,3
30 fy(y|X:x):ﬁ, y=x,...,3

4 fy(y|X:x):%%, y=x,...,3
50 fHEX =2 =500 v=2...3

6 L Ved ikke
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og dermed
PY =y|X =z)=P(Y =y)

Omvendt, hvis dette holder Vx,y, md X og Y vaere uafhangige.

Altsd: X og Y er uafhaengige, hvis og kun hvis den betingede
fordeling af Y givet X er identisk med den ubetingede fordeling af
Y.

Med andre ord: Hvis X ikke indeholder information of Y.

10. foreleesning 02405 13
Betinget middelvzerdi er en funktion o1y

Vi har de diskrete stokastiske variable X og Y. Hvoraf vi finder

P(X =zY =y)
P(X =ux)

P(Y =y|X =z) =

med

E(Y =y|X =2) =) yP(Y =y|X =z) = h()

For hvert af de mulige, der kan vaere talleligt mange vaerdier af z,
har vi en vaerdi af E(Y = y|X = ). Sa E(Y = y|X = x) definerer
en funktion af z, som vi kunne kalde h(z) for at lette notation.

En funktion af en stokastisk variabel er selv en stokastisk variabel,sa
Z = h(X), definerer en ny stokastisk variabel. Vi bruger som regel
notationen Z = E(Y'|X') om denne stokastiske variabel.

Andele

Middelantallet af beboere | en trevzerelses bolig
Beboere: 0 1 2 3 4 5 6 Alle

0,031 0,407 0,379 0,115 0,049 0,012 0,007 1,000

Hvis vi ved at boligen er trevarelses, beregner vi middelvaerdien i
den betingede fordeling:

Betinget middelvzerdi afsnit 6.2

EY|X =2x)= ZyP =yl X =x)

E(Y\X:?)):07031-0++-~+6-0,007:17808

10. forelzaesning
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Betinget middelvzerdi som stokastisk v

Hvad er en stokastisk variabel?

=
=

T

i

Vi kan taenke pd den som en variabel hvis vaerdi fastleegges
gennem et (stokastisk) eksperiment, vi ikke har udfgrt endnu

Her er sadan en konstruktion:

1. Valg en tilfzldig bolig.
2. Lad X veere antallet af veerelser i boligen.
3. Lad Z veere det gennemsnitlige antal beboere blandt alle de

boliger, der har X veerelser.
Viser at Z = E(Y|X) er en stokastisk variabel.

Vi bruger sandsynlighedsregning til at udtrykke, hvad vi ved om
dens opfgrsel. | et eksperiment, hvor vi maler bdde X og Y,
udtrykker den simultane fordeling, hvad vi ved om X's og Y''s
opfgrsel fgr eksperimentet.
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Information og betingede fordelinger
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Lad X og Y veere to stokastiske variable knyttet til samme
eksperiment, og forestil jer en observatgr der kun far adgang til X.

For hende vil den realiserede vaerdi af Y vaere ukendt, bade fgr (a

priori) og efter (a posteriori) eksperimentet udfgres.

For hende vil Y a priori veere fordelt efter den ubetingede fordeling
P(Y = y). Den vigtigste stgrrelse i denne fordeling er
forventningsveerdien E(Y').

Efter eksperimentet vil hun have adgang til informationen X = z.
Derfor reviderer hun sin opfattelse af Y''s fordeling til den betingede
fordeling P(Y = y| X = ). Den vigtigste stgrrelse i denne fordeling
er den betingede forventningsvaerdi E(Y'|X = x).
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Hvad er forventningsveerdien af Z = E(V'|X)7
hz) =E(Y|X =2) = ZyP —yX=2) =

sk E(g()) = 5, o(x)PLX — ) N
E(Z) = E(EY|X))=EX)) = Z EY|X =2) P(X =2)

x

S (zyw i x>) PX — 1)

-y (S e
ZyZP =Y =y)
ZyP = E(Y)

Hvad er fordelingen af Z = E(V|.X) 7 o
For boligeksemplet finder vi:
x 1 2 3 4 5 6

P(X =ux) 0,104 | 0,396 | 0,275 | 0,145 | 0,046 @ 0,033

E(Y|X =) | 0,9902 | 1,3087 | 1,8079 | 2,1429 | 2,4139 | 2,6908

Dermed har vi direkte fordelingen af Z = E(Y'|X):

z 0,9902 | 1,3087 | 1,8079 | 2,1429 | 2,4139 | 2,6908

P(Z==%)| 0,104 0,396 | 0,275 | 0,145 | 0,046 | 0,033

10. forelzaesning

Hvad er forventningsveerdien af Z = E(V| X2
Man har
E(Y) = E(Z) = E(E(Y|X)) Z E(Y|X = 2)P(X = 1)

Intuitivt: Informationen X = 2 vil @&ndre observatgrens
forventningsveerdi af Y, men ikke i middel.

| behgver ikke forstd dette i dybden, men | skal kunne anvende
ovenstaende formel (opgave 6.2.4 traener dette).

Den betingede middelvaerdi er et vigtigt begreb/redskab i
anvendelserne (statistik, signalbehandling, billedbehandling)

10. forelaesning



or boligeksemplet: m
Vi havde fordelingen af Z = E(Y'|X):
z 0,9902 | 1,3087 | 1,8079 | 2,1429 | 2,4139 | 2,6908

P(Z==%)| 0,104 H 0,396 | 0,275 | 0,145 | 0,046 | 0,033

hvoraf
E(Y) = E(2)
= 0.9902- 0,104 + 1.3087 - 0,396 + - - - + 2.6908 - 0,033
= 1.6250

hvilket stemmer med hvad vi far direkte fra den marginale fordeling
af Y.
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Lad X og X5 vaere antal gjne i to kast med en almindelig terning.

Lad nu X betegne minimum og Y betegne maximum af X; og Xs.

Spgrgsmal 4
E(Y'|X) kan karakteriseres ved

10 ImedP=L14medP=19medP=1,
5medP:%71 med P = %6medP:%

20 35

30 HmedP=23 8 medP=2,% med P= L,
%medP 36,gmedP—sﬁﬁmedP——

a0l Z?:Xi‘ﬁ

50 %

6 [J  Ved ikke
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D.TE
Lad X; og X5 veere antal gjne i to kast med en almindelig teﬁng.
Lad nu X betegne minimum og Y betegne maximum af X; og Xos.
Spgrgsmal 3
E(Y|X = 4) kan karakteriseres ved
10 4-7+5-53+6-4

20 35
30 45
40 4-145-3+6-3
50 4.-i1+45-246-2
6 L Ved ikke
10. forelzaesning
Afsnit 6.1 og 6.2 omy
Betingede diskrete fordelinger P(Y = y|X = z) = P(g(:;,y):y)
=z

o P(Y =y) =2, P(X =2)P(Y =y|X =)
Betinget middelvaerdi (det diskrete tilfaelde)
EVIX =2) =3, yP(Y =y|X =)

<

o

E(Y|X) en stokastisk variabel

E(Y) = Ex(Ey(Y|X)) = 322, P(X = 2)E(Y|X = z)
(
(

<&

o E(g(X,Y)|X =2) =E(g(x,Y)|X =)
o E(XY]X) = XE(Y|X)

10. forelaesning



