CIVILINGENIOREKSAMEN Side 7?7 af 77 sider
Skriftlig prove, den: 16. december 2004 Kursus nr : 02405
Kursus navn: Sandsynlighedsregning

Tilladte hjelpemidler: Alle

Dette saet er besvaret af:

(navn) (underskrift) (bord nr)

Der er i alt 30 spgrgsmal fordelt pa 30 opgaver, bensevnt opgave 1,2,..., 30 i teksten. De
enkelte spgrgsmal er ligeledes nummereret og angivet som spgrgsmal 1,2....,30 i teksten.
Bevarelserne af de 30 spgrgsmal fgres ind i nedenstaende skema.

Spgrgsmal | 1 2 3 4 5 6 7] 8 9 |10 |11 (12|13 |14 | 15
Svar

Spgrgsmal | 16 | 17 | 18 | 19 [ 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Svar

Svarmulighederne for hvert spgrgsmal er nummereret fra 1 til 6. Indfgres et forkert nummer
i skemaet, kan dette rettes ved at “sveerte” det forkerte nummer over og anfgre det rigtige
nedenunder. Er der tvivl om meningen med en rettelse, betragtes spgrgsmalet som ubesvaret.

Kun forsiden skal afleveres. Afleveres blankt eller forlades eksamen i utide, skal forsiden
alligevel afleveres. Kladde, mellemregninger og bemsaerkninger tilleegges ingen betydning,
kun tallene indfgrt ovenfor registreres.

Der gives 5 point for et korrekt svar og —1 for et ukorrekt svar. Ubesvarede spgrgsmal eller
et 6-tal (svarende til “ved ikke”) giver 0 point. Det antal point, der kraeves for, at et sat
anses for tilfredstillende besvaret, afggres endeligt ved censureringen af saettene.

Husk at forsyne opgaveteksten med navn, underskrift og bordnummer. Der ggres opmaerksom
pad, at ideen med opgaverne er, at der er ét og kun ét rigtigt svar pa de enkelte sporgsmal.
Endvidere er det ikke givet, at alle de anforte alternative svarmuligheder er meningsfulde.
Seaettets sidste side er nr ?7?; blad lige om og se, at den er der.

I teksten benyttes betegnelsen log(-) for naturlige logaritmer, dvs. logaritmer med grundtal
e.



Opgave 1

For heendelserne A og B har man P(A) = z, P(B) = %,P(A NB) = 5.

L
157

Sporgsmal 1

Sandsynligheden for, at mindst en af haendelserne A og B indtreeffer, er

10 1 1 1
150722
1 1

2 %+ 7

30 (5+1)
10 f+i-3
5 O 1—0—%xy—%

60U Ved ikke

Opgave 2

I gennemsnit regner det hver tredje dag i december maned. Hvis det regner én dag, gger det
sandsynligheden for, at det regner dagen efter.

Sporgsmal 2

Hvad kan vi pa baggrund af dette sige om sandsynligheden p for, at det regner bade den 24.
og den 25. december?

10 p=1
20 p=1
30 §<p<i
40 p<y
50 p<i

6 U Ved ikke



Opgave 3

Man har 9 rotter fra 3 forskellige kuld fordelt pa kgn som i angivet i tabellen

Kuld | Antal | Antal hunner
1 2 1
2 3 2
3 4 2

En tilfzeldig af rotterne udtages til et eksperiment. Rotten viser sig at veere af hunkegn.
Sporgsmal 3

Hvad er sandsynligheden for, at rotten stammer fra kuld 3.

1g 4
2 g
30 2
10 2
50 2

6 U Ved ikke



Opgave 4

En boghandler salger hver dag et stort antal bgger. En lille andel af dem bliver senere
returneret. Boger bliver returneret enkeltvis og uafheengigt af hinanden. I gennemsnit bliver
tre bgger om dagen returneret.

Spgrgsmal 4

Lad X betegne antallet af returnede bgger pa en tilfeeldigt valgt dag. Hvilken fordelingstype
danner det mest rimelige udgangspunkt for en model af X7

1 0  Normalfordelingen

2 U Den geometriske fordeling

34 Den hypergeometriske fordeling
4 U Poissonfordelingen

5 0 Ligefordelingen

6 U Ved ikke

Opgave 5

Et system har tre komponenter a, b og c. Systemet fungerer, hvis a virker, eller, hvis a fejler,
men bade b og ¢ virker. Komponenterne fungerer uafthaengigt af hinanden med sandsynlighed-

erne pA, pp, og pc, hhv.
Sporgsmal 5

Bestem sandsynligheden for, at systemet fungerer.

14U pa+pspc

20 1-(1-pa)(1—pp)1—po)

30 1-(1—=pa)— (1 —=papc)+ (1 —=pa)(l - prpc)
40 pa+ps+pc

5U  pa+pppc —papepc

6 U Ved ikke



Opgave 6

Et punkt veelges tilfzeldigt 1 omradet afgreenset af linierne y = 0,2 = 1, og y = z. Koordi-
naterne til punktet betegnes (X,Y).

Sporgsmal 6

Den betingede fordeling F(y|X = z) = P(Y < y|X = z) af andenkoordinaten Y givet
forstekoordinaten X findes til

10

y 0<y<I1
2 *;i 0<y<z
30 1 o<y<y
4 0 -~ r<y<l1
50 T 0<z<1
6 U Ved ikke
Opgave 7
Lad X;, i = 1,...,n veere uafhasengige identisk fordelte stokastiske variable pa [0, 7] med

teethedsfunktion % sin .
Lad Y =max{X; : i=1,...,n}.
Sporgsmal 7

Bestem fordelingsfunktionen for Y.

10 1-L(1+cosa)"
2 0 2 (1 — cos )"

30 g (1 — cosz)" sinz
40 Lsina

50 (1 — cos™ z)
6 U Ved ikke

Man kan eventuelt benytte at [ sintdt =1 — cos x.



Opgave 8

Et spil kort indeholder 13 spar, 13 hjerter, 13 ruder og 13 klgr. Der trackkes en hand bestaende
af 4 kort ud af et sadant spil, uden tilbageleegning.

Sporgsmal 8

Bestem sandsynligheden for, at handen indeholder 1 spar, 1 hjerter, 1 ruder og 1 klgr.

13 13 13 13
10 S+g+5+5
4
(13)(39)
1 3
2 O

52
4

1\4
30 ()

1313 13 13
40 Ba5n

39 26 13
50 5%H

6 U Ved ikke

Opgave 9

Man slar gentagne slag med to almindelige terninger.
Spgrgsmal 9

Bestem sandsynligheden for, at man i det tiende slag for anden gang far et par i seksere.

10 0.0055
2 0 0.0216
3 U 0.0277
4 U 0.0008
50 0.0006

6 U Ved ikke



Opgave 10

En stokastisk variabel X antager veerdier i {0,...,3} med fglgende sandsynligheder:

x 0 1 2 3
P(X=x)|04]03]|02]0.1

Sporgsmal 10

Bestem variansen af X

10 o
20 1
30 3
40 4
50U 2

60U Ved ikke

Opgave 11

Fire venner spiller tennis. 2 af dem er venstrehandede, de andre to hgjrehandede. De danner
to makkerpar & to spillere ved lodtrackning sa alle konstellationer er lige sandsynlige.

Spgrgsmal 11

Bestem sandsynligheden for, at de to venstrehdndede bliver makkere.

1o 2
20 1
30 1
10 4
50 2

60U Ved ikke



Opgave 12

I en argang er 51 % drenge og 49 % piger. En skoleklasse med 28 elever er dannet af denne
argang.

Sporgsmal 12

Bestem et tilneermet udtryk for sandsynligheden for, at klassen har flere piger end drenge
under antagelse af, at klassen er dannet tilfeeldigt,

28
0 15 13
1 ( 15 )0.49 0.51

28 (0.49-28)" _(.49.28
2 O >it1s i€

30 049

13.5—28-0.51
4 D o (\/28-0.510.49)
5 O 0.4928

60U Ved ikke

hvor ® som szedvanligt angiver fordelingsfunktionen for en standard normalfordelt variabel.

Opgave 13

Koordinaterne (X, Y) til et punkt i planen veelges med teetheden f(x,y) = ﬁefﬁ(lﬂ“'hy*y%.

Sporgsmal 13

Sandsynligheden for, at punktet ligger i forste kvadrant (i.e. at bade X og Y er positive), er

1-2Arctan(2)

10 c
1
o0 1
1
30U &

1-2 Arccos(2)
4 O %

50 e2

60U Ved ikke



Opgave 14

Om en stokastisk variabel X oplyses, at den fglger en standardiseret normalfordeling (med
middelveerdi g = 0 og varians o2 = 1). Man danner nu Y = veX.

Sporgsmal 14
Tetheden f(y) for Y indenfor definitionsmaengden findes til

10 \/%e*%(log )2

2 O \/%6—%(10%)2
T

30 e T

4 0 /%éefmog (¥)?

1 /2 _-2(lo 2
5 O g\/;e (log (v))

6 U Ved ikke

Opgave 15

Man har de to stokastiske variable X;,i = 1,2 med middelveerdi u; og varians o2. Man
danner nu en ny variabel Y = aX; + bXs + ¢, hvor a,b og c er kendte konstanter.

Sporgsmal 15

Middelveerdien E(Y) af Y findes til

10 Kan ikke beregenes uden kendskab til, hvorvidt de variable er uafthaengige.
20 amﬁﬂwﬁﬂtc

30 apy + a’o? + bus + b*03 + ¢

40 a?uy + b

50 apy +buz+ec

6 U Ved ikke



Opgave 16

Vearnepligtige meend har en middelhgjde pa 182 cm; standard afvigelsen af de vaernepligtiges
hgjde er 8 cm. En deling bestar af 25 mand.

Sporgsmal 16

Angiv et overslag pa sandsynligheden for, at gennemsnitshgjden i en deling overstiger 185
cm.

g oo

2 [ 0.01
30 0.03
4 0 0.12
50 0.35

60U Ved ikke

Opgave 17

Lad X veaere en stokastisk variabel, der beskriver levetiden af en komponent malt i dage.
Antag, at X har hazardraten 1 + cosx for z > 0.

Sporgsmal 17

Givet t > 0, bestem den betingede sandsynlighed for, at X >t + m, givet, at X >t

14 exp

2 O exp(—m + 1)

(
(
30 exp(—7—1)
40 exp(—n)
(

50 exp(-1)

601 Ved ikke

10



Opgave 18

Lad X veere en normalfordelt stokastisk variabel med middelveerdi -1 og varians 4. Lad
Y = X2

Sporgsmal 18

Bestem sandsynligheden P(Y > 1).

10 1-901)
20 1+®(-1)
30 Vv2-1
10 fra)
50 Lra(-)

60U Ved ikke

hvor ® som szdvanlig er fordelingsfunktionen for en standard normalfordelt variabel.

Opgave 19

X og Y er stokastiske variable med faclles middelveaerdi 0. X har varians 1, Y har varians 2,
og korrelationskoefficient mellem X og Y er p.

Sporgsmal 19

Bestem p, saledes at variansen af X + Y er 1.

g oo
20 -1
30 -1
40 -2
50 -1

60U Ved ikke

11



Opgave 20

Vi betragter 10 populeare tekstbehandlingsprogrammer og antager, at hvert af de 10 program-
mer har den samme sandsynlighed for at blive foretrukket af en tilfeeldigt valgt person (diskret
ligefordeling). Fire personer uden indbyrdes forhandskendskab samles til en arbejdsgruppe.

Sporgsmal 20

Hvad er sandsynligheden for, at mindst to af deltagerne foretraekker det samme tekstbehan-
dlingssystem.

1000—9-8-7
1 1000

10000—9*
20 10000

0 -V ) @) @)
()
(V)

60U Ved ikke

4 0 1-—

1
50 1

12



Opgave 21

Lad X;, i = 1,...,n veere uatheengige identisk fordelte stokastiske variable med kontinuert
og voksende fordelingsfunktion F'(z).

Lad Y =max{X; : i=1,...,n}.
Spgrgsmal 21

Bestem medianen for Y.

1 F

20 Fi(3)
30 ()"

40  F1(3)

5 0  Kan ikke bestemmes ud fra det oplyste.
6 U Ved ikke

Opgave 22

Du star i kg i supermarkedet. Foran dig star 3 andre kunder hvoraf den ene er ved at
blive betjent. Tiden det tager at betjene en kunde er eksponentialfordelt med middelvaerdi 2
minutter, og forskellige kunder har uathsengige betjeningstider.

Spgrgsmal 22

Hvad er sandsynligheden for at du er feerdigbetjent indenfor 10 minutter?

10 ca 7%
2 U ca. 65 %
30 ca. 35 %
4 0 ca. 27 %

5 0 Kan ikke beregnes uden at vide, hvor laenge den fgrste kunde har vaeret under betje-
ning.

6 U Ved ikke

13



Opgave 23

Lad X og Y vaere stokastiske variable saledes at punktet (X,Y") er uniformt fordelt over
cirkelskiven med centrum i (0,0) og radius 1.

Sporgsmal 23

Bestem den betingede sandsynlighed for Y > 0 givet Y > X, dvs. (P(Y > 0]Y > X)).

1o L
20 3
30 4
40 2
50 2

6 U Ved ikke

Opgave 24

Lad der veere givet n uafhsengige variable X1,..., X,,, der alle er normalfordelte med mid-
delveerdi 0 og spredning 1.

Sporgsmal 24

Bestem sandsynligheden for, at den naeststorste af X;’erne ligger i intervallet [0, dx], hvor
dx > 0 er en infinitesemal storrelse.

10 \/%7 dx

2 O m dx
30 il oda

4 0O 2:(_7:/12)76_% dx
50 2

6 U Ved ikke

14



Opgave 25

Man har de to uatheengige positive stokastiske variable X og Y med taethedsfunktion fx(x)
og fy(y) respektive. Man danner produktet Z = X - Y.

Sporgsmal 25

Teetheden f7(z) for Z findes til

10 fz2(2) = 57 fx (@) fy (2) dw

20 fz(2)

33U fz2(2) = [ afx (o) fy (3) dz
a0 fz2(2) = 57 2 fx (@) fy (za)da
50 fz(2) )

6 Ved ikke

Opgave 26

Ca. hver tredje person kan spille skak. Fire tilfseldige personer er samlet.
Sporgsmal 26

Bestem sandsynligheden for, at et lige antal (0,2 eller 4) af de fire kan spille skak.

1o @
20 1
30 L
T
50 &

60U Ved ikke

15



Opgave 27

Vi betragter en ukrudtsplante pa en mark og dens afkom (forste generation). Afstandsvek-
toren mellem moderplanten og en tilfzedigt valgt afkomsplante kan beskrives ved vektoren
X1, X5 hvor X; € N(0,1). Saledes kan begge afstandvektorens koordinater beskrives som
normalfordelte variable, hvor standardafvigelsen er valgt som lsengdeenhed.

Sporgsmal 27

Sandsynligheden for, at en tilfaeldigt afkomsplante er placeret mere end én leengdeenhed fra
moderplanten, er

10 1-(9(1) — &(-1))
o0  (B(1) — B(—1))

1
30 &
40 1L
50 1

60U Ved ikke

hvor ® som saedvanlig angiver fordelingsfunktionen for en standard normalfordelt variabel.

Opgave 28

Den stokastiske vektor (X,Y") antager veerdier i omradet 0 x? < 1, med fordelings-

Sy=
funktionen F(z,y) = P(X < z,Y <y) = c(32%,/y — 3zy + y /7).
Sporgsmal 28

Konstanten ¢ er

1

10 1_ﬁ
o0 1
1
30 L
4 0 1
50 2

3
6 U Ved ikke

16



Opgave 29

To spillere kaster hver to mgnter. Vi lader X betegne antallet af krone blandt de to mgnter
kastet af den fgrste spiller og Y betegne det totale antal af krone i de ialt 4 kast. Vi betragter
tilfeeldet, hvor Y = 2.

Sporgsmal 29

Man finder (P(X =0Y =2),P(X =1|Y =2),P(X =2|Y =2)) til

10 (411
20 (434)
30 (13.1)
10 (434)
50 (3.44)

60U Ved ikke

17



Opgave 30

Belastningen af en kaede er givet ved en fordeling, der har middelveerdi 1000 N og standard-
afvigelse pa 500 N. Man gnsker at bestemme en veerdi zyay for belastningen, der hgjst ma
overskrides med en sandsynlighed pa en promille.

Sporgsmal 30

En mindste sikker belastningsgraense x .5 er
10 o (W) — 0.999

20 Zpax = 1000 N + /1000 - 500 N
304 0.0012max = 1000 N

4 0 0.0012pmax = 500 N

50 Zmax = V1000 - 500 N

6 U Ved ikke

hvor ® som szedvanlig angiver fordelingsfunktionen for en standard normalfordelt variabel.

Slut pa opgavesattet.

18



