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]
Kapitel 7 og 8: Statistik for to gennemsnit, (7.7-7.8,8.1-8.5)

o Hypotesetest (7.7-7.8,8.1-8.5)
o Test og konfidensintervaller

o Hypotesetest for to gennemsnit
o Randomisering og 'parring’

)] R
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Oversigt

0 Hypotesetest - en repetition
@ Hypotesetest og konfidensintervaller
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Hypotesetest - en repetition

Hypoteser

nul hypotese testes mod en alternativ hypotese

Hy: p=po
Hy o p# po

Bemark: 'bevisbyrden’ er lagt p& Hy. Man valger enten at
acceptere Hy eller at forkaste H,
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Hypoteser

Et par tommelfingerregler ved formulering af hypoteser:
o | nulhypotesen anvendes s& vidt muligt lighedstegn "=’

o | den alternative hypotese placeres det udsagn som man
gerne vil vise

o Den alternative hypotese kan enten vare ensidet eller
tosidet, afthangig af hvad man gerne vil vise

tosidet: '’
ensidet: "<’ eller '>'
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Hypoteser

N&r man tester statistiske hypoteser, kan man i princippet
begd to typer af fejl:

Type |: Fejlagtig forkaste Hy n&r H er sand
Type Il: Fejlagtig acceptere Hy ndr Hy er sand

Vi definerer:

P(fejl af type |) = «

P(fejl af type ll) = 8
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Eksempel: formulering af hypoteser

Et ambulancefirma péstédr at det i gennemsnit tager 20
minutter fra et opkald til centralen modtages indtil en
ambulance er pd stedet.

Eksempelvis kan vi have malt tiderne:

21.1 223 19.6 24.2..

Hvis vi f.eks. gnsker at p&vise, at det i gennemsnit tager
leengere tid end 20 minutter, bliver nul- og alternativ
hypotese:

Hy:  p =20 minutter

Hy:  p > 20 minutter
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Eksempel

Hvilke fejl kan begés?

Type |: Fejlagtig forkaster Hy n&r Hy er sand
dvs. man fejlagtig konkluderer at det tager leengere tid for
ambulancen at nd frem end 20 minutter

Type Il: Fejlagtig accepterer Hy nadr H; er sand
dvs. man fejlagtig konkluderer at det tager 20 minutter for
ambulancen at n& frem
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Valg af signifikansniveau «

o Man valger signifikansniveau « ud fra hvor stor type |
fejl man kan acceptere

o Typisk vaelges a = 5%

o Safremt man vil reducere fejlen for en type | fejl mé «
valges mindre, f.eks. a = 1%

o Et mindre signifikansniveau betyder at det bliver
svaerere at pavise Hy
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Trin ved Hypotesetest

o Opstil hypoteser og velg signifikansniveau o (veelg
"risiko-niveau")
o Beregn teststgrrelse (se pa data)

o Beregn p-veerdi vha. teststgrrelse(mal forskellen pd data
og hypotesen)

o Samenlign p-vaerdi med signifikansniveau og drag en
konklusion

* alternativt til (4) kan testet udfgres ved at sammenllgne
testst¢rre|se med kritisk veerdi e
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Hypotesetest - en repetition Hypotesetest og konfidensintervaller

Sammenhang mellem hypoteseprgvning og
konfidensintervaller

Vi betragter (1 — a))100% konfidensinterval for 4
(eksempel for lille n og ukendt o):

s s
T—tap ——=< pu<T+1tly —=
a/2 \/ﬁ H a/2 \/ﬁ
Konfidensintervallet svarer til acceptomradet (af Hy), nér
man tester hypotesen (med to-sidet alternativ):

Ho: p=po
Hy o p# po
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Hypotesetest og konfidensintervaller
Konfidens interval

[ [ [
U —1y/20, M M +15/20n
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Styrke og stikprgvestgrrelse
Oversigt

© Styrke og stikprgvestgrrelse
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Styrke og stikprgvestgrrelse

Hvordan kan sandsynligheden for fejl pavirkes?
o /ndre signifikansniveau «
o QDge stikprgvestgrrelsen, n
o Testets styrke defineres ved 1 — 3 — Afsnit 7.8

o Kraevet stikprgvestgrrelse givet en gnsket styrke:
2
"= (JL i )
(0 — 1)
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Oversigt

© Hypotesetest for to gennemsnit

Eksempel 1

Generel formulering

Med kendt varians

Med "ukendt" varians - store stikprgver

Med "ukendt" varians - sm§ stikprgver, normalfordelinger
Eksempel 1 - fortsat
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S o
Eksempel 1

| et ernzeringsstudie gnsker man at undersgge om der er en
forskel i energiforbrug for forskellige typer (moderat fysisk
kraevende) arbejde. | studiet har man mélt energiforbruget
for 9 sekretaerer, som forventes at have et stillesiddende
arbejde, og 9 sygeplejersker, som forventes at have et lidt
mere fysisk betonet arbejde. Malingerne, angivet i MJ, er
givet i nedenstdende tabel:
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Hypotesetest for to gennemsnit Eksempel 1

Eksempel 1
A (sekretaerer) | B (sygeplejersker)
7.53 9.21
7.48 11.51
8.08 12.79
8.09 11.85
10.15 9.97
8.40 8.79
10.88 9.69
6.13 9.68
7.90 9.19
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S o
Eksempel 1

Opstil nul hypotese, alternativ hypotese og beregn nggle tal
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Sarmrc] Germeilnie
Hypotesetest for to gennemsnit

o Vi sammenligner gennemsnit (middelvaerdier) af 2
stikprgver

o Stikprgve 1: ny, X og s?

o Stikprgve 2: ny, X, og s3

DTU Informatik
institut for Informatik k Modellering

Jan K. Mgller (jkm@imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Foreleesning 7 Juni 2011 20 / 43



Hypotesetest for to gennemsnit [EESTLIIERETGVIEYS

Formulering af Hypoteser

nul hypotese testes mod en alternativ hypotese (her vist for
et to-sidet alternativ)

Hy: p—p2=9
Hy: py—po #0

Man vealger enten at acceptere Hy eller at forkaste H|

(Typisk er man interesseret i at teste med 6 = 0)
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Hypotesetest for to gennemsnit Med kendt varians

2. Beregning af teststgrrelse

Ved hypoteseprgvning af 2 middelveerdier (11 og po) for

data, der antages normalfordelt og varianser o} og o3 er
kendte, f3s teststgrrelsen

_ (X1 — X5) =90
N TR

Det fglger under nul hypotesen at Z ~ N (0, 12). Herfra
kan testets p-vaerdi beregnes
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(¥t L e
Sammenligning med kritisk veerdi

Ved hypoteseprgvning af to middelvaerdier (1 og ) for

data, der antages normalfordelt og 0% og o3 er kendte, fas
Alternativ Afvis
hypotese | nul-hypotese hvis

p— pp <9 Z < =z,

p1 — plg >0 Z >z

pa — pi2 7 0 Z < —Zzu)o

eller Z > 2,9
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Hypotesetest for to gennemsnit Med "ukendt" varians - store stikprgver

Beregning af teststgrrelse

Ved hypoteseprgvning af to middelvaerdier (i og pus) for

data hvor 0% og a% er ukendte, men for store stikprgver, fas
teststgrrelsen

_ (X1 —X5) =90
\/5%/711 + S%/TLQ

Det fglger under nul hypotesen at Z ~ N (0, 12). Herfra
kan testets p-veaerdi beregnes.
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Med "ukendt" varians - store stikprgver
Sammenligning med kritisk veerdi

Ved hypoteseprgvning af to middelvaerdi for data hvor o?

og 0% er ukendte, men vi har store stikprgver, fas
Alternativ Atvis
hypotese | nul-hypotese hvis

p— pp <9 Z < =z,

p1 — plg >0 Z >z

pa — pi2 7 0 Z < —Zzu)o

eller Z > 2,9
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Hypotesetest for to gennemsnit Med "ukendt" varians - sm& stikprgver, normalfordelinger

Beregning af teststgrrelse

Ved hypoteseprgvning af to middelveerdier for data der
antages normalfordelt hvor 0% og o3 er ukendte (men med

0? = 03), og stikprgverne er sma, fas teststgrrelsen

(X -Xy) -9
Vs + s3/n

hvor
o =D+ (= )3
P n1+n2—2

ldet t ~ t(ny + ny — 2) kan testets p-vaerdi beregnes
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Hypotesetest for to gennemsnit Med "ukendt" varians - sm& stikprgver, normalfordelinger

Sammenligning med kritisk veerdi

Ved hypoteseprgvning af to middelvaerdi for data der

antages normalfordelt og 03 og 03 er ukendte, og for sma
stikprgver:

Alternativ Afvis
hypotese | nul-hypotese hvis
i — p2 <0 < —tq
p1 — fg >0 t>t,
p — pg # 0 t < —tas2
eller t > ta/g

Ved opslag i tab. 4 vaelges v =nq + ny — 2
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Hypotesetest for to gennemsnit Med "ukendt" varians - sm& stikprgver, normalfordelinger

Beregning af teststgrrelse

Ved hypoteseprgvning af to middelvaerdier for data der
antages normalfordelt hvor o2 og o3 er ukendte (og
0? # 03), og stikprgverne er sma, fas teststgrrelsen

o (X1 —Xy) =0

B \/5%/711 + S%/TLQ
hvor t' ~ t(df") med

2 2 2
514 52
df’ = i+ i2)
(F/n)? | (3/ma)?

Tll—l ng—l
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Hypotesetest for to gennemsnit Med "ukendt" varians - sm& stikprgver, normalfordelinger

Korrigerede frihedsgrader

n1+n2_2

df’

nl_l n2_1
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Hypotesetest for to gennemsnit Eksempel 1 - fortsat

Eksempel 1
A (sekretaerer) | B (sygeplejersker)
7.53 9.21
7.48 11.51
8.08 12.79
8.09 11.85
10.15 9.97
8.40 8.79
10.88 9.69
6.13 9.68
7.90 9.19
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S i - Gt
Eksempel 1 - fortsat

Udfgr et hypotesetest om energiforbruget (i middel) ved de
to typer arbejde er ens. Anvend signifikansniveau o = 5%
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Konfidensinterval for forskel i middelvaerdi

Oversigt

© Konfidensinterval for forskel i middelvaerdi
o Eksempel 1 - fortsat
@ Eksempel 2
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Beregning af konfidensinterval for forskel i middelvaerdi

For store stikprgver beregnes et (1 — a)% konfidensinterval
ved:

. st | S
T1— T Raf2\| — T —
ni no

(kendes 0% og o3 anvendes disse i stedet for s7 og s3)
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Beregning af konfidensinterval for forskel i middelvaerdi

For sm4 stikprgver (ukendte 0% og o3) (men med o7 = 03)
beregnes et (1 — «)% konfidensinterval ved:

—1)s2 — 1)s2 1 1
T1 — To + ta/2 (nl )Sl + (TLQ )52 =
niy+no — 2 ni o

Ved opslag i tabellen over t-fordelingen (tab. 4) veelges
antal frihedsgrader v = ny + ny — 2
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Konfidensinterval for forskel i middelvaerdi Eksempel 2
Eksempel 2

| et studie er man interesseret i at sammenligne 2
sovemidler A og B. For 10 testpersoner har man fiet
fglgende resultater, der er givet i forleenget sgvntid (i timer)

DTU Informatik
institut for Informatik k Modellering

Jan K. Mgller (jkm@imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Foreleesning 7 Juni 2011 35 / 43



Konfidensinterval for forskel i middelvaerdi Eksempel 2

Eksempel 2 - fortsat

person | A B

1 +0.7 +19
-16 408
3 -02 411
4 -1.2 40.1
5 -1.0 -0.1
6 +34 +44
5
8
9

+3.7 +55
+0.8 +1.6
0 +4.6
10 | +2.0 +34
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Oversigt

© Parret t-test
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Parret t-test

o Vi betragter nu en situation hvor vi vil sammenligne 2
middelvaerdier, men hvor data er parret

o Hypotesetestet foregdr derfor ved at undersgge
forskellen, D;, mellem de parrede observationer:

D,=X,-Y, fori=1,2,...,n

Vi kan herefter beregne middelvaerdi D og varians S for
D. Test af D ggres nu som de sadvanlige test for én
middelvaerdi
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Eksempel 2 - fortsat

person | A B D=B-A
1 +07 +19|+12

-16 408 | +24

3 02 411|413

4 -12 401 +13

5 -1.0 -0.1 | +09

6 +34 444|410

5

8

9

+3.7 +55|+1.38
+0.8 +1.6 4038
0 +4.6 | +4.6
10 | +20 +34|+1.4
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Eksempel 2 - fortsat

Udfar et hypotesetest sovemidlerne er lige effektive.
Anvend signifikansniveau o = 5%
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Oversigt

O R (Rnote 7)
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R (R note 7)

> x1=c(10,13,16,19,17,15,20,23,15,16)
> x2=c(13,16,20,25,18,16,27,30,17,19)
> t.test(x1,x2,alt="1less",conf.level=0.95,var.equal=TRUE)

Pooled-Variance Two-Sample t-Test

data: x1 and x2
t = -1.779, df = 18, p-value = 0.04606
alternative hypothesis: difference in means is less than 0O
95 percent confidence interval:
-Inf -0.09349972

sample estimates:
mean of x mean of y

16.4 20.1
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Oversigt

o Hypotesetest - en repetition
@ Hypotesetest og konfidensintervaller
© Styrke og stikprgvestgrrelse
© Hypotesetest for to gennemsnit
@ Eksempel 1
Generel formulering
Med kendt varians
Med "ukendt" varians - store stikprgver
Med "ukendt" varians - sm§ stikprgver, normalfordelinger
Eksempel 1 - fortsat
© Konfidensinterval for forskel i middelvaerdi
o Eksempel 1 - fortsat
@ Eksempel 2
© Parret t-test
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