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Intro og generelle begreberOversigt1 Intro og generelle begreberPopulationer og stikprøverInferens og stikrøvefordelingCentral Grænseværdisætning2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 3 / 42



Intro og generelle begreberMotiverende eksempelEn bilprodu
ent er interesseret i at fastlæggebenzinforbruget ved kørsel på motorvej for et nyt bilmærke.Fra et pilotstudie vides, at variansen af forbruget, σ2, er
0.22 (l/100 km)2. Der udføres nu 25 forsøgsture (sammefører), hvor hver bil kører 100 km, og fra disse målingerestimeres middelværdien.Hvad bliver V ar[X̄ ]?Beregn maksimal fejl med 95% sandsynlighed, dvs. E0.95Beregn maksimal fejl med 99% sandsynlighed, dvs. E0.99Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 4 / 42



Intro og generelle begreberKapitel 7: Inferens for gennemsnit
Estimation (7.1-7.2)Maksimal fejl på estimat af middelværdiIntervalestimationKapitel 6: StikprøvefordelingerDe�nition af population og tilfældig stikprøveStikprøvefordeling for middelværdien fra en normalfordeling

t-fordelingen
Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 5 / 42



Intro og generelle begreber Populationer og stikprøverPopulationer og stikprøverVed hjælp af en stikprøve forsøger man at generalisereom en populationDet er derfor vigtigt, at stikprøven er repræsentativ forpopulationen
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Intro og generelle begreber Populationer og stikprøverDe�nition af population og tilfældig stikprøve (Kap. 6.1)
Tilfældig stikprøve fra en endelig population:Observationerne X1, X2, ..., Xn er en tilfældig stikprøveaf størrelse n fra en endelig population af størrelse N ,såfremt værdierne er valgt således, at enhverdelmængde af størrelse n af de N elementer frapopulationen har den samme sandsynlighed for at blivevalgt.Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 7 / 42



Intro og generelle begreber Populationer og stikprøverDe�nition af tilfældig stikprøve (Kap. 6.1)
Tilfældig stikprøve fra en uendelig population:Et sæt observationer X1, X2, ..., Xn er en tilfældigstikprøve af størrelse n fra en uendelig population f(x)såfremt:1 Hvert Xi er en stokastisk variabel med tæthedsfunktion f(x)2 De n stokastiske variable er uafhængige
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Intro og generelle begreber Inferens og stikrøvefordelingInferens for middelværdier
Parameter: middelværdi af population µData: en tilfældig stikprøve x1, x2, ..., xnEstimator: X̄Estimat af varians på middelværdi:(fra Kap. 6.2)

V ar[X̄ ] =
σ2

n
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Intro og generelle begreber Inferens og stikrøvefordelingStikprøvefordeling for middelværdien når variansen er kendt(Theorem 6.1, side 180)
Uendelig population:Lad X̄ være middelværdien af en stikprøve af størrelse
n fra en fordeling med middelværdi µ og varians σ2Da er X̄ en stokastisk variabel og følger en fordelingmed middelværdi µ og varians σ2

n
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Intro og generelle begreber Inferens og stikrøvefordelingStikprøvefordeling for middelværdien når variansen er kendt(Theorem 6.1, side 180)
Endelig population:Lad X̄ være middelværdien af en stikprøve af størrelse
n fra en fordeling med middelværdi µ og varians σ2Da er X̄ en stokastisk variabel og følger en fordelingmed middelværdi µ og varians σ2

n
· N−n
N−1
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Intro og generelle begreber Inferens og stikrøvefordelingBegreberCentral Estimator:En estimator θ̂ er 
entral (eller ikke-biased), hvis og kunhvis, middelværdien af stikprøvefordelingen for estimatorener lig θE�
ient Estimator En estimator θ̂1 er en mere e�
ientestimator af θ end estimatoren θ̂2 hvis:1 θ̂1 og θ̂2 begge er 
entrale estimatorer af θ2 Variansen af stikprøvefordelingen for θ̂1 er mindre endfor θ̂2Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 12 / 42



Intro og generelle begreber Central GrænseværdisætningDen 
entrale grænseværdisætning (Theorem 6.3, side 184)Lad X̄ være middelværdien af en stikprøve fra en fordelingmed middelværdi µ og varians σ2. Da vil
Z =

X̄ − µ

σ/
√
nfølge en N(0, 12) fordeling for n → ∞HVIS data i sig selv følger en normalfordeling, så erstikprøvefordelingen også normal:

Xi ∼ N(µ, σ2) ⇒ Z ∼ N(0, 1).Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 13 / 42



Maksimal fejl på et estimatOversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimatEksempel 13 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 14 / 42



Maksimal fejl på et estimatMaksimal fejl på et estimatFor store n gælder (den 
entrale grænseværdi sætning):
X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 12)Den maksimale fejl, E, på et estimat med sandsynlighed(1− α) bliver:
E = zα/2 ·

σ
√
nhvor zα/2 �ndes i standard normalfordelingen (tabel 3)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 15 / 42



Maksimal fejl på et estimat Eksempel 1Eksempel 1En bilprodu
ent er interesseret i at fastlæggebenzinforbruget ved kørsel på motorvej for et nyt bilmærke.Fra et pilotstudie vides, at variansen af forbruget, σ2, er
0.22 (l/100 km)2. Der udføres nu 25 forsøgsture (sammefører), hvor hver bil kører 100 km, og fra disse målingerestimeres middelværdien.Hvad bliver V ar[X̄ ]?Beregn maksimal fejl med 95% sandsynlighed, dvs. E0.95Beregn maksimal fejl med 99% sandsynlighed, dvs. E0.99Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 16 / 42



Bestemmelse af stikprøvestørrelseOversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelseEksempel 24 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 17 / 42



Bestemmelse af stikprøvestørrelseBestemmelse af stikprøvestørrelseDen maksimale fejl med sandsynlighed (eller kon�dens)
1− α er:

E = zα/2 ·
σ
√
nNår σ er kendt og vi ønsker at bestemmestikprøvestørrelse n for en maksimal fejl medsandsynlighed 1− α fås:

n = (
zα/2 · σ

E
)2Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 18 / 42



Bestemmelse af stikprøvestørrelse Eksempel 2Eksempel 2Bilprodu
enten beslutter sig for at afprøve noglejusteringer, der antages at have ind�ydelse påbenzinforbruget. Baseret på pilotstudiet antagesindledningsvist, at variansen af forbruget, σ2, er 0.22 (l/100km)2. Der køres igen ture á 100 km.Bestem den nødvendige stikprøvestørrelse (antal ture),såfremt man ønsker, at den maksimale fejl med 95%sandsynlighed højst er E95 = 0.10 (l/100 km)?
Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 19 / 42



Kon�densintervalOversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 20 / 42



Kon�densintervalIntervalestimationDet er ofte mere informativt at angive intervalestimater endblot en enkelt værdi, f.eks. kan man være interesseret i etinterval, der dækker (1− α)%.Idet vi kan skrive for kendt σ:
−zα/2 <

X̄ − µ

σ/
√
n

< zα/2Ved omskrivning fås (1− α) kon�densintervallet:
x̄− zα/2 ·

σ
√
n
< µ < x̄ + zα/2 ·

σ
√
nJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 21 / 42
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Kon�densintervalKon�densinterval 2
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Udvidelse til "ukendt� varians-setupOversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup
t-fordelingMaximal fejlEksempel 3Kon�densintervalEksempel 46 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 24 / 42



Udvidelse til "ukendt� varians-setupStikprøvefordeling for middelværdien når variansen ikke erkendt
Lad X̄ være middelværdien af en stikprøve af størrelse nfra en fordeling med middelværdi µ og varians σ2 og hvorstikprøvens varians er estimeret:

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup t-fordelingStikprøvefordeling for middelværdien når variansen ikke erkendt
S2 =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2Da er
t =

X̄ − µ

S/
√
nen stokastisk variabel og følger en t-fordeling medparameter v = n− 1Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 26 / 42



Udvidelse til "ukendt� varians-setup t-fordeling
t-fordelingen
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup t-fordeling
t-fordelingen
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup t-fordelingTabelopslag i t-fordelingen
Tabelopslag i t-fordelingen gøres vha tabel 4Ved tα(n− 1) forstås den værdi, således at

P (t ≥ tα) = αR : pt(x,df), qt(α,df)
Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 29 / 42



Udvidelse til "ukendt� varians-setup Maximal fejlMaksimal fejl på et estimat (σ ukendt)Når σ er ukendt, anvendes estimatet s for σ. I stedet for
zα/2 anvendes tα/2 og den maksimale fejl, E med (1− α)kon�dens, bliver

E = tα/2 ·
s
√
nhvor tα/2 = t(n− 1)α/2�ndes i t-fordelingen (tabel 4)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 30 / 42



Udvidelse til "ukendt� varians-setup Eksempel 3Eksempel 3Med de nye justering udføres 16 forsøg. Fra disse estimeresvariansen s2 = 0.252.Bestem den maksimale fejl, E0.95, dvs. med 95%sandsynlighed.Forklar hvorfor estimatet af E0.95 i dette tilfæde er størreend 0.10 (l/100 km).
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup Kon�densintervalKon�densinterval
Såfremt man ikke kender σ og har en lille stikprøve(n < 30), erstattes σ med estimatet s, og zα/2 erstattesmed tα/2:

x̄− tα/2 ·
s
√
n
< µ < x̄ + tα/2 ·

s
√
n(Under antagelse af, at data er normalfordelt!)
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup Kon�densintervalKon�densinterval
Såfremt man ikke kender σ, men har en stor stikprøve(n ≥ 30) anvendes den samme formel, blot erstattes σ medestimatet s:̄

x− zα/2 ·
s
√
n
< µ < x̄ + zα/2 ·

s
√
n
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup Kon�densintervalKon�densinterval σ ukendt
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Udvidelse til "ukendt� varians-setup Eksempel 4Eksempel 4I et amerikansk studie ønskede man at sammenligne indholdaf arsenik i drikkevandet ved 8 forskellige lokaliteter:lokalitet vandprøve (ppm)1 2.22 4.13 2.14 0.85 0.16 3.27 2.98 2.2
x̄ = 2.2 og s2

x
= 1.64Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 35 / 42



Udvidelse til "ukendt� varians-setup Eksempel 4Eksempel 4Det antages nu, at vandprøvemålingerne følger ennormalfordeling.Angiv et 95% kon�densinterval for middelindholdet µ afarsenik i drikkevandet.
Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 36 / 42



Kendt eller ukendt variansOversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 37 / 42



Kendt eller ukendt variansGenereltI de anførte formler anvendes:1 Når variansen er kendt, anvendes σ og zα/22 Når variansen ikke er kendt, men stikprøven er stor,anvendes s og zα/23 Når variansen ikke er kendt og stikprøven er lille,anvendes s og tα/2NB: "Ukendt� betyder at man bruger foreliggende data tilat bestemme variansen(Og erkender begrænsningen/usikkerheden i dette)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 38 / 42



R (R note 6)Oversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 39 / 42



R (R note 6)R (R note 6) R Betegnelset t-fordelingen
hisq χ2-fordelingenf F-fordelingend Tæthedsfunktion f(x) (probability distribution).p Fordelingsfunktion F (x) (
umulative distributionfun
tion).q Fraktil (quantile) i fordeling.Eksempel: P (t ≤ 2), pt(2)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 40 / 42



R (R note 6)Oversigt1 Intro og generelle begreber2 Maksimal fejl på et estimat3 Bestemmelse af stikprøvestørrelse4 Kon�densinterval5 Udvidelse til "ukendt� varians-setup6 Kendt eller ukendt varians7 R (R note 6)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 5 Juni 2012 41 / 42



R (R note 6)Ugen der gik
NøgletalGra�sk fremstillingStokastiske variable og deres fordelingerInferens
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