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Introduktion til simuleringMotivationTable 8.1 har et "hul�:Små stikprøver som IKKE kommer fra ennormalfordeling??I gl. dage: non-parametriske tests, e.g. Kapitel 14.Mere almindeligt nu: Simuleringsbaseret:Kon�densintervaller er meget nemmere at opnåDe er meget nemmere at anvende i mere kompli
erede situationerDe "forgrover� ikke informationen i samme udstrækningDe afspejler i højere grad dagens virkelighed - de anvendes simpelt hennu i rigtig mange sammenhængeKræver: Brug af 
omputer - R er et super værktøj tildette!Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 4 / 27



Introduktion til simuleringHvad er simulering egentlig?(Pseudo)tilfældige tal genereret af en 
omputerEn tilfældighedsgenerator er en algoritme der kan generere xi+1ud fra xiEn sekvens af tal "ser tilfældige ud�Kræver en "start� - kaldet "seed� .(Bruger typisk uret i
omputeren)Grundlæggende simuleres den uniforme fordeling, og så bruges:Hvis U ∼ Uniform(0, 1) og F er en fordelingsfunktion for en eller andensandsynlighedsfordeling, så vil F−1(U) følge fordelingen givet ved FJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 5 / 27



Introduktion til simuleringI praksis i RDe forskellige fordelinger er gjort klar til simulering:rbinom Binomialfordelingenrpois Poissonfordelingenrhyper Den hypergeometriske fordelingrnorm Normalfordelingenrlnorm Lognormalfordelingenrexp Eksponentialfordelingenrunif Den uniforme(lige) fordelingrt t-fordelingenr
hisq χ2-fordelingenrf F-fordelingenJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 6 / 27



Introduktion til simulering Eksempel 1Eksempel 1En virksomhed produ
erer rektangulære plader. Længden af pladerne(i meter), X , antages at kunne beskrives med en normalfordeling
N(2, 0.12) og bredden af pladerne (i meter), Y , antages at kunnebeskrives med en normalfordeling N(3, 0.22). Man er interesseret iarealet, som jo så givet ved A = XY .Hvad er middelarealet?Hvad er spredningen i arealet fra plade til plade?Hvor ofte sådanne plader har et areal, der afviger mere end

0.1m2 fra de 6m2?Sandsynligheden for andre mulige hændelser?Generelt: Hvad er sandsynlighedsfordelingen for A?Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 7 / 27



Introduktion til simulering Eksempel 1Eksempel 1, løsning i R
Kode:k=10000X=rnorm(k,2,0.1)Y=rnorm(k,3,0.2)A=X*Ymean(A)sd(A)sum(abs(A-6)>0.1)/k

Resultat:> mean(A)[1℄ 5.999061> sd(A)[1℄ 0.5030009> sum(abs(A-6)>0.1)/k[1℄ 0.8462Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 8 / 27



FejlophobningsloveOversigt1 Introduktion til simuleringEksempel 12 FejlophobningsloveEksempel 1, fortsat3 Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingEksempel 2, one-sampleTwo-sample situationenEksempel 34 Hypotesetest ved hjælp af simuleringVha. bootstrap kon�densintervallerOne-sample setup, Eksempel 2, fortsatHypotesetest ved hjælp af permutationstestTwo-sample setup, Eksempel 3, fortsatJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 9 / 27



FejlophobningsloveFejlophobningsloveSkal kunne �nde: σ2
f(X1,...,Xn)

= Var(f(X1, . . . , Xn))Vi kender allerede:
σ2
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FejlophobningsloveFejlophobningsloveEller ved simulering:Simuler k udfald af samtlige n målinger som
N(Xi, σ

2
i ): X(j)

i , j = 1 . . . , kBeregn spredningen direkte som den observerede spredningaf de k værdier for f :
σf(X1,...,Xn) =

√

1
k−1
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i=1(fj − f̄)2

fj = f(X
(j)
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Fejlophobningslove Eksempel 1, fortsatEksempel 1, fortsatVi har allerede brugt simulerings-metoden i første del af eksemplet.To konkrete målinger for X og Y , er givet: x = 2.05m og
y = 2.99m. Hvad er "fejlen" på A = 2.05× 2.99 = 6.13 fundet vedden ikke-lineære fejlophobningslov?
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Fejlophobningslove Eksempel 1, fortsatEksempel 1, fortsatFaktisk kan man �nde variansen for A = XY teoretisk:Var(XY ) = E [

(XY )2
]

− [E(XY )]2

= E(X2)E(Y 2)− E(X)2E(Y )2

=
[Var(X) + E(X)2

] [Var(Y ) + E(Y )2
]

− E(X)2E(Y )2

= Var(X)Var(Y ) + Var(X)E(Y )2 + Var(Y )E(X)2

= 0.12 × 0.22 + 0.12 × 32 + 0.22 × 22

= 0.0004 + 0.09 + 0.16

= 0.2504
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Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingOversigt1 Introduktion til simuleringEksempel 12 FejlophobningsloveEksempel 1, fortsat3 Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingEksempel 2, one-sampleTwo-sample situationenEksempel 34 Hypotesetest ved hjælp af simuleringVha. bootstrap kon�densintervallerOne-sample setup, Eksempel 2, fortsatHypotesetest ved hjælp af permutationstestTwo-sample setup, Eksempel 3, fortsatJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 14 / 27



Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingKon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping
What to do med en lille stikprøve, som IKKE er normalfordelt?To mulige løsninger1 Find/identi�
er/antag en anden og mere rigtig fordeling forpopulationen("systemet")2 Undlad at antage nogen fordeling overhovedetBootstrapping �ndes i to versioner:1 Parametrisk bootstrap: Simuler gentagne stikprøver fra den antagedefordeling.2 Ikke-parametrisk bootstrap: Simuler gentagne stikprøver direkte fradata.
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Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingIkke-parametrisk bootstrap for one-sample situationenData: x1, . . . , xn.
100(1− α)%-kon�densintervallet for µ:Simuler k stikprøver af størrelse n ved at udtage tilfældigtblandt de tilgængelige data(med tilbagelægning - stort k , e.g. k > 1000)Beregn gennemsnittet i hver af de k stikprøver: x̄∗

1, . . . , x̄
∗

kBeregn 100α/2%- og 100(1− α/2)% fraktilerne for disseIntervallet er: [fraktil100α/2%, fraktil100(1−α/2)%

]
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Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping Eksempel 2, one-sampleEksempel 2, one-sampleI et studie undersøgte man kvinders 
igaretforbrug før og efter fødsel.Man �k følgende observationer af antal 
igaretter pr. dag:før efter før efter8 5 13 1524 11 15 197 0 11 1220 15 22 06 0 15 620 20
Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 17 / 27



Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping Eksempel 2, one-sampleEksempel 2, løsning i RDataindlæsning:x1=
(8,24,7,20,6,20,13,15,11,22,15)x2=
(5,11,0,15,0,20,15,19,12,0,6)dif=x1-x2R-Metode 1:k=10000mysamples = repli
ate(k, sample(dif, repla
e = TRUE))mymeans = apply(mysamples, 2, mean)quantile(mymeans,
(0.025,0.975))R-Metode 2: (Installer først pakken "bootstrap")library(bootstrap)quantile(bootstrap(dif,k,mean)$thetastar,
(0.025,0.975))Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 18 / 27



Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping Two-sample situationenTwo-sample situationenData: x1, . . . , xn1
og y1, . . . , yn2

100(1− α)%-kon�densintervallet for µ1 − µ2 :Simuler k sæt af 2 stikprøver af størrelse n1 og n2 ved atudtage tilfældigt blandt de tilgængelige data(med tilbagelægning - stort k , e.g. k > 1000)Beregn forskellen i gennemsnittene for hver af de k stikprøvepar:
x̄∗

1 − ȳ∗1, . . . , x̄
∗

k − ȳ∗kBeregn 100α/2%- og 100(1− α/2)% fraktilerne for disseIntervallet er: [fraktil100α/2%, fraktil100(1−α/2)%

]Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 19 / 27



Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping Eksempel 3Eksempel 3I et studie ville man undersøge, om børn der havde fået mælk fra�aske som barn havde dårligere eller bedre tænder end dem, der ikkehavde fået mælk fra �aske. Fra 19 tilfældigt udvalgte børnregistrerede man hvornår de havde haft deres første tilfælde af karies.�aske alder �aske alder �aske aldernej 9 nej 10 ja 16ja 14 nej 8 ja 14ja 15 nej 6 ja 9nej 10 ja 12 nej 12nej 12 ja 13 ja 12nej 6 nej 20ja 19 ja 13Find kon�densintervallet for forskellen!Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 20 / 27



Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrapping Eksempel 3Eksempel 3, løsning i RDataindlæsning:x=
(9,10,12,6,10,8,6,20,12)y=
(14,15,19,12,13,13,16,14,9,12)Bootsrapping i R:k=10000xsamples = repli
ate(k, sample (x, repla
e = TRUE))ysamples = repli
ate(k, sample (y, repla
e = TRUE))mymeandifs = apply(xsamples, 2, mean)-apply(ysamples, 2,mean)quantile(mymeandifs,
(0.025,0.975))Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 21 / 27
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Hypotesetest ved hjælp af simulering Vha. bootstrap kon�densintervallerHypotesetest ved hjælp af bootstrap kon�densintervaller
Sammenhæng mellem hypotese og kon�densinterval:
H0 : θ = θ0 a

epteres ⇔ θ0 ligger i kon�densintervallet for θF.eks.ensidet hypotese-test vha. bootstrap:

H0 : θ = θ0 mod H1 : θ > θ0 a

epteres ⇔
θ0 > 100α%-fraktilen for bootstrapværdierne for θ
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Hypotesetest ved hjælp af simulering One-sample setup, Eksempel 2, fortsatOne-sample setup, Eksempel 2, fortsatVi fortsætter 
igaretforbrugseksemplet.Man vil nu gerne påvise, at 
igaretforbruget er faldet efter fødslen:
H0 : µ1 − µ2 = 0 mod H0 : µ1 − µ2 > 0P-værdien �ndes i R som: sum(mymeans<0)/k
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Hypotesetest ved hjælp af simulering Hypotesetest ved hjælp af permutationstestHypotesetest ved hjælp af permutationstestVi har nu stikprøverne: x1, . . . , xn1
og y1, . . . , yn2

µ̂1 = x̄ og µ̂2 = ȳEt permutationstest for hypotesen µ1 = µ2 er de�neret ved:Simuler k sæt af 2 stikprøver af størrelse n1 og n2ved at permutere de tilgængelige data(stort k , e.g. k > 1000)Beregn forskellen i gennemsnittene for hver af de k stikprøvepar:
x̄∗

1 − ȳ∗1, . . . , x̄
∗

k − ȳ∗kFind P-værdien ud fra positionen af x̄− ȳ i denne fordeling(2-sidet eller 1-sidet - på sædvanlig vis)Jan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 25 / 27



Hypotesetest ved hjælp af simulering Two-sample setup, Eksempel 3, fortsatTwo-sample setup, Eksempel 3, fortsatVi fortsætter eksemplet med tænderne.Vi ønsker at udføre et tosidet test for om µ1 = µ2.Følgende R-kode gennemfører beregningerne:x=
(9,10,12,6,10,8,6,20,12)y=
(14,15,19,12,13,13,16,14,9,12)k=100000perms = repli
ate(k,sample(
(x,y)))mymeandifs = apply(perms[1:9,℄, 2, mean)-apply(perms[10:19,℄, 2,mean)sum(abs(mymeandifs)>abs(mean(x)-mean(y)))/k
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Hypotesetest ved hjælp af simulering Two-sample setup, Eksempel 3, fortsatOversigt1 Introduktion til simuleringEksempel 12 FejlophobningsloveEksempel 1, fortsat3 Kon�densintervaller ved hjælp af simulering: bootstrappingEksempel 2, one-sampleTwo-sample situationenEksempel 34 Hypotesetest ved hjælp af simuleringVha. bootstrap kon�densintervallerOne-sample setup, Eksempel 2, fortsatHypotesetest ved hjælp af permutationstestTwo-sample setup, Eksempel 3, fortsatJan K. Møller (jkm�imm.dtu.dk) Introduktion til Statistik, Forelæsning 10 Juni 2011 27 / 27
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