IMM, 2002-10-10
Poul Thyregod

Lidt om fordelinger, afledt af normalfordelingen

1 Introduktion

I forbindelse med inferens i normalfordelinger optraeder forskellige fordelinger,

der er afledt af normalfordelingen, t-fordelingen, F-fordelingen og x2-fordelingen.

Denne note giver en kort introduktion til disse fordelinger og deres forbindelse

med normalfordelingsmodeller.

2 y’-fordelingen
(Se ogsa Petrucelli side 408)

x2- fordelingen er en familie af sandsynlighedsfordelinger pa den positive
reelle akse med taethedsfunktion

o\ /21
p(x) = m (i)f exp(—x/2) for 0 <z < o0

hvor I'() angiver Gammafunktionen (se nedenfor afsnit 5).

Stgrrelsen f er en heltallig parameter, der fastlaegger hvilken af de mange
x>-fordelinger, vi betragter. Parameteren f betegnes frihedsgraderne (de-
grees of freedom) for fordelingen.

I anvendelser er frihedsgraderne seedvanligvis kendt.

En stokastisk variabel, der fglger en y2-fordeling med f frihedsgrader

symboliseres ofte ved x7.

Leerebogens appendix A.5 indeholder tabeller over fraktiler (kritiske veerdier)

for y2-fordelingen.



Makroen Nprobsrev giver mulighed for beregning af veerdier for den ku-
mulerede fordelingsfunktion for y2-fordelingen. Tilsvarende kan makroen
Invprobrev bruges til at beregne fraktiler for fordelingen.

(x? fordelingen er et specialtilfzelde af en lidt stgrre familie af fordelinger,
de sakaldte gammafordelinger.

2.1 Fordelingens momenter

Safremt Y ~ Xfc gaelder
EY]=/f;  V[Y]=2f (1)

2.2 Relation til normalfordelingen

x2-fordelingen optraeder naturligt i forbindelse med normalfordelingsmod-
eller.

Der geelder saledes:

Saetning:
Lad Y ~ N(0,1) og lad Z = Y?2. Da geelder

Z~xi

Saetningen vises ved brug af resultater vedrgrende fordelingen af transforma-
tioner af stokastiske variable.

Ved brug af dette resultat ser man, at hvis Y ~ N(u, 0?) da geelder

SE=TU RPN )

Der geelder endvidere folgende

Saetning:



Lad Y3, Y, ..., Y, veere uatheengige standardiserede normalt fordelte vari-
able med Y; ~ N(0, 1), og lad

5 = Yy
=1

SST = (Vi - V)’

Da geelder
1. SS~ 2
2. SST ~ x2_,

3. nY ~ X3

4. 88 = SST + nY”, og
SST og nY" er stokastisk uafheengige

- O -
Bemeerk, at opspaltningen

SS = SST 4+ nY>

netop svarer til opspaltningen

n

SYE=S (Y, =Y +nY"
=1

=1

som blev behandlet i noten om frihedsgrader.

Det er ikke overraskende, at nY~ ~ X3, for der geelder jo, at Y ~ N(0,1/n)
og sa folger dette resultat af (2).

Ovenstaende resultat kan benyttes til at vise, at safremt Y7,Ys,...,Y,, er
uafhaengige normalt fordelte variable med Y; ~ N(u, 0?), og man seetter

1

S? =
n—1

im vy 3)

Da geelder, at
E[S?] = o?
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jvf (1), hvilket begrunder at vi dividerer kvadratafvigelsessummen med dens
frihedsgrader, n — 1, og ikke med antallet, n, af observationer.

Man finder endvidere af (1) at

3 t-fordelingen

(Se ogsa Petrucelli side 248)

t-fordelingen (undertiden betegnet Students t-fordeling) er en familie af
sandsynlighedsfordelinger pa den reelle akse med teethedsfunktion

CT((f+1)/2) AT
) =~ ) (” f)

hvor I'() angiver Gammafunktionen (se nedenfor afsnit 5).

Stgrrelsen f er en heltallig parameter, der fastlaegger hvilken af de mange
t-fordelinger, vi betragter. Parameteren f betegnes frihedsgraderne (degrees
of freedom) for fordelingen.

I anvendelser er frihedsgraderne seedvanligvis kendt.

En stokastisk variabel, der fglger en t-fordeling med f frihedsgrader sym-
boliseres ofte ved ty,

Leerebogens appendix A.4 indeholder tabeller over fraktiler (kritiske veerdier)
for t-fordelingen.

Makroen Nprobs (og Nprobsrev) giver mulighed for beregning af vaerdier
for den kumulerede fordelingsfunktion for t-fordelingen. Tilsvarende kan
makroen Invprobs (og Invprobrev) bruges til at beregne fraktiler for fordelin-
gen.



3.1 Fordelingens momenter

Lad Y ~ t f-
For f > 1 har fordelingen en middelveerdi, og der gaelder
EY]=0 for f>1

For f > 2 har fordelingen en varians, og der gaelder

VY] = - for f> 2

f—2

3.2 Relation til normalfordelingen

Saetning:
Lad U ~ N(0,1) og lad Z ~ Xfc veere uafhsengige stokastiske variable.

Da gaelder, at den stokastiske variable

U
VZi/f

folger en t¢-fordeling, dvs en t-fordeling med f frihedsgrader.

T =

Det er netop dette resultat, vi bruger i forbindelse med inferens i normal-
fordelingsmodeller.

Lad nemlig Y7, Y5, ..., Y, veere uathaengige normalt fordelte variable med
Y; ~ N(u,0?), og lad Y betegne gennemsnittet, og S? betegne den empiriske
varians (3). Da geelder jo

Y —p
a/\/ﬁ
Z = [-S)0" ~ X}

U

~ N(0,1)

med f = n —1o0g U og Z er netop stokastisk uatheengige jvf resultatet i
afsnit 2.2.



Den saedvanlige t-stgrrelse kan jo netop udtrykkes som

T—=—_—_
Z/f

idet o forkortes ud.

Resultatet viser ogsa, at udtrykket for den sadvanlige t-stgrrelse for en-
stikprgvesituationen - -
Y —pe Y — (4)
aY)  S/vn
referer frihedsgraderne, f til estimatet for 02, mens stgrrelsen n refererer
til antallet af observationer, der indgar i gennemsnittet Y.

Dette benyttes blandt andet nar man pooler variansestimater.

4 F-fordelingen

(Se ogsa Petrucelli side 477 og 529)

F-fordelingen er en familie af sandsynlighedsfordelinger pa den positive
reelle akse med taethedsfunktion

_ D((n+m)/2) [n\"? /21
P(®) = 2T (m/2) (E) T )T

for 0 <z < o0

hvor I'() angiver Gammafunktionen (se nedenfor afsnit 5).

Storrelserne n og m er heltallige parametre, der fastlaegger hvilken af
de mange F-fordelinger, vi betragter. Parametrene betegnes frihedsgraderne
(degrees of freedom) for fordelingen.

En stokastisk variabel, der fglger en F-fordeling med (n, m) frihedsgrader
symboliseres ofte ved F,, ..

Leerebogens appendix A.6 indeholder tabeller over fraktiler (kritiske veerdier)

for F-fordelingen.



Makroen Nprobsrev giver mulighed for beregning af veerdier for den ku-
mulerede fordelingsfunktion for F-fordelingen. Tilsvarende kan makroen In-
vprobrev bruges til at beregne fraktiler for fordelingen.

ved bestemmelse af fraktiler kan man undertiden have fordel af relationen

! (5)

4.1 Fordelingens momenter

Lad t Y ~ F, ..

For m > 2 har fordelingen en middelveerdi, og der geelder

For m > 4 har fordelingen en varians, og der gaelder
m?(2n + 2m — 4)
(m—2)2(m —4)n

V[Y] = for m > 4

4.2 Relation til normalfordelingen

F-fordelingen optraeder naturligt i forbindelse med normalfordelingsmodeller.
Der geelder saledes:

Saetning:
Lad Y ~ ts) og lad Z = Y?. Da geelder
Z ~ Fl,f

altsa en F-fordeling med (1, f) frihedsgrader.

I forbindelse med linesere normalfordelingsmodeller benyttes ofte

Saetning:
Lad Z; ~ X2 og Zy ~ X2, veere stokastisk uafhengige, og lad
Yy — Zl/TL
Zg/m
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da geelder, at Y ~ F,, .

F-fordelingen beskriver saledes fordelingen af forholdet mellem to uafhaengige

variansestimater under antagelse af at disse estimater begge beskriver den

samme varians, o2.

Ofte betegner man derfor parameteren n som frihedsgraderne for taelleren,
og m som frihedsgraderne for naevneren.

5 Gammafunktionen

Gammafunktionen, I'(-) er en funktion af et reelt positivt argument givet ved

I'(z) = /Ooo t" L exp(—t)dx

Der geelder relationen
2I'(z) =T(z+1)

Specielt har man I'(1) = 1 og I'(1/2) = /7.
For heltallige veerdier, n har man derfor

I'(n) = (n—=1)=(n-1)!
“(2n —1)

F(n+1/2) = 5 VT

1.2.3..
1-3-5--




